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М. В. КЕЛДЫШ 


К ПЯТИДЕСЯТИЛЕТИЮ МИХАИЛА АЛЕКСЕЕВИЧА 
ЛАВРЕНТЬЕВА 


19 ноября 1950 г. исполнилось 50 лет академику Михаилу Алексе- 
евичу Лаврентьеву. Вместе с этой датой мы отмечаем 30 лет плодотвор- 
ной и многообразной научной деятельности Михаила Алексеевича. 
Почти 20 лет Михаил Алексеевич работает в Математическом институте 
им. В. А. Стеклова Академии Наук СССР, являясь одним из наиболее 
активных его сотрудников. 

М. А. Лаврентьев принадлежит к числу крупнейших советских уче- 
ных. Являясь академиком Академии Наук СССР, М. А. Лаврентьев 
состоит также действительным членом Академии Наук Украинской ССР 
и действительным членом Академии Артиллерийских наук. В течение 
ряда лет М. А. Лаврентьев был вице-призедентом Академии Наук УССР. 

С самого начала своей научной деятельности, в двадцатых годах, 
М. А. Лаврентьев дал ряд крупных и оригинальных результатов в обла- 
сти теории функций действительного переменного, выдвинувших его 
тогда в число лучших молодых математиков. В последующие годы 
М. А. Лаврентьев получает ряд выдающихся результатов по дифферен- 
циальным уравнениям и вариационному исчислению. Однако основной 
областью работы Михаила Алексеевича на долгие годы становится тео- 
рия функций комплексного переменного. Здесь им создано новое геоме- 
трическое направление, и громадное количество ярких результатов, 
полученных им, выдвигает ег> в число крупнейших математиков. 

Созданные М. А. Лаврентьевым новые методы решения внутренних 
и граничных задач теории функций явились основой нового направления 
теории функций комплексногс переменного. Среди блестящих результатов, 
полученных здесь Михаилом Алексеевичем, мы отметим детальное метри- 
ческое изучение соответствия границ при конформном отображенни, мно- 
гие теоремы о поведении конформного отображения внутри области, от- 
крытие новых метрических свойств класссв римановых поверхностей и 
замечательные результаты о функциях, представимых сходящимися ря- 
дами полиномов. 

В следующем крупном цикле работ Михаил Алексеевич создает теорию 
квази-конформных отображений — непрерывных отображений, которые 
стоят в таком же отношении к самым общим самосопряженным эллипти- 
ческим системам, в каком конформные отображения стоят по отношению 
к уравнению Лапласа. Эта теория является основой геометрических 
методов решения широкого круга задач математики и математической 
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физики. М. А. Лаврентьев приложил ее к теории типа римановых 
поверхностей, к задачам конформного отображения римановых многообра- 
зий, к теории струй, к теории волн и к решению ряда других вопросов. 

Математические работы М. А. Лаврентьева тесно переплетаются с его 
исследованиями по механике. М. А. Лаврентьев является создателем 
большого числа новых теорий в механике непрерывной среды. В его 
работах по механике замечательно то, что он не просто прилагает мате- 
матические методы к задачам механики, а ставит новые механические 
задачи и проливает свет на самые основы механических явлений. 
В механике Михаил Алексеевич сочетал теоретические исследования 
с постановкой блестящих экспериментов, раскрывших совершенно но- 
вые факты. Он внес крупный вклад в теорию крыла, в теорию удара 
тел о воду, теорию струй, теорию волн, теорию устойчивости стержней, 
теорию взрыва и т. д. Многие из этих задач были впервые поставлены 
в работах Михаила Алексеевича. Открытые в последние годы Михаилом 
Алексеевичем новые приложения гидродинамики идеальной жидкости к 
вопросам, которые на первый взгляд отстояли чрезвычайно далеко от 
гидродинамики, принадлежат к самым выдающимся теориям механики 
непрерывной среды. 

В работах Михаила Алексеевича по механике замечательно то, что 
они не только освещают явления, но и дают основу для создания новых 
конструкций. 

Широкий творческий размах Михаила Алексеевича, его энтузиазм в 
науке, богатство новых идей — все это всегда привлекало к нему моло- 
дежь. Где бы ни работал Михаил Алексеевич — в Математическом инсти- 
туте им. В. А. Стеклова Академии Наук СССР, в Университете, в ЦАГИ, 
в Академии Наук Украинской ССР — всегда он был окружен учениками, 
которые продолжали его исследования, развивали его методы. 

Михаил Алексеевич создал крупные школы в области теории функ- 
ций и в области механики непрерывной среды. Ряд научных направле- 
ний, ведущих свое начало от работ Михаила Алексеевича, стоит в 
настоящее время в центре советской математики и механики. Среди 
учеников Михаила Алексеевича имеется немало крупных математиков и 
механиков. Можно смело сказать, что имевшее место в последние годы 
развитие прикладных направлений в советской математической науке во 
многом обязано Михаилу Алексеевичу, так как он сам дал ряд крупней- 
ших прикладных работ, и большое число советских механиков является 
его учениками. 

Научное влияние М. А. Лаврентьева распространяется не только на 
ученых, но и на большое число инженеров, работающих в разнообразных 
областях новой техники. 

Умение Михаила Алексеевича сплотить около себя научный коллек- 
тив объясняется не только его громадным научным авторитетом, но так- 
зке его личным обаянием всегда простого и приветливого человека. 

М. А. Лаврентьев находится в расцвете своих творческих сил. В 
настоящее время он взял на себя одну из самых трудных и ответствен- 
ных задач, возлагаемых страной на математическую науку, — создание 
новой вычислительной техники. 
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За свою плодотворную деятельность М. А. Лаврентьев награжден 
правительством орденом Отечественной войны второй степени и двумя: 
орденами Трудового Красного Знамени. Его работы два раза были 
удостоены Сталинской премии первой степени. 

Пожелаем Михаилу Алексеевичу успешно продолжать свою плодо- 
творную работу на пользу нашей родине. 


СНИСОЦ ТРУДОВ М. А. ЛАВРЕНТЬЕВА. 


1924 
1. Биг 1а тергезепбайопт 4ез 1опеопз шезигаез В раг 1ез з61ез (тапзИшез ае 
ро!упошез (Риз4. Май., 6. 5, 123—129). 
2. Биг 1а тесвегсве 4ез епзетез ПотшёотогрВез (Сотраез Веп4из, %. 178, 187— 
190). 
3. Сопот А Па Ш6оше 4ез епзетез Вотаботогриез. (Кипа. Меай., \. 6, 
149—160). 
1925 
4. Биг 1е5 5018 - с1а5зез Че 1а ЧазыЙсайоп 4е М. Ваше (Сотрёез Вепциз, №. 180, 
111—114). 
5. Биг ипе бапайоп 1И6тепмеЙе Ча ргепиег огаге (Май. Гейзсйг., В. 23, 197— 
209). 
1926 


6. Зиг ачеиаез ргоётез 4а са]си| 4ез уамаопз (Аппай 4 Маё., 17—10). 


1927 
. Заг 1а гергбзепаймоп сопГогше (Сотрёез Вепаиз, 6. 184, 1401—1409). 
8. Зиг ии ргоЫеёте 4е М. Р. Мом (Сотрёез Вепциз, 6. 184, 1634—1637). 


1928 
9. биг ипе шебо4е оботейчачае @апз 1а гергбзепцаМоп сопГотше (Аш аеЁ Сопвг. 
Тиё. Ма(., 3, 214—241). 
10. Успехи теории функций действительного переменного в СССР [Матем. сб., 
т. 35, доп. вып., 21—42 (совместно с Д. Е. Менынцовым)]. 


= 


1929 
41. биг ив ргоеше 4е М. Р. Мова (Сотраез Вепаих, 6. 188, 689—691). 


12. Зит 1а согтезроп4апсе еше 1ез ГгопЫётез Чапз 1а тергбзепбамоп сопогше 
(Матем. сб., т. 36, 112—115). 


1930 
13. Зиг ии ргоёюе штита! 4апз 1а тергбзепаЙоп сопГогше (Сотрёез Веп4иб, 
$. 191, 827—829). 
14. Зиг Гех15епсе 4е 1э Чбубе-Пийе [ВиЙ. ае 1а 650с. Май. а4е Егапсе, %. 58, 
175—198 (совместно с П. Л. Бессоновым)]. 


1931 
45. Зиг 1а тергбзепбамот сопогте [Сотрёех Велаиз, 1. 191, 1426—1427 (совместно 
с В. М. Шепелевым)]. 
46. Зиг Гех1збепсе сз абмубе-Ймиез [Матем. сб., т. 38: 3 4, 51—58 (сов- 
местно с В. К. Гольцманом)]. 
1932 


17. О построении потока, обтекающего дугу заданной формы (Трубы ЦАГИ, 
вып. 118, 1—56). 
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Е Е 


18 


19. 


1933 


. Теория аналитических функций (обзор) (Сборник «Математика в СССР за 


15 лет», М., ГТТИ, 49—84). 
Вариационное исчисление (обзор) [Сборник «Математика в СССР за 15 леть, 
М., ГТТИ, 119—142 (совместно с Л. А. Люстерником)]. 


1934 


. Зиг деих диезЯопз ехбтбта]ез (Матем. сб., т. 41, 157—165). 
. Об одной экстремальной задаче в теории крыла аэроплана (Труды ЦАГИ, 


вып. 155, 38—40). 
К теории конформных отображений (Труды физ.-матем. ин-та им. 
В. А. Стеклова АН СССР, т. 5, 159—246). 

. Зиг 1а гергбзепбайоп соп{огше (Ученые зап. МГУ, Т. 2:2, 39—42). 


1935 


. Геометрические вопросы теории функций комплексного переменного (Труды 
мат. съезда, т. 1, 258 — 210). 
О некоторых свойствах однолистных функций (Доклады АН СССР, 
т. 1, 1—4). 


. К теории конформных отображений [Доклады АН СССР, т. 1, 95—81 


(совместно с М. В. Келдышем)]. 

Об абсолютных константах типа А. Блоха [Доклады АН СССР, т. 1, 
219 — 284 (совместно с А. Ф. Бермантом)]. 

Зиг ГепзешЫе 4ез уеитз 4’ипе !ойсйоп апа!уйаие [Матем. сб., т. 42, 
435 — 450 (совместно с А. Ф. Бермантом]]. 

Зиг ипе с]аззе 4е гергбзещайопз сопИпиез (Сотрёез Вепаиз, №. 200, 
1010 — 1013). 


. биг ппе с]аззе 4е гергёзецаИотз сопИпиез (Матем. сб., т. 42, 407 — 424). 
. К теории крыла аэроплана (Зап. О. Т. Г. ЦАГИ). 
. К теории бипланной коробки [Зап. О. Т. Г. ЦАГИ, № 45, 39—40 (совместно 


с В. М. Шепелевым и Я. И. Секерж-Зеньковичем)]. 


. К теории колеблющегося крыла [3Зап. О. Т.Г. ЦАГИ (совместно 5 


М. В. Келдышем).] 


. К теории бипланной коробки крыльев [Труды ЦАГИ, вып. 153, 14—38 


(совместно с В. М. Шепелевым и Я. И. Секерж-Зеньковичем)]. 


. Общая теория жесткого удара о воду [Труды ЦАГИ, вып. 152, 5— 12 


(совместно с М. В. Келдышем)]. 


. Основы вариационного исчисления, ч. 1 [М.—Л., ОНТИ (совместно с 


Л. А. Люстерником]]. 


. Основы вариационного исчисления, ч. И [М.—Л., ОНТИ (совместно с 


Л. А. Люстерником)]. 


1936 


. С константах А. Блоха [Труды 2-го Всесоюзн. матем. съегда, т. 2, 


172 — 178 (совместно с А. Ф. Бермантом)]. 


. О непрерывности однолистных функций в замкнутых областях (Доклады 


АН СССР, т.4, 207 — 240). 


.- О семействах однолистных функций (Труды 2-го Всесоюзн. мат. съезда, 


т. 2, 170 — 172). 


. О некоторых граничных задачах в теории однолистных функций (Матем. сб., 


т. 1 (43), 815—846). 
‚ Биг 1е5 ГопсЙопз 4’ипе уачаЫе сошр]ехе гергбзенаез раг 4ез з6\ез 4е ро]упошез 
(Асфиайи6$ зсетё. её таизичеЦе, %. 441, 41—62). 


. Бит 1ез заЦез 4е роупошез Вагтопиаез [Сотрёез Вепаиз, т. 202, 1149—1157 
(совместно с М. В. Келдышем)]. 
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44. 


59. 


60. 


$5. 


66. 


1987 


биг 1е5з заЦез сопуегрепиез 4е ро|упошез Пагтотачез [Труды Тбилисск 
матем. ин-та АН Груз. ССР, т. 1, 165—184 (совместно с М. В. Келдышем]]. 


. О движении крыла под поверхностью тяжелой жидкости [Труды конференции 


по теории волнового сопротивления; изд. ЦАГИ, 31—64 (совместно с М.В. Кел- 
дышем)]. 


. О единственности задачи Неймана [Доклады АН СССР, т. 16, 151—152 


(совместно с М. В. Келдышем)]. 


. О некоторых свойствах однолистных функций [Матем. сб., т. 2 (44), 319—326 


(совместно с В. М. Шепелевым])]. 


. Биг ]а гергбзецайоп сошогше 4ез аоташтез ИшИ6з раг 4ез сомтЬез тезиНаЫез 


[Апп. баепа. ае ГЕсйе М№Мотт,. %. ШУ, 1—38 (совместно с М. В. Келдышем)]. 


. Зиг ]е ргоёше ае ПОиеШе [Сотрёез Вепаиз, \. 204, 1788—1790 (совместно 


с М. В. Келдышем)]. 


. Об устойчивости решений задачи Дирихле [Известия Ак. Наук СССР, 


сер. матем., т. 1, 551—595 (совместно с М. В. Келдышем)]. 


1988 


. К теории струй (Доклады АН СССР, т. 18, 225—226.) 
. О некоторых свойствах струйных течений (Доклады АН СССР, т. 20, 


235—238). 


. К теории струйных течений (Доклады АН СССР, т. 20, 239—240). 
. Об одном дифференциальном признаке гомеоморфных отображений трехмер- 


ных областей (Доклады АН СССР, т. 20, 241—242). 


. Об одном классе‘ квази-конформных отображений и теории газовых струй 


(Доклады АН СССР, т. 20, 343—346). 


. О некоторых граничных свойствах однолистных функций с приложениями 


к теории струй (Матем. сб., т. 4 (46), 391—458). 


. Общий очерк развития теории функций комплексного переменного в СССР за 


время 1917—1927 [Матем. сб., т.35, доп. вып., 5—20 (совместно с И. И. Прива- 
ловым)]. 


.К теории колеблющегося крыла [Техн. зап. ЦАГИ, №45 (совместно с 


М. В. Келдышем)]. 
Курс вариационного исчисления [М.—Л., ГОНТИ, 1—192 (совместно с 
Л. А. Люстерником]]. 


1989 


Об одной оценке для функции Грина [Доклады АН СССР, т. 24, 102—103 
(совместно с М. В. Келдышем)]. 


. Об одной задаче Карлемана [Доклады АН СССР, т. 23, 146—748 (совместно 


с М. В. Келдышем)]. 
1940 


. Квази-конформные отображения (Сталинский сб. АН УССР, 429—438). 
. О движении грунтовых вод в слоистом грунте [Доклады АН УССР (совместно 


с Погребисским)]. 


. Об одной теореме Островского [Сообщ. Груз. фил. АН СССР, т.1, 174-174 


(совместно с Д. А. Квеселава)]. 


1941 


Оценка для относительной гармонической меры. Прил. к кн. Р. Неванлинна 
«Однозначные аналитические функции» [М., ГТТИ, 365—379 (совместно 
М. В. Келдышем)]. 


1942 


О некоторых приближенных формулах в задаче Дирихле (Доклады АН 
УССР, № 1—2, 1—6). 


76. 


Ч. 


78. 


© 
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1948 


. К теории длинных волн (Доклады АН СССР, т. 441. № 1, 215—217). 
. Геометрический метод в теории волн и удлиненная волна (Труды ин-та 


математики АН УССР). 


1946 


. Конформные отображения с приложениями к некоторым вопросам механики 


(М.—Л., ГТТИ, 1—159). 
Общая проблема квази-конформных отображений плоских областей 
(Доклады АН СССР, т. 3, 83—10). 


. Квази-конформные отображения и их производные системы (Докладй АН 


СССР, т. 52, 281—290). 


. К теории длинных волн (Доклады АН УССР, № 8, 13—69). 


1947 


. Общая задача теории квази-конформных отображений плоских областей 


(Матем. сб., т. 24 (63):2, 285—820). 


. Теория квазиконформных отображений (Юбилейный с0., посв. 30-летию 


Великой Октябрьск. социал. рев., ч. 1, М.—Л., 96—113). 


. Про один клас кваз1 конформних в1дображень (36рн. прачь Гн-ту мат. 


АН УССР, №9, 17—54). 


1948 


Пути развития советской математики (Известия Ак. Наук СССР, сер. матем., 
т. 12, 411—416). 


Основная теорема теории квази-конформных отображений плоских областей 
(Известия Ак. Наук СССР, сер. матем.. т. 12, 513—554). 
1949 


Динамические формы потери\ устойчивости упругих систем [Доклады АН 
СССР, т. 64, 779—782 (совместно с А. Ю. Ишлинским)]. 


1950 


К проблеме уравнений смешанного типа [Доклады АН СССР, т. 10, 373—376 
(совместно с А. В. Бицадзе)]. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
15 (1951), 9—16 


А. 0. ГЕЛЬФОНД 


0 КВАЗИ-ПОЛИНОМАХ, НАИМЕНЕЕ ОТКЛОНЯЮЩИХСЯ 
ОТ НУЛЯ НА ОТРЕЗКЕ [0,1] 


В настоящей заметке даны нижние и верхние границы отклонения 
квази-полинома, наименее отклоняющегося от нуля. 


Пусть задана последовательность действительных чисел 


о) 


Рассмотрим полином 
ъ 
Уч”, ав = 1. 
0 


Задача построения полинома этого вида, наименее отклоняющегося 
от нуля на отрезке [0, 1], весьма трудна при произвольных оу, ©, ..., би. 
При =, К =0,..., п, эта задача до конца была решена еще 
П. Л. Чебышевым, которым и был установлен вид соответствующего 
полинома. 

Целью настоящей заметки является получение нижней и верхней 
границ максимума модуля полинома, наименее уклоняющегося от нуля 
при произвольных 9%, %.,..., о. Существование и единственность такого 
полинома давно установлены (см. монографию С. Н. Бернштейна: «Экстре- 
мальные свойства полиномов», М.—Л., 1937). Возможность нахождения 
верхней и нижней границ для максимума модуля полинома, наименее укло- 
няющегося от нуля на отрезке [0, 1], опирается на то обстоятельство, что 
задача построения полинома такого вида, инхеграл от квадрата которого 
достигает минимума, при одном линейном условии, наложенном на его 
коэффициенты, может быть полностью решена. 

Введем следующие обозначения. Пусть Ти 


5 (2) Е: р ха", @пв —= т, 
0 
удовлетворяет условию 
1 
1 СЁ ? 4х т 2 42 ыы 
иша (У Сы ) Омь С, =1. (1) 
о . 
Пусть также Т (2) будет полином, 


п 
Т (+) == я А-В, Ал == в 
к—=0 
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максимум модуля которого М на отрезке [0,1] будет минимален. Поло- 
жим 


в - 2-=), о9®=Пе+ж+1-9, 
#—=0 0 


Фф (=) = Е’ (а, %“. 
в=0 
ЛЕММА 1. Если 6 (5) удовлетворяет условию (1), то 


“и, О (*,) ТА 
5 (1) = (2. +1 а. о Зе о, ра, +1 — = У 


== +19 зе > (3) 
и 
ЕЙ (4) 
0 
Доказательство. Найдем те значения ак, А =0,1,..., вп— 1, 


при которых достигает своего минимума интеграл 


1 п 

але Храни те. 6) 
д х 

0 ®=0 


Дифференцируя по а», мы получим п уравнений для определения п 
чисел ау, а1,...,@я—: 
п а, 


ат 


8— 


О а О а (6) 


Для решения этой системы рассмотрим соотношение 
п 


ы _ Р (=) 
==, 1.  0(т)’ 


8=0 


Р (к) =0, &=0,....п—4. (1) 


Так как степень Р (2) не может быть больше п, то из условий (7) сле- 
дует, что 


Р (т) = =—=В (а), 


где число С может быть найдено из соотношения 


п 
В (т) 
ока" И 
> те ме ОР (9) 
если обе его части умножить на + -|- «„ + 1 —т и положить х = — а„—1 т. 


Мы получим тогда, что 


@ (*„) 


Соб ча-и № (9) 
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Отсюда следует, что 


а, 8 (<, ) В (2) 
Е я О 0: 


(10) 


Из этого тождества мы уже можем полностью определить все а‹, умно- 

жая обе его части на хто, +-1—т и полагая х= —а,—1 4 т. Мы 

получим тогда, что 

А’ (х 

ое В НЫ 
О, ны) К (<) 


ОО 9. 


(11) 


Отсюда непосредственно следует, что 


[#4 


5 (2) = ро 1 9 т си) 


Далее, в силу условий (6), будем иметь, что 


1 1 п 

ах [ @ы _ а» 
оо (13) 
; Е 


0 


Отсюда следует, благодаря соотношению (10), что 


. (< 
а 1 [о | ео 
0 


С помощью этого последнего соотношения уже может быть найдена ниж- 
няя граница для М». Действительно, пусть 


Т (2) = 1” ааа... ах“ аох* 


будет полином с наименьшим максимумом модуля М„ на отрезке [0,1]. 
Тогда мы будем иметь очевидные неравенства 


1 1 
т: (5) 
0 


0 


откуда и следует, с помощью неравенств (14), что 


в —1 
П (“„ — а) 


МЕ ^^ Уж-Е 1=1—т>0, (16) 


в 


Поти а 


®—=0 


где #>0 произвольно. Это число & следует выбрать в зависимости от 
а, ,..., Я, наилучшим образом. Для того чтобы правая часть нера- 
венства (16) достигала своего максимума, необходимо, очевидно, взять 
2 равным корню уравнения 
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аи 1 е 1 
ПЕ | о, а, +2’ #0 (17) 
&—0 
В частности, при =“, 0% и<\1, при больших п можно взять 
р 


ПИ 
1-Е = 


# (и 1 где 26 \ 


0 
Найдем для этого случая нижнюю грань М, ограничиваясь только 


главным членом в показателе. При помощи простых подсчетов мы полу- 
чим неравенство 


й 
шМ > вт, 


0 


+= а о(п). (18) 
х 


Перейдем к нахождению верхней границы для М. Оценим свер- 
ху |5 (2)| на отрезке [0,1]. Пусть 1х0. Рассмотрим интеграл 


ыы 0 (9) Пе О (ев) = 
я _. [ен Е ТЕ 


1 1 
где С есть окружность | ат в =- +1, 1=0. Выбирая се, 


1 -- бо = - 
—5^_>=>щ, сдвигая путь интегрирования направо и заменяя окруж- 
ность С прямой А2 =, мы получаем из соотношения (19), что 


1 

“,— к м 9 (%) и ие 
\ ф (22) и, СЕ [С Е ДЕР =) В’ (о) ВЕ 
0 


=- 105 


. а }. 
тт \ и 43 Е Ев 43, (20) 


=—100 


откуда непосредственно следует, что при 5 == {И 


4 
ие 
0 
ее 
а \ 45 [тете | |9 (21) 


9 (Е-й) и 
ЕЕ, те Уетиы < 


АА (Е-на, 1—4} }{ * Й 
<“ ы- | Хоа р 


й—0 


так как 2 (1? - а*) > (Е а)? при #>0 иа>0. 
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Пусть число у определяется неравенствами &, — > а, — 21) 
>а, 1 —9в.. Положим 


„= У. (23) 


Мы получим тогда очевидные неравенства: 


1 Г (ЕР а, +1 — <}? а" 2 Е 1-5 
Ра, =) =] 


Е 


—@ Л о = 2-е е(-Е=) (@=1- т , (24) 


тде С, —постоянная, Су = С) (в, т, п, 0). 
Кроме этих неравенств, мы можем непосредственно получить оценку 
интеграла 


55 п 
— И ГА ы =— а - 1 ь ы: 
У ео о АННЕ 
| о РН она, аи +40 — 2 Рае г (1 а 
я Г 
= [2 Ш —— + лШшж|, (25) 
а, ео. 


где С, — постоянная, не зависящая от в, %, т, п, так как при а>0 


иб> 5 >0 


тах [-— и о Е, (26) 


0<х<а 


алее, аналогично перавенству (24), мы будем иметь неравенство 
› р у , у 


п—1 


@ (а) и 5 П п 
(аа 61 т) (8) ^ РЕ ( бе 26 г 
== 
Ех и, - —4\ а 
=. ты ео) (26-1) А ——_ г +=) (2=-Н1—*) : (27) 
й п 


Из неравенства (22) при помощи неравенств (22), (24), (25) и (27) мы 
непосредственно получаем неравенство 


1 
\ фра 
9 


2—1) 
о" аи (= — 9%) 


[ 2 + Ш Ри Шая "| 05] 


== шах, ©] == СИ, =, п, т), 
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а —0 1 
гдеС. — постоянная. Отсюда, полагая = = ®, + 5, (8 тах [ - 5 с: | 
мы получаем, что 


1 


\ ф (26) Е" "а 


0 


НЙ | (ЕР “) ый 


= 


бп 5 ш = 
где С. — постоянная, не зависящая от п, 9%, 5, т. 

Это неравенство позволяет оценить |5 (2)| при 1, не слишком близ- 
ких к единице. Именно, воспользовавшись представлением (3) и нера- 
венслвом (29), мы получим неравенство 


[5 (2) |< х 
к Ч--е-0еи В (@в) 
< 2. И: ен т. Ее оу, 
(30) 


где =1—т>0и 05 ==— < шах [1 ] — любые числа. 
- Для того чтобы оценить |5 (2)| при х, близких к единице, мы про- 
ведем дополнительное исследование функции $(2) [см. определение (2)].. 
Положим 
1 


Р (1) =^[© (2) — В (+)]) = Е (31) 
а 


где О (5х) и А (1) определяются формулами (2). 
Тогда мы будем иметь, что 


Р (2) =" + [+ (®-+1) и: Е +(У=) Иа 
0 \ о 


=" Вы" "+В (32) 
и 
Р (а) 
ое) =» #=01,...,п. (33) 
Определим числа а, а,,..., а, из соотношения 
й а 
о. 
зат = 06) | 0) | - = 
Умножая левые и правые части последнего соотношения на 5 +. +1 — т 
и полагая после этого 5 = —а.—1 т, мы получим, что 
о. (35) 


В’ (а;) ь } 
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Умножая обе части соотношения (34) на О(2) и подсчитывая коэф- 
фициент при 2" в левой части этого равенства, мы непосредственно 
получаем соотношение 


в 
У а = (36) 
0 

Вспоминая определение функции ф(5) [соотношения (2)], получаем: 


№ (2) = У ах" : (37) 
о 


Пользуясь последним соотношением и соотношениями (34) и (33), 
находим, что 


1 
4т ь _ 4 ч Р(@,) т 

ме Хм Ур УчоотАУи=» 89 
0 &=0 #0 &—=0 К=0 


откуда и следует, что 


1 п 
а 

Де =2 Уж +9 (1. (39) 

. в=0 
Далее, мы будем иметь неравенства 
( а 

: 

К 
0 


Е) д! 


< 


\ Ф ("а 
0 


1 


: [2 НЫЕ 
«ети й Кио < 2 № у р (40) 


0 0 0 


откуда, в силу соотношения (39), следует, что 


1— 


р И) зь-+енив 9. (41) 
0 


1 
\ ф (26) г" "4 
0 


Это последнее неравенство и представление (3) дают неравенство для 


© (2): и 
к В’ (а 
о ИВ о" (42) 
0 ® 


при любом {=1—т_)>0. Правая часть неравенства (30) монотонно 
растет вместе с ростом х на [0, 1], а правая часть неравенства (42) 
монотонно убывает вместе с ростом 2. 

Отсюда следует наша основная 

ТЕОРЕМА. Если М» есть максимум модуля полинома 


в 
Т (2) = Уаз", а, =1, 
о 
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наименее отклоняющегося от нуля на [0, 1], то 


п—1 
| („— а) 
М. > НИ нь (43) 
Пера чо) 
0 
при любом и >0и ие 
И = а) 
Ма ша рф — о, (44) 
0<х<1 
Це, В %, +1) 
0 
гбе 
А; = р (2-2) И? У +Е(п + 1) (45) 
0 
и 
А; = С (1 -- —) (4+2) | Ре Зы 1 — пт и а й 
® 5 — 


(46) 


при любых ж.ё_>0, быв ОО а- шах [+ в] г о- 
стоянная Сз не зависит от т, 9, пи &. 

Рассмотрим опять частный случай. Пусть а. =й“, О<и<», 
Е =0, 1,.... Положим 


И 
(п — Ки) — \ тп ао (п) 
Е. (47) 


(в —- ки) 


1 
ах 


и дадим &, в неравенстве (43) значение {, = хп", где х \ Е „=1. Мы 
на 
получим при помощи простых подсчетов, что 
аа и—} 
М,_>[У 2х - о (1)] п с. (48) 


Полагая в соотношениях (44), (45) и (46) ===, 


А - 
1 — =п!—*, мы получим, так как «, =0, что 
Е ] 


З 
Моб, у> тах (1, =; и + 5) ; 
где С, не зависит от п. 
Неравенство (43) в смысле порядка роста точно для случая и, =н. 
Неравенство (44), и дает М, с точностью до множителя 
порядка роста п^, ^ «=. 


Поступило 
14. Х. 1950 
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НОРМАЛЬНЫЕ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 
К ОЦЕНКЕ СУММ ДРОБЗНЫХ ДОЛЕЙ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе изучается структура нормальных периодических систем, 
приводится общий метод, позволяющий построить каждую такую систему, 


и находятся оценки для сумм дробных долей показательной функции 


©”. 


Глава 1. Системы о» (4) 

Первые два параграфа этой главы содержат определение, примеры 
и простейший метод построения нормальных периодических систем ри (4) 
(метод 4). 

В 53 показано, что не каждая из существующих систем р„ (4) может 
быть получена методом А:. 

В четвертом и пятом параграфах выясняется строение систем р» (а) 
и дается общий метод (метод А,), позволяющий построить каждую нор- 
мальную периодическую систему. 

$ 1. Пусть п и 9 — целые числа, причем 92.2. Составим п-значные 


разложения чисел 0,1,2,..., 4"—1 в системе счисления с основанием 4. 
ба А О оба лы Пе 
г 0 Обищл 4 | 
90, о 9-1 | р 
[ (1) 


94° —1= 9—19—1...9—19-—1 ) 
Разложения (1) будем называть п-значными числами. 
Существует восемь различных трехзначных чисел в системе счисле- 
ния с основанием 2: 
000 00, 010: 1014. 100, НОТ О 1. (1)' 
Рассмотрим последовательность, состоящую из следующих десяти 
знаков: 
1000101110. 
Совокупность трехзначных чисел, которые можно получить из сосед- 
них знаков этой последовательности, 


#00, 000 „004, .040„401, 044414, 140, 


2 ‘Известия АН, серия математическая, № 1 
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очевидно совпадает с совокупностью всех возможных трехзначных чи- 
сел (1). 

Легко проверить, что в системе счисления с основанием 4 двузнач- 
ные числа, получающиеся при рассмотрении всех пар соседних знаков 
семнадцатизначной последовательности 


22330010203112132, (3} 
совпадают с совокупностью всех возможных двузначных чисел: 
00, 01, 02,0340, 14,12, 13, 20 2... 


Нормальной периодической системой или системой р» (4) назовем по- 
следовательность из # знаков 


РЕ (4) 


(: = 4" +п— 1; 8, — целые из интервала 0<%5,<49— 1), обладающую 
тем свойством, что совокупность п-значных чисел 


бк +. Окт (&=0,14,...,9"—1), 


получающихся из соседних знаков последовательности (4), совпадает с 
совокупностью всех возможных п-значных чисел (1) в системе счисления 
с основанием 4. 

Последовательности (2) и (3), очевидно, представляют собой примеры 
систем р. (2) и р, (4). 

Существование нормальных периодических систем для любого п былс 
доказано Гудом (6). Гуду принадлежит также пример системы о, (2). 

Примеры систем р„ (4) при малых значениях п и 4 (п< 5, а=2) 
строятся легко. Нахождение систем р, (2) несколько труднее. Без зна- 
ния общего метода построения систем р» (4) найти примеры ©» (4) для 
п>5 весьма трудно уже при п=б и а=2. Такой метод, дающий вме- 
сте с тем доказательство существования систем о» (4), отличное от дока- 
зательства Гуда, был получен в моей работе (3). Для случая двоичной 
системы счисления этот метод состоит в следующем: 

Метод А (для (=2). Первые п знаков выбираем равными единице. 
Далее приписываем справа ноль до тех пор, пока получающиеся при этом 
новые п-значные числа встречаются впервые. Единицу приписываем лишь 
в том случае, когда приписывание нуля приводит к уже вст речавшемуся 
п-вначному числу. Приписывание заканчиваем, когда любой новый знак 
приводит к п-значному числу, которое уже встречалось. 

Таким образом, построение р» (2) методом А представляет собой рекур- 
рентный процесс, позволяющий по уже выбранным А + п —1 знакам 


быль ие И (5) 
выбирать следующий знак Зав 
0, если би ах були 0 = $41 аа був (у — 0, 1 ет &—1), 


били = 
1 в противном случае. 


Доказательство того, что невозможность дальнейшего приписывания 
знаков в последовательности (5) наступает лишь когда выписанные зна- 
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ки образуют систему р»„ (2), было проведено в (3). Здесь мы получим это 
доказательство как следствие из более общего метода построения систем 
2=(4) —метода А/. 
С помощью метода А без труда строятся системы о, (2), р (2) ит. д. 
65 (2) = 111110000010001100104001110104404 441, 
9 (2) = 14111100000010000110001010001110010 
0101100110100111101010110111044444, 
оз (2) = 111141100000001000004100004010000 
1110001001000104100011040001444004 
00110010101001011400410110041410400 
141110101011010111101101110111111. 


$2. Метод 4,. Выберем первые п знаков 65,,...,6п произвольно. 
Знаки 6,41, д и т. д. будем приписывать по следующему общему п ра- 
вилу: пусть уже выписан Е + п—1 знак 


К Е (6) 


Рассмотрим п — 1-значное число бьу1... дии1, стоящее на конце по- 
следовательности (6). Пусть последние р. знаков этого числа (0 < и <п—1) 
об разуют наибольшую группу, совпадающую с группой начальных 
знаков 8,5....8,. Выберем теперь знак дк» или любым, отличным от 
11, но так, чтобы получающееся при этом новое п-значное число 
би... дип 1 бат Ме совпадало ни с одним из уже выписанных в (6) 
п-вначных чисел б,44...бур (у=0,1,....Ё —1), или равным бул, 
если приписывание любого знака, отличного от 6,41, приводит к уже 
вст речавшемуся в (6) п-значному числу. Процесс приписывания прекра- 
щаем, когда приписывание любого знака приводит к уже вст речавшемуся 
п-вначному числу. 

Пусть невозможность дальнейшего приписывания знаков в последо- 
вательности (6) наступила при Ё =т (т> 1). Очевидно, что все п-знач- 
ные числа, которые встретятся в получившейся при этом последователь- 
ности 

О оби ооо е. бе (7) 
будут различны. Однако остается неясным, не могло ли приписывание 
новых знаков закончиться раньше, чем в (7) будет выписано каждое из 
существующих п-значных чисел. 

Таким образом, чтобы доказать ОЕ последовательности (7), 
построенной методом /А:, с некоторой системой р» (4), достаточно про- 
верить, что среди п-значных чисел 

ие аи (= 0,0, (8) 


содержащихся в последовательности (7), встретится каждое из сущест- 
вующих п-значных чисел (1). 

Обозначим через В и Ву, В,,...,Ви_—1 величины, каждая из которых, 
независимо от остальных, может принимать ' любое из 4 значений 
0,4,...,9—1. Покажем сперва, что в последовательности (7) встретится 
любое число вида 

ВА В, ба ор оа а Вы = Ония, —1). (9) 
2* 
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Действительно, и — 1-значное число 65:41...дт4и-1, Которым закан- 
чивается последовательность (7), встречается в ней с любым знаком 
справа (иначе процесс приписывания не был бы прекращен), следова- 
тельно, это число встречается в (7) ровно 9 1 раз. При этом каждый 
раз к нему слева должны примыкать различные знаки, что возможно 
лишь в том случае, если один раз это число встретится в нашале после- 
довательности (7), т. е. если 


Зеро обе азевеврозеовый (10) 


Итак, в (7) встречается любое число вида Вии 6-41... би И, В СИ- 
лу (10), любое число вида Вы 151... дии (Вин =0,1,...,9— 1). 

Разобьем теперь все и-значные числа на классы В» (у=0,1,...,п), 
относя к классу Ву все числа, у которых наибольшая группа последних 
знаков, совпадающих со знаками 6, 5...., состоит из у знаков. Числа 
класса А’ будем записывать в виде 8,...Ви181...д». (Заметим, что не 
обязательно всякое число вида В,...Ви_10;:...д, принадлежит классу 
А} — оно может принадлежать к классу А», где у, > у.) 

Класс Ап состоит, очевидно, из единственного числа $, 55... 6би_1 ди; 
с этого числа начинается последовательность (7). Как было показано 
выше, все числа вида В„_16:...д,_1 также содержатся в (7). Таким об- 
разом, доказано, что все числа классов Ав и В_1 встречаются в после- 
довательности (7). Применим индукцию. Допустим, что в (7) содержатся 
все числа класса Ви_, (5>. 1). Покажем, что тогда в (7) содержатся также 


все числа класса Ап_(в44). 
Рассмотрим п — 1-значные числа 


и и 
Виз ... Вил 61 ... би), 
— 
принадлежащие классу А»_(‹11). Каждое такое число встретится среди 
п—1-значных чисел, с которых начинаются п-значные числа 
’ й 
ив ... Вы 5: ... би—(в44) бе 
п 
класса А„_,. По индукционному предположению, в последовательности (7) 
содержится любое п-значное число вида 
Виз ... Ви 5, ... би (841) би , 
а значит и всякое число вида 


р на (11) 


Согласно методу А., каждое из чисел (11) могло быть выписано в 


последовательности (7) лишь в том случае, когда в (7) уже встречалось 
любое число вида 


Виа. Виа... биеноВ (В, +). (12) 
Из (11) и (12) получаем, что каждое и — 1-значное число 
И и (13) 


п—1 
класса А» ‹з11) встречается в (7) равно 4 раз. Ни одно из этих чисел 
не стоит в начале последовательности (7) (так как в начале (7) стоит 
число 5:...д, 1, принадлежащее классу А”, отличному от класса 
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п—1 
Н"—в+1) при $> 1). Но тогда‘ каждое п — 1-значное число (13) встретит- 
ся в последовательности (7) с любым знаком слева и, следовательно, в 
(7) содержатся все п-значные числа вида 


Ви (в+1) Ви... Вид: ... би (8+1), 


а вместе с тем и все числа класса А»_(.+4). 

Итак, последовательность (7) содержит все классы Ау = п, п—1,...,1,0 
(а значит и все п-значные числа) и, таким образом, представляет собой 
некоторую систему ри (4). 

Отсюда непосредственно следует, что и метод А, указанный выше 
для случая 4 =2, приводит к построению систем р» (2), так как он яв- 
ляется частным случаем метода 4:. (Легко проверить, что метод А для 
4=2 получается из метода 4, при 5, 5..... д.48, =41... 14.) 

$ 3. Покажем, что не всякая система р„(4) может быть получена 
методом А,. 

Прежде всего заметим, что для каждой системы! р» (4) 


м о (14) 
справедливо равенство 
рено ео (10) 


доказанное ранее [см. (10)] для систем р, (4), полученных методом А,. Дей- 
ствительно, п — 1-значное число 8.41...0д-4и—1, стоящее на конце систе- 
мы (14), встречается в ней еще 4 раз (так как система (14), являясь 
системой р, (4), содержит каждое п-значное число вида 9:41... див, 
где В =0,1,...,9—1). Дальше доказательство совпадает с доказатель- 


ством (10). 
В соответствии с (10) будем в дальнейшем системы р,„(4) записывать 


в виде 
Ось 4 ИЛИ 5... о а ь- Об. оба, (© = 90°), (15) 
причем систему из первых 4” знаков 

О Е (15) 


будем называть системой р’ (4). Произведем в р, (4) произвольную цикли- 
ческую перестановку знаков: 


р ео (16) 


Припишем в (16) справа и — 1-значное число бь41...бифи-1; ТОГДа ПО- 
лучим последовательность 


Эка бирнолные 9-д1 оз бкдырео» оби (17) 
+ + 

Эта последовательность содержит все п-значные числа, встречающиеся 
в (15), и, следовательно, также представляет собой некоторую систе- 


му р, (9). 
Две системы ©, (4) будем называть существенно различными, если 


соответствующие им системы р, (4) никакой циклической перестановкой 
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нельзя перевести друг в друга. Системы считаем просто различными, 
если не все их знаки соответственно совпадают. Так, например, сущест- 
вует всего 4 различных системы р» (2): 


1100:4, 1001:1, 0011,0, 011010. 
Среди этих систем нет существенно различных. Системы рз (2) 


01000114 04 и 11100040! 44 


не только различны, но и существенно различны; системы (15) и (17) 
не будут существенно различны. 

‚Как показано в (8), число существенно различных систем р, (2) для 
всякого п равно 2”, где г = 2” —ип. Обозначим через Т„ число су- 
щественно различных систем р, (2), которые могут быть получены мето- 
дом 4:. Так как в методе А, при 9 =2 все знаки, начиная с би, 
‚определяются единственным образом, то число различных систем р, (2), 
получаемых методом 4,, равно числу различных п-значных чисел 
5,...6, т. е. равно 2”. Некоторые из этих 2” систем могут не быть 
‹ущественно различными, так что 


пе. 
Но при п>4 
о а 
и, следовательно, 


Га 5 


Таким образом, для п_>5 методом А, нельзя получить все системы 
р, (4). (Уже при п =5 из 2048 существующих существенно различных 
систем р5(2) при помощи метода А, можно получить не больше 
32 систем.) 

$ 4. Возникает вопрос о методе, который позволил бы построить 
любую из существующих систем рф, (4). 

Изложению такого метода предпошлем несколько вспомогательных 
предложений. Рассмотрим систему р, (9): 


51 ... и ... 6-61 ... Е (< — 4%). (18) 


Пусть бь1дио . .. дип_1 — произвольное п — 1-значное число, отличное 
от 5,...6и 1. Это число встречается в системе (18) ровно 4 раз. Каждый 
раз знаком, примыкающим к нему справа, число 6...дп_— Допол- 
няется до некоторого п-значного числа. Пусть дк... дп—1 бкп — послед- 
нее (считая слева направо) из этих п-значных чисел. Назовем получен- 
ную таким образом совокупность из $ = 4"! —1 п-значных чисел 


еб ПП р (19) 
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системой, соответствующей данному р, (4). Назовем, далее, особой систе- 
мой всякую совокупность п-значных чисел 


611812... дт—101т 


ЕО ети) (20) 
6:1 082 ... би —1дтз 

{5:, — целые из интервала 0 < 5» <9— 1), для которой выполняются 

условия: 

(а) все п — 1-значные числа бы... бт (Ё=1, 2,..., 4" 1 — 1) раз- 
личны, причем ни одно из них не равно 812...9п (таким образом, среди 
чисел б1...дкп-1 встречаются все возможные п — 1-значные числа за 
исключением числа $512... 61); 

(Ъ) возможно такое расположение строк (20), что (если считать его 
выполненным) для К>.2 всякое п — 1-значное число д...дкп равно или 


дному из чисел би... бт (у=1,2,...,& — 1), или числу 612... да. 
Так, например, системам рз (2) и р, (4) 


1000101110 и 2233001020341 2132 


будут соответствовать системы 


110 32 
НОТ. (21) 
004 43 | 


Системы (21) являются, очевидно, особыми. 

ЛЕММА 1. Всякая система (19), соответствующая р„(4), является 
особой системой. 

Согласно определению (19), среди чисел 6ь1...б»„—щ встречаются все 
п — 1-значные числа, отличные от 5,...6„_. Таким образом, для про- 
верки свойства (а) надо лишь показать, что в (19) содержится хотя бы 
одно число вида В6,... ди. 

Рассмотрим сначала системы ©, (4), для которых 


Ми: ЗЕ О ноый 


Число 5.5,...6и_206,_, являясь последним из чисел системы (18), 
имеющих вид 5.6,...0ди_26, встретится среди чисел системы (19). 
Для систем р, (4), в которых 


6-61 ... би—2 5— 6192 ео ее 
выполняются соотношения 


5: => 81 РА би; 8—4 Е б., 
ны 
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Число 5._151...би_26,_, равное числу 8.1861 ... 6,2, будет послед- 
ним из чисел вида 5._151...5»_2 В, встречающихся в (18). Таким обра- 
зом, в (19) всегда содержится число В8; ... би 


р При д: == 0 = | 


5. в остальных случаях 


и, следовательно, для систем, соответствующих р, (4), свойство (а) вы- 
полняется. 
Допустим теперь, что некоторому р, (4) 


Заре 


соответствует система, не являющаяся особой из-за невыполнения 
свойства (Ъ). Запишем эту систему в виде 


511 612... ди бт | 

ОИ 92. - Ом ди 

. . . . . . . [ (512 э * п = 51 > 23 би—4; (22) 
54.194:2 - - -быи бт $ = 9" — 1). 


ба бз2 РАО баи—1 зи 


Пусть :— 1 — наибольший индекс при различных расположениях 
строк (22), для которого сохраняется свойство (Б) (# > 2). 

Рассмотрим п — 1-значное число 5;2...дш. Шо определению (19), 
числа 


91 ... М бл зе Я (А == т Ре 971 = 1) (23) 


совпадают с совокупностью всех существующих п— 1-значных чисел. 
Таким образом, число 5;2...д; встречается среди чисел (23). Согласно 
определению индекса &, это число не может совпасть ни с одним из 
чисел 


91... 0л-4, бы... би  (=1, 20...91). 
Следовательно, найдется 1, >11 такое, что 
9:2 ... т == 5:1 о би (2. > ). 


Аналогично, для п — 1-значного числа %;2...8+п, используя неравенство 
и > р, получим 


бо. бди = бана, бо (>98. 
Продолжая этот процесс, придем в итоге к равенствам: 

бои, == ОА ее бу > 

Эбби УЗЫ (>) 


$ Ви Та в . . в . * * . . 


ва, 42 ет 9 т ке 5 к 94 п— (1, > г) 


(24) 


. хх ом аъ ох ох ом и . . . 
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Очевидно, наступит момент, когда очередное п— 1-значное число’ 
9,2. с 5 т совпадет с одним из чисел 


1. .. бат (м == 0, 4 ров о лиАЯ = ВЕ 
Пусть такое совпадение наступило для у = р: 
64,2 соя бт — 9 .ь. брт (0 — р< 7). 
Положим 8; =^, и рассмотрим последовательность 
АрАр-ы ню а №1 =. Аи. (25}, 
В силу (24) получим 
АрАр- ее Ари = НИЙ ... 9 ри = 941042 а бт. 
Аналогично, 


Ар Аю--2 За76 Ар-ь =— И 9% 112 нь брт р 


Л» А а Ат — ба 94,2 а бп. 
Таким образом, п-значные числа 
ИЕ (р; Р-Р), 


содержащиеся в последовательности (25), принадлежат системе (22); все 
п — 1-значные числа 


Жо о рен 


встречаются среди чисел (24) и, следовательно, отличны от 6... 0и_4- 
Наконец, 


1 ... Аи = 54,2 ь бт — би ... бт Е Ло ... Ари, 


так что 
Л, 4 бе Аи ==; Ль св Ар-+и—2. (26) 


Пусть р<г. Легко показать, что каждое п-значное число ^,... Ли 
(у=р,...,г—1) встретится в р, (4) левее числа ^,44... №4». 

Действительно, согласно определению (22), число м... и Ат 
является в р,(4) последним из пП-значных чисел, начинающихся с 
№-4...Ли. Таким образом, Л, Ли... М№4и— Могло бы встретиться. 
правее числа /,11... Л, +и_1 Ли Лишь в случае, если бы оно стоялс 
на конце р» (4), что невозможно, так как Л»... Луи = 81... би. 

Отсюда следует, что при у< у, каждое п-значное число Х,... Л 
встретится в р,(4) раньше, чем любое из чисел №... Л, -4и—1. В част- 
ности, Лр...Лр|и_1 встретится левее числа ^,... Ли, что невозможно, 
так как, согласно (26), 


Л» А ... А--п—1 > Л» Л ... Арт 


Ль ... Лр-+-п—2 = 6, ... ОЕ 
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В случае р=г, пользуясь (26), получим 
Л, №1 ... №--п—1 —= Л, Л, ... А, 


что снова невозможно, так как система, соответствующая р», не может 
содержать чисел, состоящих из одинаковых знаков. 

Полученное противоречие доказывает лемму. 

ЛЕММА 2. Каждая из существующих особых систем может быть 
получена следующим методом: 

Метод В. В первсй строке выписываем любое п-значное число 
Зал 12...61 01, Не все знаки которого одинаковы. (Таким. образом, 
$1. - - 6111 = д12...01т.) Все остальные строки, начиная со второй, 
троим по следующему обиз?му правилу: пусть уже выписано & строк 
(>!) 

ово ИС 


би био диз... Оип—1 Ап. 


Рассмотрим п — 1-значные числа 
612 ..о б1п, бу ... бам (у — и 7 ...) А). (27) 


Назовем допустимыми числами те числа ра... рп из совокупности (27), 
для которых ил... ии =6:3...61,, ебли 6813...бт встречалось среди 
чисел 5,2... буи (У =1,2,...,Ё) меньше 4—1 раза, а также те, для 
которых м... Ип—2 = 613... д1т, ебли цы... Ип_2 встречалось среби чисел 
6,2... дти (=1,2,...,Ё) меньше 4 раз. 

Для построения Ё - 1-й строки выберем 8,442...бь-мп равным любому 
из допустимых чисел; знак 5,411 выберем так, чтобы число буи. . - бы т—1 
отличалось от любого из чисел (21). 

Таким образом, К-- 1-я строка построена. Построение методом В 
считаем законченным, когда построение очередной строки окажется 
невозможным. 


Докажем сперва, что метод В всегда приводит к некоторой особой 
®истеме. 

Действительно, процесс построения строк не может закончиться из-за 
невозможности выбрать $441: (это следует из выбора допустимых чисел). 
Таким образом, построение заканчивается из-за невозможности выбрать 
$1412... п, Т. ©. из-за того, что для некоторого А = $ группа допу- 
«©тимых чисел не будет содержать ни одного числа. 

Выпишем строки, которые удается построить методом В: 


91 бл еее 51 п—1 84 п | 
бар код со бюЕ нью | (28) 
Злая био. + - би в бы в 


О К ом 


бал 2 ... в п—1 бп } 


Так как каждое из чисел 6л412...дв41„ содержится среди чисел 
(27) (®=1,2,...,5—1), то можно утверждать, что для системы (28) 
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выполняется свойство (Б). Далее, из метода выбора знаков би. 1 1 следует, 
что все п — 1-значные числа 


ОИ все АЙ ] 
6:1 а 6: п—1 } 
‘различны и не равны 9;:,...61„. Таким образом, остается показать, 


что 5 = 4"_1 —1, т. е. что среди чисел (29) содержатся все п — 1-знач- 
ные числа, кроме 81. ... би и. 
Рассмотрим числа (27) для Ё=5: 


Е ее св (30) 


Число $5,2... д1п_1 встречается среди чисел 5,2... буп_1(у=1,2,..5) 
4—1 или 4 раз, смотря по тому, совпадает оно с числом 61. ... б1 п или 
нет (иначе группа допустимых чисел для К =5$ содержала бы число 
$12 -.. б4л и не была бы пустой). Но тогда среди чисел (30) встречается 
‚любое число вида 


Ро ее ба В =... 9—0. 
Допустим, что среди чисел (30) встречается любое число вида 
В; В ООО В, 512 ... 1 и (0< В; <9—1; = 2, оо 50) 


“Тогда число В; ... В151. ... 91 и_г 4 встречается среди чисел 8,2... дж 
(у =1,2... $) 9—1 или 4 раз, смотря по тому, совпадает оно с 813... д1п 
или нет. Следовательно, любое число вида 


В+. Ву... Ву 812... бам) 


‘также встречается среди чисел (30). 
Таким образом, индукцией получаем, что среди чисел (30) встречается 
каждое число вида В, В, 2... В, т. е. каждое п — 1-значное число. 
Следовательно, 


5-4 =08-\, 


и система (28) является особой. 
Покажем теперь, что методом В можно получить любую из суще- 
‚ствующих особых систем. Допустим, что особая система 


911 912 ..о м т а 

и брЕ: о 1 р и (31) 
И я 

бв1 6:2 ... ба п— 4 бвп ) 


не может быть получена методом В. 

Обозначим через { наибольшее число строк этой системы, построение 
которых методом В возможно. Так как первая строка системы (31) должна 
удовлетворить единственному требованию %,, ... бп Е д»... б1п — 
тому же, как и первая строка в методе В, то получим, что # > 1. 
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Рассмотрим (1 - 1)-ю строку системы (31). Число би... би, 
по свойству (а), отлично от чисел 


И (31) 


Следовательно, 7 — 2-значное число 94412... 9:41" встречается среди 
чисел $,2... бт (у=1,2...1) меньше чем 9—1 или чем 4 раз, 
в зависимости от выполнения или невыполнения равенства 


бу2 ср И —= б1з ... бу 


Так как, кроме того, из свойства (5) следует, что число 64412... бат 
совпадает с одним из чисел (31), то 5;412... дут является одним из 
допустимых чисел. Отсюда следует возможность построения методом В 
1-4 1-й строки системы (31), что противоречит выбору индекса 1. 

Итак, особая система (31) может быть построена методом В, и, таким 
образом, лемма 2 доказана полностью. 

$ 5. Перейдем к формулировке общего метода построения систем 
р» (9). 

Метод 4,. Первые п знаков 6,5,...0ди выписываем произвольно. 
Выбираем какую-нибудь особую систему с 91а... бт = бу... ди. 
Выписывание остальных знаков, начиная с п -- 1-го, производим по сле- 
дующему общему правилу: к уже выписанным п -- Е —1 знакам 


У ре ЕР (32) 


приписываем справа знак 94» так, чтобы получающееся при этом 
п-вначное число бу... брут бит встречалось в последовательно- 
сти (32) впервые и совпадало с одним из чисел выбранной особой систе- 
мы лишь в случае, если все остальные числа вида би... были В 
(В = 2+ „) в (32) уже встречались. Построение последовательности (32) 
заканчиваем, когда приписывание любого знака приводит к уже встре- 
чавшемуся п-значному числу. 

ТЕОРЕМА. Последовательности, построенные методом А, представ- 
ляют собой системы р» (4); каждая из существующих систем р» (9) 
моэжет быть получена методом А». 

Доказательство. Пусть приписывание знаков в последователь- 
ности (32) закончилось при А =т (т> 1): 


Е Е (33) 


Из выбора знаков ли (К =1,2,..., 1—1) следует, что все и-знач- 
ные числа, входящие в последовательность (33), различны. Таким обра- 
зом, (33) будет системой р» (4), если среди чисел 


Заря кз барк О 


встретится каждое существующее 7п-значное число. 
Дословным повторением ъассуждений, приведенных при рассмотрении 


метода А, (вывод равенства (10)), получим, что в последовательности: 
(33) встречаются все числа вида 


80, см, бкый и бои В (0<В<9— 1). 
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Выпишем особую систему, при помощи которой строилась последова- 
тельность (33): 


ой 


94 9,2... бую—1 дж (512 КИО ПЕНИЕ 


бе 632 ... ОИ Эт ] 8 = х = ой 


Из неравенства 81, ... ди =, ... ди_1 следует, что в (33) встречается 
каждое число вида 


и в оо (34) 


Применим индукцию. Допустим, что в последовательности (33) 
содержатся любые п-значные числа вида 


85,2 ... О И бу2 ..ь б.В (у=1, 2 ола р 0<В<а—1). 


В частности, (33) содержит тогда все числа 


У ый) 
и, следовательно, согласно методу А,, в (33) встретятся все числа вида 
6,1 ... И в. 
По свойству (5), число 81412... дип совпадает с одним из чисел 


и О Е 
так что вместе с 81. ... биВи д... ди. В последовательность (33) 
содержит, в частности, каждое число 


91412... би В  (В=0,1...9—1). 


Таким образом, п — 1-значное число 81412... би. встречается в (33) 
4 раз и, в силу этого *, (33) содержит все числа вида 


Рф 12... бат. 


Объединяя эти результаты, получим, что в последовательности (33) 
<одержатся все числа вида 


Вб,2 ... бт и бо... джВ (=1,2,..., 1; 0%8<9—1). 
Итак, индукцией доказано, что в (33) встречаются все числа вида 
5,2... д и дз... д. В (1<у<8; 0%<В<49—1 


и, в частности, все числа 


о 
Снова, в силу метода А, получим отсюда, что в (33) встречается 


любое число 
О о он 9] 


* > ао р р Р как ь кь 

Предполагаем 6412... 6-1. Е 612 вы и та как для случая 51-412. 0" 81.4 1п= 

=81›... 8\„ Утверждение, что числа 85,2... 0, 1и встречаются в последова- 
тельности (33), совпадает с уже доказанным в (54). 
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а эти числа, вместе с числами 5:,....61„ В, образуют совокупность- 
всех п-значных чисел, чем доказано совпадение последовательности (33) 
с некоторым ри (9). 

^ Согласно лемме 4, каждому р» (4) соответствует некоторая особая 
система. Очевидно, что построение р»„ (4) методом А, не накладывает наз 
выбор знаков 5» никаких ограничений, кроме тех, в силу которых участ- 
вующая в построении особая система становится системой, соответству- 
ющей полученному р» (4). Следовательно, метод А, позволяет получить- 
все системы р» (4), которым соответствует фиксированная особая система. 
Но любая особая система, согласно лемме 2, может быть построена ме- 
тодом В. Таким образом, методом А, можно получить любую из сущест- 
вующих систем ри (4). 

С помощью систем ри (4) в (3) было получено элементарное доказа- 
тельство равномерности распределения функций %“4* для специальным 
образом построенных иррациональностей «. Во второй главе настоящей 
работы системы р» (4) существенно используются при доказательстве 
теорем о суммах дробных долей функций '%4*. 


Глава П. 0 суммах дробных долей 


Для случая линейной функции ©х вопрос о суммах дробных долей 
подробно исследован в работах А. Я. Хинчина (!), Островского (5), 
Харди и Литтльвуда. ; 

Доказано, что при иррациональном « 


р 


Х {ив} ор), (4) 


51 


причем для всех иррациональных чисел х эту оценку нельзя улучшить. 
Далее известны иррациональные х, для которых 


1 
х {2} — © =О(шР), (2, 


и доказано, что дальнейшее улучшение этой оценки невозможно ни для 
какого с. 
Наконец, почти для всех х справедлива оценка 


Р 
х {02} — > =О(ШрР), (3) 


но при всяком => 0 
Р 
У {ив} — -^ =о(шР 
{их} — 5 =о(ш ). (4}: 
х=1 
В этой главе рассматриваются аналогичные вопросы для сумм дроб- 
ных долей показательной функции %4*, где 4 — целое (4 >. 2). При изу- 
чении сумм У! {хх}, очевидно, достаточно было ограничиться иррациональ- 
ными числами х из интервала (0,1); множество иррациональных чисел 
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совпадает с множеством чисел, для которых функция «х равномерно 
распределена. 

Естественно и в случае сумм У {4*} рассматривать множество Г. 
чисел « (0<«<1), для которых дробные доли функции &4* распреде- 
лены равномерно *. 

Доказательства основываются на применении систем р» (4) и на двух 
леммах, первая из которых сводит вопрос о суммах дробных долей к. 
исследованию сумм знаков 4-ичного разложения «. Вторая лемма позво- 
ляет, не нарушая равномерности распределения функции &4*, так менять. 
знаки разложения х, что их сумма, а следовательно, и сумма дробных 
долей, существенно меняется. 

$ 1. ЛЕММА 1. Пусть « задано в системе счисления с основанием 
9422: «=0,5,...5к...; пусть, далее, в >21 — произвольное целое. 
Тогда справедливо соотношение: 


Р р Р 
1 0 
ван» } = >, дк + 9|<1). 5} 
> в 1 >, Те Е © 


Доказательство. Для всякого целого х >. 1 


(идя р Обь. . общин У. 


Суммирование по х дает 
72 со Й Р 
5, = > { ва" } = ды . 
х= &= == 


Разобъем внешнюю сумму на группы по и слагаемых: 


© | Р 
4 
=> УХ кн Убе (6); 
—=0 у=1 х=1 
Преобразуем теперь внутреннюю сумму: 
Р Р Р-ЕВ к 
ХЗ еноь = Хы Е У Е | : 
2—1 х= х=Р-Е 55=1 
в силу того, что 0% 8 < 9—1, 
Р-® А 
У ыы — Хы |< 4—1) 
х=Р-1 х=1 


и, следовательно, 


Р Р 
Уьеьь= Узы + (4-ЮА 16| <. 
5—1 


х=1 


* Известно (7), что мера множества Г, равна 1; известны также (3) методы постро- 
ения величин аЕГ.. 
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Теперь (6) примет вид 


а 12 со © в 
5 = УХ ВР аи —)> У о: 191 < (7) 
У=1 &=4 в—=09 Е—0 у—1 9 


а ВО Я 
2 4 (а*—1)? > а 4—1 


получаем из (7) утверждение леммы. . 

ЛЕММА 2. Пусть для и =0,5,...8,... функция &'4= равномерно 
распределена (6 Г,). Пусть, далее, целые < .<... удовлетворяют 
условиям | 


ы А 
ое ААА бы вии (8) 
8—0 “2—1 8—>со 23 
`Определим « разложением «= 0,5,...8%..., где 
5, И ее 
бк = НЫ М а (59 (9) 


‚Фогда функция “4х также равномерно распределена. 
Доказательство. Оценим сперва сумму 


М 


= № е2таах (т > И — целое), (10) 


х==Коу--1 


тде А» < М < А, —г, и г»> со при неограниченном возрастании у. 
Из определения х следует, что на интервале суммирования 


[ 
{«4=} = {4%} + см [0,.| < 1 


Таким образом, 


9: 
2т › к, 


Е 


У ре. (“ и г) р 
5 ` 
И р хо, 


[51 =| № 


К2у 
[5м| < РЗ} е2т4та'а* + И - й ". » 2 кт. 


Пользуясь определением г, и тем, что «’6[, получим отсюда 


м —=0 (№). 
Для оценки суммы 
Р 
р е?титаах 
х=1 


‘определим $ из условия А. ЗР< А. 44. Возможны два случая: 
РЁ Ави РЁ + А. 
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В первом случае 


ое 12. 
15-Е 3+ О аи 124] |5 
воз 1 и И 
#23—1—#28—2 
< оз 2 Г и | Е Р`-= Ё ов. Е в 2. 
по 


и, так как Р<Ё,, | №._2, получим 


Р Ро 4282 
№ ай <ЗЗА,ь 2 -[ (Ёьв — Ав) + | ь в |. 
х= х=й2;—9-М 


Применим оцёнку суммы (10) при №М=Аьа—Ё 2 для у=5 фи 
используем условия (8). Тогда 


р 
| Хрен | = о (вы-1) = о (Р). (11) 
56=-1 
Во втором’ случае 
во РИ р воз РЬ- У —2 
51-5 + — : х. о И ив 
коз Р-й2в_2 


Применяя оценку суммы (10) при М=Р--А,:, у=зи оценку (11) при 
Р=А.:, получим 


|+ прах = 0 (А.:) + о(Р == Ков) == 0 (Р)» 


Таким образом, оценка (11) справедлива для всех Р, и, по критерию 
Вейля (7), функция %4* равномерно распределена. 
$ 2. Для всякого «, принадлежащего множеству Г, в силу равномер- 
ности распределения дробных долей {4*}, будет 
р. 
№ Тиах\ те рР 4 
= 0 ). (12) 
и—=1 
Покажем, что, как и в случае линейной функции, для всех «ЕЁ, оцен- 
ку (12) нельзя улучшить. 
ТЕОРЕМА 1. Какова бы ни была положительная функция в (Р), для 
которой Ша =(Р) =0, найдется «6 Г, такое, что 


Р-—>со 
р о 
ы 
У, {14} — 5-= 9(Р. < (Р)) 
= 
Доказательство. Пусть “= 0,5'...5,... — какое-нибудь из чи- 
сел множества Г,. Определим числа А, рекуррентными соотношениями 
ЕЛ 2 
Кв = Кови + [Йз—1 У: (Ёв—1)]) Азы = №, №, = 2. (13) 


3 Известия АН, серия математическая, № 1 
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Выберем, наконец, « = 0,5,....8и..., где 


ма 5 При й»: ЗЁЗЁ»н, 14 
х в: по 6 


Число х удовлетворяет условиям леммы 2 и, следовательно, принадле- 
жит множеству Г. 
Допустим, что для всякого «ЕСГ, будет 


У {4} о. —=О(Р-=(Р)). (15) 


х=41 


Применим лемму 1 для случая и =1: 


о у 1 
И 0 1 >. 
ео О (16) 


Подсчитаем сумму дробных долей 4х для «, построенного, согласно (14), 
при Р = Ё;з: 


#28 #281 4 23 
У {94} = У {94} + а р Еее 
х=1 х—1 ХА 2з_4- 


Согласно допущению (так как х6Г,), получим 


К28—1 Ко 4 
У {04} = +0 (ви (4). 


х=1 
Далее, в силу (14), 


#23 28 


1 
ма 5х = 4—1 № (9—1) = в, — Ач. 
хо &=Ко; 4-1 
Таким образом*, 
к 
23 ко. Й 


Умер ыы. 
0$ 


В силу (13), №: — А >в У = (4) —1 и при достаточно большом 
$ будет 


оз 


К Пик, Е ЖАНА тои 
№ {%4=} — ре > = Ко Уе (21) > ео Кв Уе (К,.) =© (К. з-= (К,з)) - 
х—=1 


Полученное противоречие доказывает теорему. 
Рассмотрим теперь вопрос о величинах «ЕЁ, для которых сумма 
дробных полей функции 4“ наиболее близка к своему среднему значе- 


ее 
НИ о 


* Здесь и далее, без ограничения общности, можно считать Р.е (Р)->°, при- 
том монотонно; стремление = (Р) к нулю также будем считать монотонным. 
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ТЕОРЕМА 2. Для всякой функции ф(Р), как угодно медленно ст ре- 
мящейся к бесконечности при неограниченном возрастании Р, найдется 
«Е Г, такое, что 


У 4} — > =0(Ф(Р)}; (17) 


ни для какого «Е Г оценка (17) не может быть улучшена до О (1). 

Доказательство. Для построения величины «, удовлетворяющей 
условию теоремы, используем системы р, (4), введеные в главе 1 
[см. (15)']. Выберем 


® = 0,6: (4) .- „р: (9) 29)... 62 (9) =.» (9) .- +0» (4) Рида (9) .-- (48) 


— — =— ————ж—— —— —————_— 


м и 

$ (1) $ (2) $ (п) 
Каждый знак каждого р, (4) понимается здесь как очередной знак 4-ично- 
го разложения &; рядом стоящие ©, (4) одинаковы и первые п знаков 
в р, 1(9) (п=1,2, ...) выбраны совпадающими с первыми п знаками 


2, (4), наконец, ф (п) > 0 — произвольная монотонная целочисленная 
функция, для которой Иш ф (п) = со. Тогда [см. (3), теорема 5] функция 
п >> 


4“ равномерно распределена и, следовательно, «Е [.. 
Подечитаем сумму первых Р знаков в разложении (18). Обозначим 


общее число знаков в (18) до первого изф,_, (4) через Г». Так как каж- 


дое р, (4) состоит из 4” знаков, то для Т»„ получим 
% 
т, = У) г. (19) 
у=1 


Каждый из знаков 0,1...9—1 в системе р’ (4) встречается 4”-\ раз, 
следовательно, сумма знаков для одной системы р, (4) будет 


—1 —1 
971 Ч в у = т д: 


Определим А из условия ТГ. <РцТьци. Тогда 
Р = Ть + га |, О<т<ф(Е+1) б<п<ен. 
Обозначая знаки в (18) через 8,, 5,,..., получим 


Тк ти-та^1 Р Г: 


Хы +, = 


ТАМ та ры 


аефи таен +0 (4*); 


Р. 
У" (ь + )+0(49 = ТР 09). 


х=1 


В силу (16), теперь будет 


ы Р 
Ув, 7} == = что 5х +0 (1 =—- НО (.^. (20) 


х=1 
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Выберем функцию $ (#) растущей настолько быстро, чтобы выполнялось 
условие ф (/шо(#)) > #: Тогда 


+(Ите(Р))>Р>1Ть>4(®, ШУзх(РЬь е<ъ(Р). 


Но 4* = о (е^?), так что соотношение (20) примет вид 


Р 
У {94} — 5 =0($(Р)) 


х=1 


и так как, в силу (18), «ЕГ, получаем первое утверждение теоремы. 
Докажем теперь невозможность улучшения оценки (17). Действительно, 
допустим, что для некоторого «Е Г, будет 


02 
Г Е 
м. 


х= 
Пусть это % задано разложением 
о (21) 
Тогда, в силу (16), получим 


1 
9—1 


75 
№ 5 ыы Е О (1), 
—1 


хх 


т. е. существует М такое, что для всех Р 


Е Р 
О (22) 
х=1 

Но из «Е Г, следует, что дробные доли функции %4* расположены на (0,1) 
всюду плотно, так что в разложении (21) для любого целого М встретит- 
ся группа из М подряд идущих знаков, равных 9-*1. Пусть такая 
группа начинается с А=Р-+1. Выберем М№М=А4АМ и положим 
Р=Р, + №. Тогда 


Р р 
1 В 1 ` РАМ 
а т У би -Е мА 5 к 


х=1 = 


что противоречит (22). 
Таким образом, оценка (17) не может быть улучшена, чем теорема 2 


доказана полноетью. 
У 


Замечание. Почти для всех х порядок разности У, (%9*} — ео 


0==1 


равен /Рш ШшР. 
Действительно, из результатов А. Я Хинчина (?) непосредственн 
о 
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е 1 
следует, что порядок разности »5., — — Р почти для всех ох равен 


х=1 


УР№ шР. Но, по лемме 1, при + 


Р 
1 
ЗЕЕ 
УЕ: 3,4041. 
х=1 х—==1 
Объединяя эти результаты, приходим к вышеприведенному утверждению. 
Обозначим через С множество иррациональных чисел отрезка (01) и 
сопоставим теоремы для линейной и показательной функций. 
1°. Для каждого «ЕС (и соответственно «Е Г.) 
12 | Р у 
7 р 
У {аз} —5 =о(Р,, У (ва ом. 
х=1 х=1 
причем для всех «, принадлежащих С и, соответственно, Г,, эти оценки 
нельзя улучшить. 
2°. Существуют х из С и, соответственно из Г, такие, что 


Р Р 
р 7 
> {=} — 5 =0(шрР), У {94} — 5 =0((Р),, 
х=1 х=1 
где ф(Р) > со как угодно медленно; дальнейшее улучшение этих оценок 
невозможно. 


Результаты 41° и 2° позволяют предположить, что среднее отклонение 
Р 


1) 
У {ва} от ->- будет меньше, чем для линейной функции, однако, как 
х=1 


показывает замечание, справедливо противоположное утверждение: 
: Р 


12) 
38. Почти для всех х отклонение суммы У {в4= от -„- характе- 


2 
х=1 
ризуется функций УРшР и, таким образом, значительно больше, 
Р 
чем соответствующее отклонение суммы У {2} (которое, в силу (3) 
х=1 


и (4), характеризуется функцией ш Р). 
$ 3. Как показано в (4), из равномерности распределения функции 
“4> (4 > 2— целое) следует, что для любого целого и >1 функция «4 
также равномерно распределена. Таким образом, если при любом целом 
т += 0 оценка тригонометрической суммы 
р 
реаетиан — о {В) (23) 
х=1 
справедлива для и = 1, то она справедлива и для всех целых и>>1. 
Рассмотрим, обладают ли аналогичным свойством суммы дробных долей. 
Пусть при Р->со Ф(Р) > < сколь угодно медленно и & построено 
как в теореме 2. Тогда для и =1 


2? 
У 4 — 5; =0(@(Р)). (2) 


х=1 
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Покажем, что в отличие от сумм Вейля (23) для сумм дробных долей 
из выполнения равенства (24) при и =1 не следует справедливость его 
для всех > 1. 

ТЕОРЕМА 3. Каковы бы ни были положительные функции =(Р) и 
Ф(Р), при возрастающем Р как угодно медленно стремящиеся соответ- 
ственно к нулю и к бесконечности, найдется «ЕЁ, для которого 


: 
Хе} 5-02) и Х 6429) — 5. =О(Ре(Р). 


Доказательство." Пусть целые < А, < --: удовлетворяют усло- 
ВИЯМ 


ф их. > АЗ; Ков = Аа + [У = (#4) |, №=2 (25) 


их =0, \. . построено, как в теореме 2. Выберем «=0, 5, 5....бк..., 
где 


0 для челных А из интервала (А. 4, Ё>.), 
[4—1 для нечетных Ё из интервала (Ё2. 41, №2). 


м для №: < Ё < 2, 
бк 


Из леммы 2 следует, что функция «4х равномерно распределена. Оценим 
сумму дробных долей 
Р 


5 = № (94. 


› 2 


Выберем $ из условия № <Р<Ё::41 и рассмотрим сперва случай 


К2—2 ^23—1 Р 
та ПАРЕ ВЕ 
хо 2-1 хо _4-1 


Применяя лемму 1 при и =1 и пользуясь определением величин 8, 
получим 


281 В 
5$: =О(Ё_ о Ат Х &= 
х=А28—21 х= 28—41 
2—1 
Й ‚ Р— Ко._ 
В Е А 
хоз 2-1 
Снова применим лемму 1: 
2—1 К2—2 ГЫ 
= Хе ХМ + +0 = 


х=1 х= 


(Ф (Ё2:—+)) о = па — НО (2, 2). 
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Но, в силу (25), №2, 2 =0($ (#5. 1)), так что 


5: = 5 Но (#ь)) =  +0(9(Р)) * ыы Р«Ь. (26, 


Пусть теперь Р>> №... 
25 


то О х{ 


хоз -1 


Применим к первой сумме справа оценку (26): 


12) 
р Ы 
5. оф (вы) ты У товвый- 
хо 1 хоз 
х Р 28 р 
= + У 43 — №9) +о@ (в) = -— +0 (Р). 
х—=1 х—= 


Объединяя этот р с (26), получим для всех Р 


Хы — 5 =0($(Р)). 
А 
Для доказательства второго утверждения теоремы выберем Р, = [ “- : | я 
Кое : 

Р. = |= —1 и оценим сумму 

Р+ 

5: = № (942) 
ти 


Допустим, что для всякого Р будет 


Р 
Р 
У {аа — 5 =О0(Р. =(Р)). (27) 
Применим лемму 1 с и=2: 
Р: Рз 
5: = №942} + Х (9) = 
= о 


АЕ = (а у беда + У Выена) + О(Ри(Р 1)). 


х=Р.-1 х=Р-1 


Из определения величин бк и выбора Р, и Р, следует 
Рз 


У да = (Р» — Р,) (@—4), . № Зы =0. 
х=Р:-1 х=Р:-4 
Таким образом, 
= 5 + ат (Р, — Р;) +0 (Рае (Р,)) = 
= 2 +11 (Р-Р) + О (вле (в). 


а+1 


* Функцию х(Р) всюду можно считать монотонной. 
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Пользуясь определением величин №, получим для достаточно больших $ 


Ко 


1 8 = 
о + О (№21 = (№1) > 


Е - - 21 ИЕ (#21) =О (Р.= (Р,)), 


что противоречит допущению (27). 

Пусть попрежнему при Р->со функция ф(Р) стремится к бесконеч- 
ности как угодно медленно. Возникает вопрос: существуют ли вообще 
величины «Е, такие, что при всех целых и >21 будет 


12 


УХ (4) — © =0(ф(Р))? 


х=1 


Ответ дается следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА 4. Какова бы ни была функция ф(Р), при неограниченном 
возрастании Р как угодно медленно стремящаяся к бесконечности, най- 
дется «Е Г, такое, что для всех целых в >21 будет 


Ре (28) 
х=1 
Доказательство. Выберем 
и Оо Пот, Во 
$ (1 $02) $ (п) 
где ф (#) —монотонная функция, удовлетворяющая условию $ (У шф (>, 


`, — группы знаков вида 


Е > 


и р» обозначает р» без первого знака. Легко проверить, например, дослов- 
ным повторением рассуждений теоремы 5 из (3), что «Е Г. 
Для оценки суммы (28) применим лемму 1. 


р р 
5» та 9} — а тр йе де — [@) (ЕВ (29) 


Обозначим через {„ число знаков в г». Очевидно, 
т == (п! 4" 1) п! + (п! 9" — 1) = 2 (п)? 4" 


Пусть, далее, ТГ» — число знаков в разложении « до первого из ГАА: 


| 
= У2 (п!) 4". (п). 


п=| 
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Определим № из условия Г» 3 ьР< Ть4а; тогда 


ИРЕТИОМ + РаН + В, 
О%М< (+1), ОЗАз2(Е-ИРан. (30) 


Пусть у — произвольное целое из интервала 1 Зуи иц < и. 0т- 
метим в г» знаки по арифметической прогрессии с разностью и, начиная 
с у-го знака. Таким образом, будут отмечены у-й, у-- и-й, у-+ 2-й 
знаки и т. д. Подсчитаем сумму отмеченных знаков. Рассмотрим сперва 
совокупность знаков вида 


а (31) 


й 


Число знаков в каждой группе ©р..... р» кратно и, следовательно, во 
анк 
п! 
второй такой группе первым будет отмечен у — 1-й знак ит. д., пока 
(перед у -- 1-й группой) не будет отмечен ноль, разделяющий эти группы. 
В у- 1-й группе будет отмечен и-й знак, затем и — 1-й ит. д. до 
у-+ 1-го в последней. 

Таким образом, совокупность отмеченных знаков совпадает с сово- 
купностью всех знаков, содержащихся в группе р, чб 0. Так как 
сумма знаков в р» равна и то сумма знаков, отмеченных в (31), 
будет 


ет т! 4" (9—1). (32) 


р п! 
В первой половине г„ содержится и ГРУПИ (31), следовательно, сумма 
знаков в этой половине равна 


Рассмотрим теперь совокупность знаков 


Е али 


РЕ, ры ый 
ВЫ ТВ (33) 


п! / 


/ 
_ Их 


В первом из р„ первым отмечен у-й знак, во втором — у - 1-й и т. д. 
до у— 1-го в последнем. Очевидно, сумма знаков, отмеченных в (33), 
совпадает с суммой знаков в группе р»о»...6. Будем пользоваться толь- 
—— —=— 
у п 
ко теми системами ©», которые начинаются с нуля. Тогда знак, отбро- 


шенный в ©„, равен нулю и сумма знаков в ©» ри...ри совпадет с (32). 
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Таким образом, суммы отмеченных знаков в первой и второй половине 7 
одинаковы и сумма всех знаков, отмеченных в г», будет равна 


1 т 
и п 4" (9—1). 
Перейдем к оценке внутренней суммы в (29). 
Р ук 
№ биду = а (1? а*ф (м) 2: --+ #2 94 (®) + 
х—=+ 


+ИОРеНМ) + О(В. 


Используя (30), получим 


172 

—1 
У аы:ь = ОР-О(В, 
х—4 


вах Р 
Банг МВД" ЗЕНОН ВВ - (34) 


У=1 


Но иР>. Т» >. 24 4% (Ё) и для достаточно больших & ф(®) < Р. 
Далее, как в теореме 2, получим е*"<ф(Р). 
Таким образом, 


Ва Ра = 0 (*) =о(Ф(Р)) 


и из (34) получим 


Р 
Р 
У (14 } © =0((Р) (и=1,2,...) (35) 
х=1 
Рассмотрим теперь величины х 6 [.,, для которых сумма дробных до- 
лей {х4*} далека от среднего значения =. Согласно теореме 1, какова 


бы ни была положительная функция = (Р), как угодно медленно стремя- 
щаяся к нулю при Р->со, найдется «Г, такое, что для и =1 будет 


У (ч4**} — 5=0(Р-=(Р)). 
х—1 


Сохранится ли это равенство для всех и >1, если оно выполняется при 
и = 1? Отрицательный ответ дает следующая 

ТЕОРЕМА 5. Как бы медленно ни стремились функции ф(Р) > со и 
= (Р) >0 при Р->со, найдется «Е Г, такое, что 


Р р 
и 5=9(Р. с (Р)) и У {992%} — © =о(Ф(Р)). 


х—= 
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Доказательство. Пусть для & =0, м: ...5н... выполняется со- 
отношение (35) (6 [,). Выберем целые А, -А,<..., удовлетворяющие 
условиям 

2 
Ф (2+1) > Юз, Ков 1 | 2—1 у = (2—1) | А 2. 
Построим « = 0,5,5,...5%..., где для четных и нечетных № из интер- 


вала (№21, №2.) последовательности знаков 6» совпадают соответственно 
с периодическими последовательностями 
94—1,9—1,94—1,1,9—1,9—1,9а—1,1,... (№1 < <; Ё — четно) 
——=.——_——ы=—^ —ы=—=ы=—_ю—— 


9—1,0,9—2,0,9—1,0,4—2,0 ... (21 < Ё<Ёоь; Ё — нечетно) 


и 


и где для Ё из интервалов (Ёо., Ёэ:+1) будет дк = о 
В -илу леммы 2, «ЕГ. 


23 
Оценим сумму о {«9*}: 
х=1 
А 23 К 2—2 7 2—1 7 К 
Е ао аж О = 
х=1 х=1 х=Ков_2-+1 х=Ко8_1-1 
К28—1 ®2:—2 Ко 
1 ’ ’ Л 
ОУ - УЗ): Х = 
2—1 х=1 х= 28—41 
2—1 7 Роз 
—= О (#22) + р {@' 4} ЕР в 6х = 
х—=1 о жевов 4+ 
р й 28 
Е У во). 
Х=А28—4-1 


'Разбивая сумму У 5. на группы по восемь слагаемых и пользуясь опреде- 
‚лением 65», получим 

Ков 

р 4 К Ков _ 
У {4} = т Е =! .5(а— 1) Но (Ф (&-1)) = 
2—4 
А Ко. — Ко _ 
о. 


В силу произвольно медленного роста функции ф(), можно для & <Р 
«читать ф (А) =о(Р.= (Р)), следовательно, 


коз о 
о = 
254. 


= я: Коз—1 Уе (А з.-1) ЧЕ о (21 Е (Е2в—1)) ро с Роз У: (№2), 
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и мы получаем первое утверждение теоремы: 


Кв , 
2 {44*} — О (5, = (».)) — (Р=№»ь). 
Оценим теперь сумму 
.Р 
бану Чаи (36}; 
х=1 


Пусть 5 определяется условием #А2,+1 3 2Р- Ё241. 


К А 
Рассмотрим сперва случай 2Р<Ао.. Пусть Р, = [ = и Р.= В ее > 


Разбивая в (36) интервал суммирования и применяя лемму 14 си=2, 
получим 


Р: Л м 2 и. 
5 == о {«42*} НЕ 92 25| (ч р 92х44 Е 2 2) = 


== х=Р.-1 х=Р:-1 
1 г йе 
я 2—1 (ч о бах № +2) + О (1). 
х—Ра-1 х=Р + 
Разобъем две последние суммы на группы по четыре слагаемых, тогда. 


Р 


5: =О(РО+ У + не (09 -Э) + 3—2) = 
х=Р.-1 
с: те 8 Р ВР 
= У{4"=} + РО (Р,) = РОДЫ) КОР). 
х=1 
Таким образом, при Аи З2Р <», 
Р 
Р 2 
У {94°} = 5 +0(Р,) +о(ф(Р,)) = 5 +0 (®(Р)). (37) 


х=1 


А 
Пусть теперь 2Р_`> А.:; обозначим Р; == [=] Пр 


р Рь. 
2) = ® {&92} ых эт (4 у 62:1 = у аа ) +-о (3 


х=1 хер. Ч 
Пользуясь (37), получим 


р 


У (42% } = 58 Но (ф эх гу — чл 


х=1 
=5* + о(Ф(Р.)) +5 р Но (ф(Р уе о С 


Итак, всегда 
Р 
о {2 
У {942} — 5 =0(Ф(В), 
= 


чем теорема доказана полностью, 
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Как и раньше, возникает вопрос, существуют ли вообще величины 
«Г, для которых при всех целых и >.1 будет 


ы Р 
У {4} 2. =@(Р.=(Р)), 


= 


где =(Р) произвольно медленно стремится к нулю, когда Р неограничен- 
но возрастает? Легко показать, что величины ©, построенные в теореме 1, 
обладают указанным свойством. | 


ТЕОРЕМА 6. Какова бы ни была положительная функция =(Р)>0 
при Р->со, найдется «Е Г, такое, что для всех целых и, >21 будет 


г 


У 64] - 5 =Я(Р-=(Р)). 


х—=1 
Доказательство. Выберем « как в теореме 1. 


Допустим, что при некотором и >.1 будет 


У (а4=} — 5 =0(Р.=(Р)). 


х=1 


А А 
Обозначим Р, = | + иР, =|-* —1. 


Пользуясь леммой 1, получим 


Рз Р; Й в Р. 
У ое = Ушеун У-" Х а-ь+0) = 
х=1 х=1 


р и 
А +О(Р,-= (Р;)) + ТЕНР, — р) УФ 
2 1 4—1 2 1 


у=1 


Отсюда 
. р 
У (и) — = 214 0(Р,-е(Р;)) = 
х=1 


ЕЕ) ры В 
Е НО (йе (Ив) >. йь И =») = © (Рье (Р.). (38) 


Но (38) противоречит допущению, чем теорема доказана. 


Поступило 
13. ТУ. 1950 
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И. И. ШАПИРО-ПЯТЕЦКИЙ 


0 ЗАКОНАХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДРОБНЫХ ДОЛЕЙ 
ПОКАЗАТЕЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье даны необходимые и достаточные условия для того, чтобы 
функция с (7) была законом распределения дробных долей показатель- 
ной функции. ь 


Известно, что если последовательность чисел п» растет достаточно 

быстро (так, что Ит о о), то для любого закона распределения 
д К—>о ПА 

с (2) существует такое «, что дробные доли {опк} распределены по зако- 

ну с (2) (1). В случае, если рост последовательности и» менее быстрый, 

законом распределения дробных долей {яп„} может быть не любая функ- 

ция с (2). 

Настоящая работа посвящена изучению возможных законов распре- 
деления {%4“}, где 4— целое число. В работе дается необходимое и 
достаточное условие для того, чтобы функция с (5) была законом распре- 
деления дробных долей {х4*}. 

Рассмотрение законов распределения дробных долей {«4*} дает воз- 
можность получить критерий для равномерного распределения, из кото- 
рого весьма просто вытекает следующее утверждение: если дробные доли 
{«4*} распределены равномерно, то при любом целом у дробные доли 
{«4**} будут также распределены равномерно. 

ТЕОРЕМА 1[. Для того чтобы с (1) была законом распределения 
{«4*}, необходимо и бостаточно, чтобы выполнялось следующее условие 
инвариантности: 

Для любой непрерывной функции }(х) с периодом единица 


Доказательство. Во всем дальнейшем мы будем считать 4 фик- 
сированным целым положительным числом. 

Пусть $ означает совокупность всех законов распределения дробных 
долей {«4*}, аТ — совокупность всех функций с (5), удолетворяющих усло- 
вию инвариантности. Нужно показать, что 9 = 7. 

Разобьем доказательство на несколько этапов. 

1. 5СТ. Пусть с (2) Е 5. По определению 5, существует такое «, что 
дробные доли {«4*} распределены по закону с(7). Для произвольной 
непрерывной периодической функции ] (5) имеем 
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а 


М 
в ЕТУ 94%) = (/ (4) 46. 


№М—> < #—0 0 


Заменим ] (5) на / (45); тогда 


М 4 
с 1 
[а М-1 2! (ха == }/ (95) @с. 


У—с< 


Так как 


то 
1 


\/ (5) 4в = ! (4=) 4в 


0 0 


— 


и, следовательно, с (5) Е Т. 

2. Нужно ‘показать, что Г = 5. Мы сделаем это, используя теорию 
динамических систем. 

Рассмотрим преобразование 


&«—> {4}. 


Это преобразование не взаимно однозначно, поэтому непосредственно 
здесь нельзя применять теорию динамических систем. Чтобы обойти эту 
трудность, поступим следующим образом. 


Пусть О — топологическое пространство, состоящее из 4 изолирован- 
ных точек. 


Обозначим 
В :д, П 0,, 


где Ох — экземпляры пространства 0. 
Таким образом, точкой в Я является бесконечная в обе стороны 
последовательность 


Х = (...= =_=...) (0<=<9-1, вк — целые). 


За преобразование динамической системы А возьмем сдвиг влево. 


Пусть Ть — совокупность всех инвариантных нормированных мер 
построенной динамической системы. Между Т и Ть существует взаимно 
однозначное соответствие, которое мы сейчас установим. 

Возьмем у Е Ть. Пусть О = =... — совокупность всех Х ЕД, 
у которых на местах Ц, 1,, ..., {» стоят соответственно к, 
а остальные координаты произвольны. 

Положим 


1 ...у о 


Вне = У (Че...) 


-® 


(Легко видеть, что задание меры на множествах Ва. ..„ Определяет ее 
однозначно.) 
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Из аддитивности, инвариантности и нормированности меры вытекает, 
что 
4—1 


в я 
1—=0 


@— 


1 

р \ -® 

2. ео 
1=0 } 


4—4 
З. УР: =1 й 
1=0 


дв > 0. 


2, &8..- Ед 
Верно и обратное: 


Любая система чисел Р., .,. удовлетворяющая условиям 1—4, 


Ен › 
определяет инвариантную нормированную меру у, если положить 
У (0. Е а ое 


Пуеть и — инвариантная мера на отрезке. 
Положим 


Овес. 58000. 1: 


и 


Легко проверить, что система чисел Рь,.,...:, удовлетворяет условиям 


1—4 и, обратно, что любая система чисел, удовлетворяющая условиям 
1—4, определяет некоторую инвариантную меру. 

Будем считать, что у@Гв соответствует ЕТ, если у них совпадают 
системы чисел Р..., У 

Пусть ©в — совокупность всех индивидуальных мер (?) в простран- 
етве В. 

(Мера у называется индивидуальной, если существует точка Р такая, 


что для любой непрерывной функции } (5) 


ч и АР СЫ АР 
о а, 


При установленном между 7 и Тв соответствии 5 соответствует бр. 

В самом деле, если точка Р=(... Е 2Е1 в, =...) определяет меру 
уЕТв, то закон распределения дробных долей {4*}, где х = 0, Е.Е =з..., 
будет соответственно сЕТ при установленном выше отображении уЕТь. 

Из результатов Крылова и Боголюбова вытекает, что выпуклая обо- 
лочка “в совпадает с Тв. Поэтому чтобы показать, что бв = Тв, доста- 
точно установить, что 


А) если у, Ебв, у, 65, то у = и 65; 


В) если у, 6б и Ищу 
®—>о 


в =, то У6б. 


Известия АН, серия математическая, № 1 
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А) Пусть точки Р; и Р, определяют соответственно меры у, И у»: 
РЕ о 
Ро = (.. ба 
Мера у =», как легко проверить, будет индивидуальной мерой 
для точки Р: 
Р=(;..ОООа, Зоо, дв...) 
В) Пусть точки Р» определяют соответственно меры у,. 
Обозначим через р(“) систему чисел 
= 1 
р) = =... =. 
Рассмотрим точки 
к) (к) (& 
РОО Е), 


Каждая из точек Р‘”) определяет некоторую меру. Так как Иш у”) = у, 


п>о 
и Пм у, = у, то существует последовательность п, такая, что Пт ут) = у. 
>< Ко 
Выберем функцию {(А) так, что: 
а Пк =0 (5), 
ПП. ба =0(5%), 


®—1 
== я ф (Е) п; . 
4—1 
Построим точку Р следующим образом: 
Р= (4. о 6.10) РОУ... 2 2)... 
Заиньаеа исииаииньйниный ‚тише ии ричасзониньь аи 


$ (1) $ (2) 


Пусть е (2) — характеристическая функция Пъ,,....„. Подечитаем сумму 


Ам 
мт Хе (АР) 
у=0 
№ представим в виде 


№ = 5ь - ап, + 0п,, 0<0<1, О<а<ф(Е) (а— целое). 


4 М я 1 з $ 
ито а рые Ву > ОЕ 
—о Ув 
4 8к-Напь й м Г 
а. С (АР) =0( ки) 
у=5,-Н1 у—=5 а ы 
9—1, 


Иер У Иа «) + 0(1)] + у - т и (0. и) + © (4)] 
=у(0., ... оя ) + о(1), 


что и завершает доказательство В) и, тем самым, теоремы. 
Пример. Пусть р задано: 0<р<1, р+а=1. Определим меру ир 
следующим образом. 
`` 
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Если АД”) — интервал вида | = о и > АИ 
ъ 
то считаем р,(Д{) = р" ($ = я =; ) Нетрудно видеть, что мера р про- 
должается на все В-множества. ° 
Очевидно, что мера и, удовлетворяет условию инвариантности. Сле- 
довательно, существуют «, для которых дробные доли {«2*} распреде- 
лены по закону пр. 
Из соображений теории вероятности можно показать, что дробные 
доли {«2*} почти для всех & по рр распределены по закону иг. 
Перейдем к вопросам равномерного распределения дробных долей{а4*}. 
Для удобства формулировок обозначим через А4 совокупность всех 
таких, что дробные доли {%4*} распределены неравномерно. 
ЛЕММА. Пусть: 1) изменение с (1) на Ад равно нулю. 
2) с (1) удовлетворяет условию инвариантности для любой непрерыв- 
ной периодической функции }(х). Тогда с (х) — линейная функция. 
Доказательство. Положим 
1 
ап = \ е2 та фо. 


0 


Из условия инвариантности следует, что 


@в = @та = Ех 

Таким образом, 

ен ! 

@в —= У Хан = \ Тм (2) 4в, 
где у—=0 0 
Ра ы 
Пе ее. 
у=0 


При всех х |}м (5) | <1 и, за исключением множества 44 (изменение на 
котором с (5) равно нулю), 


Па м (2) = 0. 
М> 


Следовательно, по теореме Лебега об интегрировании ограниченных по- 
следовательностей, . 
й 1 1 
ль (+) 4с = Нш | м2) 4в = \ Ца Ум (2) 4в = 0, 
. Мо С $ №М->с<о 


Я 
| 


что, в силу полноты системы тригонометрических функций, даст нужный 
результат. 

Из доказанной леммы вытекает любопытное 

Следствие. Лусть дробные доли {и4*} распределены по некоторому 
абсолютно непрерывному закону в (5); тогда в (1) =т. 

Действительно, условия леммы выполняются автоматически, так как 
тез 44 = 0. Следовательно, с (1) = ах +6. Из условий с (0) = 0, в(1) =1 
получаем, что 6 =0, а=1. 

4* 


52 И. И. ШАПИРО-ПЯТЕЦКИЙ 


ТЕОРЕМА П. Пусть существует такая константа с, что для лю- 
бого интервала А 


]; А; а) 
и 5ар 
НИЙ уе 


< А 


где Р, (А; я) — число решений неравенств {449} А, О<А<у. Тогда 
дробные доли {*4*} распределены равномерно. 


Доказательство. Для удобства доказательства распространим 


Р, (А) 
функцию р,(А) = Е на множества, которые состоят из конечного чи- 
У 


сла интервалов. 
Пусть ГА означает совокупность всех 2 (0<х<1) таких, что {45} ЕД. 


Легко видеть, что р, (А) = р, (ТА) + _. зоо а 


Поедположим, что дробные доли {%4*} распределены неравномерно; 
тогда существуют интервал 5, последовательность целых чисел п» и чи- 
сло => 0 такие, что |р., (8) —|8||> =. 

Из известной теоремы Хелли следует, что из последовательности пк 
можно выбрать подпоследовательность п», такую, что для любого интер- 
вала А существует 


Шт р»), (А) = р(А). 


1—> < 


Монотонная функция с(х) = р([0, 2]) удовлетворяет всем условиям лем- 
мы (условие инвариантности эквивалентно р(А) = р(ТА), изменение с (5х) 
на 44 равно нулю, так как с (2) абсолютно непрерывна). 
Кроме того, с (0) =0, с(1) =1. Следовательно, 
с (2) =х, а р(А) =|А|. 
В частности, для интервала 5 
В рад, (8) = 181 
4—>0 
что противоречит предположению |р», (5) —|5|| >=. Полученное проти- 
воречие и доказывает справедливость теоремы. 
Следствие. Если дробные доли {[“4*} распределены равномерно, то 
дробные доли {4”*} при любом целом у распределены равномерно. 
Действительно, вероятность попадания дробных долей {4**} на ин- 
тервал Д, очевидно, не превосходит | Д| и, следовательно, условия тео- 
ремы П выполнены. 
В ‘заключение считаю своим приятным долгом выразить благодарность 
А. О. Гельфонду за руководство настоящей работой и Н. М. Коробову 
за ряд очень ценных соображений, которые были использованы автором 
в доказательстве теоремы Т. 
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АППРОКСИМАЦИЯ ЛОГАРИФМОВ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе для некоторых трансцендентых чисел С устанавливаются 
неравенства вида |С —&| > Ф(Н, п), |Р ($) |> Ф(Н, п), где Е — алгебра- 
ическое число степени п и высоты НЯ, Р (2) — мгогочлен с целыми раци- 
ональными коэффициентами степени п и высоты Н, а ф(х, у) — некс- 
торая функция. 


Важной арифметической характеристикой любого числа С является 
нижняя граница Ф (п, Н, ©) абсолютной величины разности между этим 
числом и алгебраическими числами & степени ине больше п и высоты не 
больше Н. Эта характеристика тесно связана с нижней границей зна- 
чений в точке С полиномов с целыми рациональными коэффициентами 
высоты Н и степени п. 


В 1932 г. К. Малер (1) доказал неравенство 


|Р(9|> а", 

где © — вещественный логарифм положительного рационального числа 
или С= п, п некоторое фиксированное число, Р (2) — полином с целы- 
ми рациональными коэффициентами степени и и высоты Н, асис, не 
зависят от ЯН. 

До Малера менее точные оценки получили Д. Д. Мордухай-Бол- 
товской и Попкен. 

Метод А. О. Гельфонда [(?), (3), (“), (5)] дает возможность найти 
оценки в виде явной функции не только от Н, но и от п. 

В 82 настоящей ‘работы выведены оценки снизу для Ф(п,Н, ша) 
(& — алгебраическое число) и Ф (п, В, п) и для абсолютных величин зна- 
чений полиномов с целыми рациональными коэффициентами в точках 
ша и л. Во второй части этой работы то же самое будет сделано для 
некоторых чисел; связанных с эллиптической функцией Вейерштрас- 
са ® (2). В $ 3 даются некоторые приложения полученных результатов. 

Формулировки теорем $ 2 были приведены в моей работе (). За вре- 
мя, прошедшее с момента опубликования этой работы, удалось внести 
в первоначальные доказательства некоторые упрощения, позволившие 
избежать применения формулированных в (6) лемм 2 и 3. В связи с этим 
в настоящей работе эти леммы отсутствуют. 


* Настоящая работа выполнена. под руководством А. 0. Гельфонда, обратив- 
шего мое внимание на эту тему и многократно помогавшего мне своими советами 
и указаниями, за что приношу ему глубокую благодарность. 
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8 1. Леммы общего характера. Высотой полинома Р (2) будем назы- 
вать максимум абсолютных величин его коэффициентов. Высотой алге- 
браического числа & будем называть высоту неприводимого в поле 
рациональных чисел полинома, корнем которого является &. Высоту Р (2) 
обозначим символом Н [Р (2)]. 

ЛЕММА 1 (Принцип Дирихле). Пусть даны ту линейных однородных 
форм с вещественными коэффициентами: 


14 (2) = аи +-.-- ах, 1=1,2,...,ту ть ог. 


Если для всех целых т; из интервала 9<х;<., где целое число 


5 _> 2, будут справедливы неравенства | [4 (х) |< А, &=1,2,... „ту, то мож- 
но выбрать такие целые числа 14,0, 42,0,...,Жьо, Удовлетворяющие 
условиям 


‹ 2 2 
[ро < мо-: + 41,020, 
чтобы выполнялись неравенства 


2А . 
|2 (о) |< —ч— неа" авиа, 
77 —2 


Доказательство. Пусть переменные 5; пробегают независимо 
друг от друга значения 0,1,...,5. Всего мы получим наборов зна- 
чений переменных. Каждому набору сопоставим точку пространства ть 
измерений, считая координатами точки значения форм Г (5), соответст- 
вующие данному набору. Очевидно, все точки окажутся в ту-мерном 
кубе, стороны которого параллельны осям координат и равны 2А, а 
центр находится в начале координат. Разобьем этот куб на М№"”* малых 


Й 
кубиков, разделив каждую из сторон большого куба на № = Ты 8 


\ 2А 
равных частей длины у. Число малых кубиков меньше числа точек, 


так как 


О 


Таким образом, хотя бы в одном маленьком кубике окажутся две рас- 


смотренные точки, а разности соответствующих координат этих точек 
2А 

будут не больше стороны маленького кубика, т. е. м: Пусть эти две 

точки соответствуют наборам (5,,...,2,) и (1/,...,2”). Положим 


и —х =х Тогда 
) А д 


2А 2А 2А ь 
< И 5 ен 


мае ее 
[а 2142 


Ясно, что |2, ‚| < шах (т, 2) < 2. 


ЛЕММА 2. Пусть 


| 14 (хо) | < 


Р(2) = Па- в) = мамы .. фа» |< Н. 


у=1 
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Тогда, если все числа у, различны, то 
| 5. =, 2 - 5. | < (п + 1) ЕТ. 


Доказательство. Считаем, что 


а а Бы 1 ЕН 
и РР 


Тогда из неравенства 


а "ОН 


2 Е 


вытекает неравенство 


шах ТП |= — 63| = шах Р (2) Пе_&- <(п-+.1)2°Н 


Я и, {1 
откуда, вследствие принципа максимума, 


` | на * би, [| биз - › и | < (п 1) 2"*Н, 
[Зи - | < (® 1) 2"Н < (п -+ 1 2”Н. 


Очевидным следствием леммы 2 будет 


ЛЕММА 3. Пусть 


Р (2) = ат += [(@а—&), || <Н. 


у=1 


Тогда 


п 
Пи-+1 =) < в +4946" |Н. 
У=4 
ЛЕММА 4. (Неравенство Лиувилля.) Пусть ов, — фиксированное 
алгебраическое число, & — алгебраическое число степени пу и высоты Но. 
Если 


№ М 
У а +0 


В=— № [=0 
и целые числа ав, 1 удовлетворяют неравенству | ав, ' |< А, то 


АЙ 1 
| в | = е у 1М (по-Нш Но) по (№-На и (1) 


где у зависит от в, но не зависит от ЕЁ, №, т, Но, М, А. 
Доказательство. Пусть %.,..., “из — сопряженные числа &,;, а 
2,,...,Ем, — сопряженные числа &. Символом П (&; “;), 1 << ть, 
1<7<$, обозначим поле, полученное из поля рациональных чисел 
присоединением чисел &; и «;. Среди таких полей могут быть одинако- 
вые. Пусть В (Ё:,;; ®;), где ] = 1,2. ..:,5; =1,...,пь. м, ; — некото- 
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рые из чисел Ё,,...,ё, Ё1,1=Е:, есть полная система полей, сопря- 
женных с полем В (Ё1; “,). Тогда число 


8 П/ 
- (3, а 


будет рациональным. Пусть а; — свободный член уравнения для %;, аи 
6, — соответственно старшие коэффициенты неприводимых уравнений 
для о, и &. Тогда В, = (а а.)"* 55 °В, будет целым рациональным чис- 
лом. Для того чтобы убедиться в справедливости этого утверждения, 
достаточно показать, что если простой идеал % входит в числа \,, 
1<Е<з, в степени с, < 0, а в числа т, $3 -+1<<$, в степени 
4:>0, где ти, 12,..., 3 — корни уравнения #8028 -Р в.2°— +... а, =0, 
то) 2, делится на 35°, с = < | 5 >| С, 
В самом деле, прежде всего мы имеем равенство 


8, — = 8% (Уз -* и, +), 


где взнаменатель у идеал % входит в степени, меньшей чем с. Так как 
8, — Целое рациональное число, то 8, должно делиться на 3. Целое 
рациональное число В, -О (так как В-=0), следовательно, |8.| > 1. 
Пе для любых 1, ] 


У у ак, «|< (2№. —- М - 1 )А (1 ИЕН Г (|< в-Ь 


= № [=0 


Теперь 


оС, 
|812 (в) "5" ДИ @№ м + эААчЫ и. 
= 1 
еды} 
С Е, (М-+1)} ыы м "№ 4 вые (НЕ | -2м 


1 


где у, зависит лишь от 9. Наконец, по лемме З. 


Пи+1 5) < +9) 45 нь 
следовательно, 


В! >. (2, В 1) (М за 1) и О то (по ++ а 
О В уз > пе (ММ) д—п.в 


где ‘у, зависит лишь от х,. 
ЛЕММА 5. Пусть 


Р (2) = ат -..-+ а», |&|<Н, 40, 


— полином с целыми рациональными коэффициентами без кратных корней, 


„ 


ы. 
++ +, би — 620 корни, $ — произвольное число. Если 5, = шт |С— &;|, то 
1<1<п 


|Р. (©) [> аобие "т. 
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1 
Доказательство. Считаем %<5, п > 1, так как иначе лемма 


уже верна. Пусть 


И 
3 


Отсутствие кратных корней означает, что целое рациональное число 
4 — дискриминант полинома Р (2) — не нуль. Поэтому 


ил 
о Е а 


1=1^<] 
т 
а ПП 
2—1 ^<] 
52а” П Пер 
7=1 <) 
1-Е ВЕ 


Пусть |&| 2 |&„|, если [> т, |&|>1, если [2 5, и |&|<1, если 
1< 55. Тогда число 


Ан = [1 — Е, <: |; [° при 12 $ 
о при 7< 55. 


Теперь, по лемме 2, 


НУР г а ап 
ах" ДА ата" Дет" > ат" 


9-Е >. Н” 2" (п-+ 1) 
С ыЮ (г 
Перейдем к ‘оценке числа Р(). Пусть 5% =|5С—Ё,|. Положим 


=; = |8, — 6%, |. Пусть а, < 205 ДЛЯ = 1, Дуо Эля --{.... п 
будет в, >. 25,. Тогда 


7—4 8 п—1 
[РГ ДЕ — ва Ц 6—6 Пе 80+. -8> 


я 
п—1 п—1 =: 
> 40 » ПЕ - 4, | ь а >» ПИ ба, | : = 
8- = 


Положим Ё; =, `--6в, Во = 2:11. *'Еи_1. Тогда из неравенства (1), вслед- 
ствие определения 5, вытекает неравенство 


5, А 
(28) > Е, = 3,2 нм ии, 
Теперь 
12 (5) |> | О.Е 


>- по "тп 1)? > аоН "ем", 


так как для п>2 будет ев?" > 4” (п-- 1), а для п=1 лемма очевидна. 
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ЛЕММА 6. Пусть 
4—1 4—1 


1(2) = У УСьиией, 


—0 1=0 


‚где Сьл — постоянные числа. Тогда 


9—1 4—1 1» А п ыы 
сы= У У 9 (ты) х (сен и (ш-ь-т. (2) 
$=0 х=0 <= 


„Здесь А — определитель Вандермонда, построенный из элементов Г, 
15 =0,1,...,4—1 (0° =1), Аз: — алгебраическое дополнение элемента 
1+7 (Ак = 0, если $5 + т>9—1), А, — определитель Вандермонда, по- 
строенный из элементов 2^, А, х =0,1,..., 9—1, АД! х.ь- — алгебраи- 
ческое дополнение элемента х^+? (А! „к. = 0, если А + т> 49, — 1). 

Доказательство. Продиференцировав } (2), мы после замены 5 на 
‘2к (т — целое число) получим 


4—1 9—1 х 
: Е а 
18) (21) = е 2 © ^х С: ее иИ = О (3) 
'Равенства (3) при х =0,1,2,..., 4, —1, $ =0,1,...,4 — 1 представляют 


собой систему 44, линейных уравнений относительно 44, чисел С» ». 
Определителем этой системы является многочлен относительно трансцен- 
дентного числа п? с целыми коэффициентами. Старший коэффициент 
этого многочлена равен А“АТ, следовательно, определитель отличен от 
нуля и система уравнений. имеет единственное решение. Подставим в пра- 
вую часть (2) значение /) (221) из (3). Коэффициентом при С» будет 


9—1 &—1 х %—1—К 


т ча , А 8 А х т д) —&—т 
= (ее ЕТ Нав (тс. 


8=0 х=0 1=0 +=0 


1 4—1 х 
‚ен р а ($ 7) еж! А 
ни а ы >> У 3 1). Сун 5! т тя 


т=0 1=0 


х—К—Ё-т —_ . А, х,А-т 
* 8—1 (21) у дх—й р а. 
1 


Сумма по х в случае, когда х —Ё = -{ т, равна 1 и обращается в нуль, 
если х —Ё + К + т. Поэтому х >. Ё и остаются лишь члены сё х—ки 


9—1 х—® 
но к Хх! ($ —ё-+х—^)! Ара-нькк оз 
р а —1) Аб "Сы 2)! 51 я А? = 
х—К 


А А А, ННХ-В 8—1 
о 1) Ст Е о : 
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> |4 
Во внутренней сумме множитель С, обращает в нуль слагаемые с 5<&, 
‚а множитель А, з_1+„_к обращает в нуль слагаемые с $ > 9—1 —х- А-+Ь 
поэтому 


х—^ а А-В 
ыы х—А— С! в (#—+*— 1 Ацы 
О а о 
8—1 
х—К а—1—к-+ 
эВ, __ духи т 0 о (их)! и Аиуив 
х= УХ 1) С У Са (и 0! - А Би 
{=0 и=0 
ЕЕ 
В 22 (кА! 1 и! И\ т» 
и—=0 
—А-Ри-Е х—К1 
и оО (их — Ю! , „ А, =— 
т и - са 1х. 


и=0 


Сумма по { равна нулю или единице в зависимости от того, будет ли 
х Е А или х =. В последнем случае 


= Е 
р А, в -[” если ^=[, 
10, ‘если, ЕЛ: 


Итак, коэффициент при С„» равен единице, если (х, Л) = (Е, 1), и 
равен нулю, если это не так. Лемма доказана. 
ЛЕММА 7. Пусть ф (2) регулярна при || ЕВ, Ё>1, В `>0. Пусть 
< — некоторое число и |$®) (бх)| < 5 длях =0, +1,..., Ну; $ =0, 1,... 
.... и —1, 2де | Су, |= В. Если М (г) = р (2)|, то для любых целых 
2 г 


5>20и |2| <АВ, 1-|$|[2В < < Ё, справедливо неравенство 


; с! +! М (ЕВ) и 
Е Ее в: 
7 
5 
О Сы о м 
А (2% + 1) 5(е Я ^2}) ы-ув-М (4) 


где Ту не зависит от 5, у, А, №, №, а №, — любое число, удовлетво- 


ряющее условию Ё, < Ё, < К. 

Доказательство. Воспользуемся интерполяционной формулой Эр- 
мита для интерполирования с кратными узлами. Для 2, лежащих вне 
Рх и |2| <А,В, справедливо равенство 


1 а. Ф (64% 
о Е. т 


=" -у — (24 (5) 


(8) (С) Е (=2 
Е № У 5! 2 ) Е (Е — 2). -- (Е — 52) и” 


— о <5х« У, вз=0 
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где Г. — окружность |& — (%| = в а Г — окружность |&| =АА. Исполь- 
зуем формулу (5) для оценки $ (2) на окружности |2 | = А» _ о окруж- 
ность не пересекает окружностей |Е — (+|=`_, так как 1 НЫ = №». 


Полученная оценка будет верна и внутри окружности |3 | = А.В. 


М (ь,п) < 


М (АВ) о 
м У 
Х 


2 


чё (2% + 1) —>—- 


—_ ый Е 62) 
. (Е заса 9 


где максимум берется по целым 5, О<;<4—1, и всем ЕЕГ,, 
—% << уу. Далее, 


а 
2 вов. Пе шт (4). (1— и") 
&1(-%) 


г | 2 
"1 С = 


п=уо--1 


> (9012. || 29 ма 
Е 


З- 
ъ 


>. о 12. | С |?че+1 шш = 
Се» | 52| 
"Пао 

№1 


; 


В зщ И 
> |2 шш | © = 4. 


ЕСГ. | зщ (= ® ) 


{о 2 уе, 


Но так как, 


где 77, не зависит от уу, 


Е о ЕЯ | |. ) у 
ши |9 а 1 > па |9 (па -- пе®) = 
ЕЕГ.: Я 0<60<2к 5 
1 ы . у 
= — шт’ |0 (- г) =у>0 
} ) я 
= 0<0<2к = 
где у — абсолютная постоянная 
8 | | 1 
` п | > а 1 п 
шах зп (= шах [6 | —@ — <! 5) 
ЕСГ. с Е СГ. - 


то 


к С 
ди — уе! ну, | | 2-Е. у: от (+ 5). 
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Таким образом, 


й \ Фо 
а 


| И А 
К 
г) 
= 
о ан аи СТ) 
Ее От и В г. 


где у, не зависит от К, #,, №», 1%, У и 5. Отсюда, так как | Су, | = А, по- 
лучаем 


МН) <. 


М (АВ) ( юз о 


Пайь \ ЕЙ 
Х 
ь, Ц СЬ" 


8191; 2 5 
+ 6 (2% + 5 (1 е+} (=) 


(&, —1) В— ео < 
м (в) (В+ И р а 
ег. 1452г" (1) и - 
о В («А |5| 


(6) 
где о не зависит от А, &,, №, 9, & и у. 
Воспользуемся формулой Коши для пруизводных аналитической функ- 
ции. Для |2|< В справедливо равенство 
с! Е) 4Е 
© (2) = Ф (2) 


Эт Е 2) с+1° 
15 |=В 


ОЭценим интеграл. Для |2| < АВ 


М (%,В) 
(КВ — К, В)?! 


К. 


—= сб 1М (&В) ВЕ, — Ку, 


| 
19° (2) |<" В 
Отсюда и из неравенства (6) непосредственно следует (4). 


$ 2. Аппрокеимация чиела л и логарифмов алгебраических чиеел 


ТЕОРЕМА 1. Пусть « -Е 0,1 —алгебраическое число. Существует та- 
кое число ‘1, зависящее лишь от я и выбора ветви функции т 3х, что 


| я —- | и ет’ 1 (п-Е1) (1-Е 1 п-Нш ИН) 1а (2-5 п шт п-т Н) р (6) 


2де Е — любое алгебраическое число степени п и высоты Н. 
Доказательство. Пусть у — число, введенное в лемме 4 для слу- 
чая я, =. Положим 


Ь — шах ( |1ша |, 11-1 |), ^=60(146+1)>120, л=м. (1) 


Покажем, что неравенство 


ты 2 шШ(Н+1) 
| — риа (п) Мш М 
[па—&|<е ^^" п п’ М, ЕН 5, (8) 
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для М>. №. невозможно. Пусть, наоборот, неравенство (8) справедливо. 
для сколь угодно больших №. Положим 


4 = [Ал М], 9= [М М], С = [ММ] (9). 
и рассмотрим функцию 
14—19 п—4 . 
1 (2) = р р Сие бы г > Е, С. (10 
№=0 1=0 ==0 


Для производных этой функции справедливо равенство 


(8) ыы ь ЕК! 1 —# 12 
7 (=) Е 2 Ск Е" Е (11). 
== = {= : 


Считаем, что |&| < 26. Пусть 


2 == 0 Ель = О а 
2% = [м шМ], 50 = [31 М шМ]; (12): 


тогда, оценив правую часть (11), получим неравенство 


[79 (#11) | < 94%Сп (25)"_ 1 2% (4, — 415% 14 Че < 
= т Сао! д те. (13} 


Выражения 7% (шо) являются линейными однородными формами от 
т = 49401 величин СГ). Разобьем }® (ша) на вещественную и мнимую 
части. Получим т, = 25, (22, +1) форм Ш /® (х ша) и Ве/® (2 ша). 
По лемме 1, целые рациональные числа С"», удовлетворяющие  усло- 
вию (10), можно выбрать так, чтобы среди них были отличные от нуля 


и чтобы выполнялись неравенства 


ыы па4 › 
(С++ 1) 2% (+0) — 2 
орут Со! 48° е9%0 
194 _ ы 
(С+и 28° (2х.1) о 


526, 5 = 0 Би ву 


| Ве/® (шо) |, | /® (ша) | 


|719 (2 та) | < ( 


ОЕ 


Из (9) и (12) вытекают неравенства 
Чо! < ехр (2^3п? т? М О (п? 1" М}, 
4 < ехр {23 № шп? № + О (пМ№ "№ №)}, 
50’ <ехр {3п? ш? М - О (п? Не М)}, (14: 
е’9*" < ехр {БА3п М ш? М + О (п М ш*% №)}, 
44а Лп п 
О (О 1) 2—4 +0(вп), 


так что для х=0, +1,..., +20; $ =0, 1,..., %—1, вследствие (7), 


- 5-ь . 
(в) — (5 — №) М ше М0 @2М ни № 
|9 ше) < 6-я) ь < 
< 


— + Ла ше М-Н (п М Ш №) 
е ® 


(15): 
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Выражение /® (х ша) является полиномом от по. Символом 1х (2) 
обозначим полином, получающийся из /® (х|по) заменой ша на 2. 
Тогда 


{ь. х (шо) = {® (ша). 


Далее, так как 


/..® —/,„(то) = | Л.) 4 (15'), 


то из (15) и (8) получим неравенство (0<0< 1) 


|, . © <, (п) |+ *—&|- шах |.) < 


Т=ЕЕ-О (11 «—Е) 
= й = г. Ата М 1" МО (п М ш* М) т ея" 11 (и1) М1? м. М. (15"); 
где 
9—1 а—1 Е и =— 
Вт не. „ (1) |< о № 5 бы ‚>; И а я АЕ = 
К—=0 1=0 
Е 
к (25) Са! 9: (15| + 1)! 2461 >|. (16) 
Для 5$ их из (12) справедливо 
М. „ < е 5+) №" М шМ+0 (вм 11*/ М), (16’) 


поэтому для $ и т из (12), вследствие (15”), 
— пам ла М-РО (па М 111 М) 
|3, = (8) [<е * 


+ еп" аа (4-1) ие М4 (5-55) №№ шп? МНО (®М 1т"/ М), (17): 


Применим теперь к ],,х(&) лемму 4. Здесь 
а =а &=ё М№=(9—1х М = -+п—2= №2 Ш М--О(п), 
Ее, Е и 


Оценим А = А, „. Вследствие (11), 


=, = к Иж” — —4{.8—# 1х 
= (598) (оленем). 


так что для любых $ их 
Аь <" Сп 2-40! (|| + 1)° (18) 
и для 5 их из (12), вследствие (14), 
Аз, „< ехр (531 № 11? М + О (пМ ш'ь №)}, № < 31 М ш? М. 
По лемме 4, если }, „(Ё) = 0, то 
| 1, * (&) | >. е-т (8%*т*М 1 МО (тм 11°/2м)} (19) 


О: ОТ... 5—1) 
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Для достаточно больших М, вследствие (7), неравенства ( 17) и (19) 
противоречивы, так что для М>. М, будет {», « (Е) = 0. Но тогда из (15), 
{16’) и (8) вытекает, что 

| 18) (2 ша) | = | №,» (ша) |< Шш«—&|. М. < 


— (24—55) Аз? 11 (п-Ё1) М 11° МЮ (пМ Ш“ №) —1 № М Ш (в-Е1) 10% № (20) 
<е = е , 


ММ. ЕО. В. оао ЗОВ Е 


Положим тр, =. 
ЛЕММА А. Пусть неравенство 


— и? 1 (п) М им 
179 (21а) <е ^" п" (21) 
праведлие0  дия Ж—=0, +1,...,; Ч, з= 0.1. 5 08 
р о +1. Тогда, если, № >. М, то это неравенство справедливо и для 
ОЕ а 
Доказательство. Воспользуемся леммой 7. Пусть 
б=шо, =, 1=5, 03544 —1, #=6, №,=2, &=3, $(2) = ] (2), 
— 27 11 (п-- 0) М Ш М 
Ваще „бе - 
Из формул (4) и (10) для |2| < 2х, ш«| = три | шх | вытекает 
неравенство 


71° (=) |< е*р--и 11 зр-+-4-О (М 1а М) {299.Сп (25)"—1 (б2)®—! е669хр 3,5 Ярер 2 
8, 6’ Ат 1 (п--1) М1 М-- (2--п-а 10) хр8р-РО (п№ Ш ый к 


< ам им М0 (пм и №) {ехр [(2% + 6622^*) и№М шз М — 
— 22“ 3,57 Ш? М--0 (в шп" М)]--ехр [ — А? п? (п-- 4) М ще М 
+ (2+ т + № 10) 2222 М 11° М +0 (М Ш М) < 
<етРАимиим, М> М; (22) 
поскольку, вследствие (7), 


Е — (2+ ш 10) Е т (У —9—4пк —4 Ш 10 )> 


а ИА 
2271 3,5'— (2-- 22+? {- 6622) № > 224 (1,25 —"+ +) >2м. 


Пусть 
= ШИ, №0) 44, ро ера. 


Воспользуемся неравенством (15”). Из (16), подставив значения $=$р-|-1 
и = тьма, получим неравенство 


р. +1 р--1 з ] ы 1 41] . 
М. „< + Р-Н) М па? М-НО (и ШИМ) < Ем Па м, 
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так что из (8), (7), (15”) и (22) будем иметь 

|5, х (Е) |< е 2 ?РАЧИМ лия М ожила (изн в +) Аах ие м О 

ое 27 И мемаа , М>. № (22) 
Воспользуемся снова леммой 4. Теперь уже 
№ < (9—1 жи 2 зим ше М, 

а из (18) следует неравенство 

Аз; х < ехр (4АЗп М шп? М -- 2 Зи ИР М О (®№М шем) 

ОЕ О 1 

поэтому, или ь, х (&) =0, или 


‚ ра ` Лаз я эм р ор зла: 2: т и 
бо У (Аебием 1ие М-Еар тим и М-РО(е м В) } ры 


>. е-10-3РАнам иим--О (им 11/2 №) 


ЕТ Е О (23) 
Для № > №, неравенства (22’) и (23) не могут иметь места одновре- 
менно, следовательно, для № > №, будет /. х (Е) =Ои * 
| 1, х (та) |== | ы @) 41| > 
1“ 


— е-№и’ и(а--х ий М-Н ив МЕРЕ 1 М-РН зим 11" М--О(Мт Иез) 


ре г Аи 1и(и-Е1)М т? М 


нее о ВЕ 


 — р 


Лемма А доказана. 

Неравенство (20) показывает, что для р= 0 условия леммы А вы- 
иолнены. Последовательно применяя лемму А, мы придем к неравен- 
ству 

о Ели Шо ш м 
1/8) (> Ш &) [< е , № 2 М 
ай ее ро в, И, НЕ, И ое Я ы 
д = [20 ш М], 5 = [4 М т М]. 
Применим опять лемму 7. Пусть 


Е 2. у =, [0 =, 6<9—1, 
__ 10п ой 1 8 п 


те ПЕ РТ ° 
$8) =/@), Ва, 


5 т" (им Ш М 
= 6 


ТА п 


По формуле (4) для |3 15 &|ш«| = 72^п справедливо нера- 
венство 


5 Известия АН, серия математическая, № 1 
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11° (2) | < 


ее ель о 9еСлб" | м и а 


3х 
10042 и? — || <? мя 


—е 


— 1 и ши) м ша? М-Е (2-6 5-2 1211 и-Е2 116) х8-НО(п М 1 е < 
— 
24: № ш* М-О(п* М т /№)-Е3А* № ше М-1 08 М 1? 1-55 Авт №М 1 № 
< [22 а 


— Е Аи пя) М Ш Х- (10-2 0-2 1-21 6 )впе М 1а* М-НО(пе № т №)--2А*№ 1щ2 № 
те . 
(24) 
Но для Л. 120 всегда шШл< о ‚ пб. Поэтому, вследствие (7), 

2 х 
у Аш 1) —10—210^—2 1 6—2 ши; (> г 2) шв +1) — 10 — 


555 


2) 2 л 2. 2 ^ 
= —2—х2> (2—2) ш2—2%—10- 2—1 >4—20+1)— 


о Во Е В 74) ар и 

не 
99 БАЗА НИХ 

: и о 


и для № > №; будет справедливо неравенство 


Е Ами Ш гы 
|/ << (3) | <е 60, 1,9 Ех ла 


Далее, для № >. №, имеет место неравенство 
24, < 231? ш М < 79п (п ШМ— 1) < 7 их, 


так что неравенство (25) справедливо для 2 = 0,2, 41, ..., 24 от. 
Воспользуемся леммой 6. Из формулы (2) получим неравенство 


— №т?М 1 М 
| Ска <е 8" (9—1)! тах нет г 
`: т-+3=0,1,..., а—4 А 
> А: А - 
тах _А зв | . 
К-т=0, о 9—1 | А, | (26) 


(смысл символов А, Д,, Аз, А1,х. к: был указан в условиях леммы 6). 
Оценим отношения А, ,;-[А и А. +: /А:. Воспользуемся равенством 


4 4 1 1 | 
а а: а @р 
2 2 2 2 
$ ть а а: а5 @, ь 4—1 
Я К о а ео —- ее а;) (26’) 
р—1 —1 —! —1 п п у 7 
а ат ар ау И 
р р р р 
а ат аъ ар 
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Считаем числа а; различными. Символом $, (2) обозначим определитель, 
получающийся из 6 заменой (1-- 1)-го столбца на столбец из величин 


1, 2, 2?,..., 29. Тогда, по формуле (26’), 
1—1 54 р р 
8 (= ИП (а, а) ‚Печ. | Пс и—а). ] щ—2)= 
1=4 7=0 = 2=0 1=1-1 
7-1 
1-1 р 
Пе. ПП е-э 
= й — 14—11 } 
р 
Пе-ар. ПП “5 
= 


Пусть 61, ‹ — алгебраическое дополнение элемента аз определителя 5. 
Так как &1,, является коэффициентом при 2° полинома $, (2), то 


|8|- 4 
< = 5 , 
ее: 16-9 
—=0 + 


где Аг, : есть сумма всевозможных произведений по р— $ различных 
множителей, выбранных из чисел | ао |, | а, |, ..., | @ 4 |, аи |, ... ‚| ар|. 
Пуеь р—=9 1, а =0. Тода онл, бд. м, и 


24-4) 
ГА А < А-4" т (27) 


Точно так же 
Ме А: 5 (28) 


Теперь из (26), (27) и (28) для всех К, { выводим неравенство 


— ми № ше М--АМ 1 М--0(тмМ ИМ) 


| Св, | < е (29) 


Однако, по лемме 4 (№ =0, А=С, М =п—1, т=пН.=Н<еМм\), 
или Ск =0, или 


|Сьт| > Е Е2ам и май и М) > о АмиМ ии М, (30) 


Для М№> №. неравенства (29) и (30) противоречивы, поэтому для 
№ >. и все С»: =0. Но &— алгебраическое число степени п, значит 
все СС) равны нулю. Но это не так, следовательно, для № >. №, нера- 
венство (8) невозможно. Увеличив Л, добъемся того, что неравенство (8} 
станет невозможным при всех №. Это доказывает неравенство (6’), 
так как 


(1 + о ши ШЯ) т (2 п шп + ШВ) > у, У 112 М, 


где у >0 и не зависит от п и ИН. 
5* 
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ТЕОРЕМА 2. Пусть «Е 0, 1 — алгебраическое число. Существует 
такое число ›, зависящее лилиь от & и выбора ветви функции ш =, что 


| Р (т а.) Е ет (т) (1-Е 1 п-На И) (2-й 11 п-т Н), 


где Р (2) | 0 — полином с целыми рациональными коэффициентами сте- 
пени п и высоты Н. 

Доказательство. Теорема вытекает непосредственно из теоремы | 
для ограниченных п, поэтому считаем п>.6. Пусть у — некоторое 
число и 

Р (12 “) а ет та (т-Н) (Е 1 п-т На (2-0 11 вп Н). 


Тогда хотя бы для одного неприводимого делителя р(2) полинома 
Р (2) справедливо неравенство 


| Р (11 “| = е-\тит щ(п--1)(1-т Ш п-Нш И)1п (2-1 ш п-ша Н) 


где и, — степень р (2): Если Н, — высота р (2), то, по лемме 2, Н,<Иб", 
откуда, так как шп 1, 

тп, шп, - Ш Я, <1+ шп пб ШН < 2 (1+ п шп ШН), 
11(п, шп. ШЯ,- 2)< т2- Ш (п тштп-+ШЯ + 2)<2т(п шв ШЯ + 2), 


так что 


1. а пет, ши, + ШИ, ) 1а(я, ш п, Н,-2) 


А 


1 Р(ш«)| <е 


Пусть & — корень р(2), ближайший к ша. Тогда, по лемме 5 


Ы 
9 
т, 11 Н.-—-- ут (и) (1--п, пи Ш И )ШО-я, Ш п. Н,) 
р. о 
|ш«—Е| <е < 
-- (5 2) -Еь р а. Н,Уш(п, Ш п.м Н,-2) 
ее 
и из теоремы 1 вытекает, что т. —2<у:. Итак, достаточно взять 
уз = 41 + 8: 
ТЕОРЕМА 3. Существует такое число уз, что 
Ё а | р Уз" (1 шт п-На На (3 -Еп п п-НТш Н), 
где ЕЁ — любое алгебраическое число степени п и высоты Н. 


Доказательство. Пусть у — число, введенное в лемме 4 для 
«, =7. Положим 


Х = 100 (1+1); Л=м. (30') 
Покажем, что неравенство 
7 Е п? № п Н-1 
1 обаяии" 9 Мп Ея, (93) 


для М> М, невозможно. Пусть, наоборот, неравенство (31) выполняется 
для сколь угодно болыних №. Пусть 


40 = [пт М а= [2 М № М], С = [мм], (32) 
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Снова рассмотрим функцию (10) с 4, 4, С из (32). Производные этой 
функции удовлетворяют равенству (11). Пусть |п — | <1и 


Е О ера = [АЛЬ М |, [7 МШМ): 
| `(33) 


тогда из формулы (11) вытекает неравенство 


[7% (лёг) | < а9оСп (к + 1)" 1 2%! (4% — 1)! (воле 14% 1 < 
< (2) т" 2109145 д. 


Выражения Ве /® (1х) и п {3 (5) являются линейными однородными 
формами от г = 940п величин С). Число этих форм ту = 28% (25% - 1). 
Но лемме 1, целые рациональные числа С), удовлетворяющие уело- 
вию (10) при С из (32), можно выбрать так, чтобы среди них были 
отличные от нуля и чтобы выполнялись неравенства 


2 п Чо п —1 п.С 4% 29 90! 
Ве (т |, Пой (лад < На 


ко ь 
(Е 1) 28° (2-1) 5 


д На бе Оо оо: 
Из (32) и (33) вытекают иеравенства 

до! < ехр {23 п шт? № - О (п Ш М), 

49° < ехр {23 № ш2 М + О(М№М Ш": М№)}, 


3 
20° <ехр {23 п ш? М - О (п п" №), уе 
255 И > 1) ^ г. 9 (-> пм 
так что для $ их из (33) 
|718) (115) | < | Ве /® (м) | + | Па /® (пех) | < 
= 2. й г =) №3 им№ 11? №М-РО (и М пы М) — р №№ ш? №--О (им п" М) (35) 


Выражение /“) (пд) является полиномом от п. Символом /], х(2) обозна- 
чим полином, получающийся из }“ (12) заменой п на 5. Тогда, вслед- 
ствие равенства 


ДВ) =) + кд Фь (35) 
из (31) и (35) выводим неравенство 
ПАО +18 =! тах |5) 001. (351) 
Далее, 
М,,= шах |/,.(0)|< 


лее (2) 
— — № ГМИ $ | 
< р > [Сы 2 Се яг (-е 1 - — 
А—=0 1=0 10 Е 


< (окунь пб (1 [2 
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Для 5 их из (33), а также и для |х| < 49%, 
М. „< ей М М+0 (М1 п"), (36) 
поэтому из (35”), (36) и (31) вытекает неравенство 


на (а ©> № № т? №493 № Ш М+0 (М ш*/ М) - 
ты 
1 


— № пм Ш? М0 (им Ш М) 


е - (37) 
Применим к алгебраическому числу /]., ‚(Ё) лемму 4. Здесь 
и: = =, „№ =4, Мо = Рп-2=А9. Ш МО), 
Ну ОИ 
Оценим А = А, х. Вследствие (11), 


4—1 9—1 


ве Я Я [а (а м ечичи), 


№=0 1=0 


где а равно нулю для четных А —[ и равно 1 для нечетных, 
для любых их 


так что 
Ав, х < 94отб 21 4 (4 — 112+ 05152" Саи" (21+ 1)6— 
и для $5 ит из (33), а также и для |т| < 44, вследствие (34), 
А, х <ехр {4^3 № т? М О (М ш'ьМ)}. (38) 
По лемме 4, или }, .() =0, или 
| в, х (Е) | >. е- 87 пм 1а* М+0 (№ их №, (39) 
Но для достаточно больших № неравенства (37) и (39) противоречивы, 


так что для М> М, будет }ь, „ (&) =0 и из (35), (36’) и (31) вытекает, 


что 


ПА аа) | = Мы () 1 [я — Мы хе Хи ие маем ше мои < 
М О р О Но Е 
(40) 
Положим тр = 27 4%. 
ЛЕММА В. Пусть неравенство 
| (=) ‚< ь — Мам М (41) 
справедливо для д =0, 1,..., Е хр, 5 =0, 1, 50— 1, где р о. 
Тогда, если М№> №, то это неравенство И справедливым для 
Е), ЗЕМ дов ‚Пары Яо в: $ —1. 


Доказательство. осЛолЕВЬМВЕ а 1. Пусть 


ФА. о — Фр, 0 = $5, < —1, К =0, К =2, Хы = 3, 
Фф (2) — 7 (2), В = Тр, = е_ 0,5 № эм "М, 
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=| < 2пхр = пур+1!, справедливо неравенство 


По формуле (4) для 


| о (2) | < {94оСп (2к)"—1 (блр)® 1 ет" 2.3.5 “р** 
{е 9,5 № пу ш* М+(ал-1 10) хр 5-0 (пм 10 №} ево Та в. О (М 1 №) < 
< о’ м м0 маш" Х) Ге(?+6=2Р) № пм ш* М—24.2Р 1а 3,5 М 10* М--О (№ ие м) 


е 5,52? пу п М-+(о-т-1а 10) №4 2Р пм 1" МО (пм 1а*/ №} 


—96› №11: № 7 
<е??’”Атмихм, МЫ М,, (42) 


так как, вследствие (30’), 


№ — 8 — (2+ я + 10) 224 > 8 (- -1—6 —3=—310) > 
>> 326 >. 274, 


№27 т3,5 — № — (2+ 6=22) 3>. 2724 (1,25 - А+ 07)> 2р м 


Пусть 


Е ОТ ео Ь 


Воспользуемся неравенством (35”). Из (36), (31), (42) и (30’) и условия, 
27 < 3^? получим неравенство 


|», = (2) |< е РММ ш* М {ем ши М4 М" м+0 (М 1 №) 
= е—27—1 пм Ш М ‚ММ (43) 


Воспользуемся снова леммой 4. Для А, ‚ справедлива оценка (38), 
остальные буквы также сохраняют прежнее значение, так что или 
Г», х (Е) =0, или справедливо неравенство (39). Но для № > М, неравенства 
(39) и (43) противоречат друг другу, следовательно, }в, „ (2) =0. Но 
тогда (34) и (36) показывают, что 


ее +4 < 
< е-тх ие м4 мии м+О (м ие М) 2” мам нем ь 
О. Е ЗО, 


Лемма В доказана. 
Неравенство (40) показывает, что для р =0 условия леммы В выпол- 
нены. Последовательно применяя лемму В, придем к неравенству 


| 18) (ед) <е-65” эмм, ММ, д=0,+1,..., 2, 8=0,1,..., 5—1, 
д = 201 3^*1 а 2341.1, > ЗА? (Ли ш М — 1) >> 29%. 
Теперь ‘можно воспользоваться формулой (3). Из оценок (27) и (28) 
получим неравенство 
Сы, < 605 эм ша м М+0 (У и’/ №), 


(44) 
о аи 
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Но, `позлемые (М = 04 О, М, т п Ну к И ем), 
или С, =0, или 


А С, р | РЕ (п? + 2и М 1 М + Ат М Шш* М) О 4 т У ше №, (45) 
Й г *. 

Для №М> М, неравенства (44) и (45) противоречивы, т. е. все Ск, =0, 

а так как & — алгебраическое число степени п, то и все С =» 18 


это не так, следовательно, для № > №. 
Теорема доказана. 


ТЕОРЕМА 4. Существует такое число |4, что 


неравенство (31) а 


| Р (к) | > е—\т(п шит) шп шп -2- Ш Н), 


где Р (2) Е 0 — полином с целыми рациональными 


коэффициентами 
степени п и высоты Н. 


Эта теорема выводится из теоремы 3 точно так же, как теорема 2 
была выведена из теоремы 1. 


$ 3. Теорема 1 может быть использована для построения примеров 
трансцендентных чисел. Приведем один такой пример. 
Пусть ® = Ищи, где 


">> 
^, й А, их 
и = В ао -У Вия ИЕ а (46) 
Ко, №1, К, ...;т:, ть,... — натуральные числа, К; >2, и везде берутся 


вещественные положительные значения корней. 


« — конечное число. 
Действительно, „41 >“ и 


РЗ 4 +И1чуг. Ев, 


а числа В, ограничены, так как 


в [м р 1 
О 
(у а: 
ту 
р 


Будем записывать число & так: 


Ко и й К, 1 тра — а 7" == 
(== 1 т А А зи дб". 


ценим разность & — “я 


Имеем неравенства: 


В 


Б ‚ 
п—>о> 2 


К ЕЕ 
ОЗ“ —«,< <у 1+ . Ни ини И — 


р. И 4+ иен 
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Пользуясь формулой 1” — у" = (5х — у) (171+... у” 1) и замечая, что 
в нашем случае х>1, у>1, получим 


в 
й 


Ох < — 
> А 


Ри Кока Кв тать т . Кок. - “А-тать-. т ° (47) 

Из равенства (46) последовательным возведением в степень можно 
получить уравнение, которому удовлетворяет число х„. При этом степень 
этого уравнения и величина коэффициентов будут зависеть лишь от 
чисел. №, №1,..., И И т, ТЬ,...,Ть. С другой стороны, разность % — ов, 
как видно из (47), зависит еще и от т»„+1. Поэтому, выбирая числа 
т»„-1 в зависимости от А;, т сп, можно построить число &, допу- 
скающее сколь угодно хорошую аппроксимацию алгебраическими числами; 
следовательно, числа т; можно выбрать так, чтобы из теоремы 1 следо- 
вала трансцендентность числа е®. 

Пусть, например, 


Ди кони о Не, 
Неравенство (47) показывает, что 
®+1 
—й— 228 
0 Е >, — 22+ 
< <2. ыы : (48) 


Носледовательным возведением в квадрат получим из (46) для „к урав- 
нение степени п» = 2*^. Оценим коэффициенты этого уравнения. Если 
уравнение для х», полученное указанным выше способом, есть 


Р, (2) == 0 , 
то уравнением для “^-.; будет 
Ричи (2) = ({Рь (2) + 1} — ты —1=0. 


Если коэффициенты уравнения Р» (2) =0 по абсолютной величине не 
превосходили Нь, то 


Низ < (На + 1 (2* + 1) * ти. (49) 
Докажем справедливость неравенства 
а (50) 


Для А =1 это неравенство справедливо, так как уравнение для %, 
имеет вид 

т! —1—т=0, т, = р 16, 
О о 256. Пусть неравенство (50) сираведливо для 
&=1,2,..., А. Тогда оно верно и для А = А, -- 1. Действительно, из (49) 
для К >А_>.1 следует неравенство 
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09? з р 
к (22 +1 +121) 072@+1) Е (2? +2 


2(Е- 1)? 2кз--2 
и. 
жс о? 4-22 (®-+1* +428 = ое 


не Нч 1) (22 ыы 
ое" в 


) 


так как 
а р 
Пусть Уо — любое фиксированное число. Тогда для >, 


рот’ 1 (ик апр Та пк НАЛа Опр 18 па На) — 


= 
2(В-1)* 
— ео? ка" 1) п (О-В 22° +1) — е— ть 22.3.2241 (2^*+3) > 9-2 (®-1) . (51) 


Теперь из неравенств (6’), (48) и (51) вытекает, что е“ — трансцендентное 
число. 

Пользуясь теоремой 1, можно строить также трансцендентные числа, 
задавая х в виде бесконечного ряда или бесконечного произведения. 


Поступило 
15. [Х. 1949 
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БИЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ЛИНЕЙНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 
ЗАДАЧ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В 1945 г. С.Г Л. Соболевым в статье «О почти периодичности 
решений волнового уравнения» приводится интеграл краевой задачи, 
отличный от классического интеграла энергии (1). Далее, С. Л. Собо- 
левым была поставлена проблема отыскания всей совокупности били- 
нейных интегралов данной краевой задачи, а также смежных задач. 
Настоящая статья служит ответом на поставленный вопрос. 


$ 1. Поетановка задачи 


В м-мерном эвклидовом пространстве, точки которого характери- 
зуются прямоугольными декартовыми координататами д., 1.,..., Хм, 
имеется конечная односвязная или многосвязная область О, ограничен- 
ная поверхностью 5. Если к точкам О) присоединить точки полного кон- 
тура 5, то получится замкнутая область О. 

Введем следуюшие обозначения: {= хи--4 — время, изменяющееся 
от — со до + ©0; 2=ЕИ-—1; п— внешняя нормаль к поверхности 5 
(предполагается существующей в каждой точке 5), и = и (11,..., Ят, й— 


ди 
искомая функция, о — и, -— производная оти по направлению нормали; 


ди ди 0?и : 
—— = а — — И; ее ГА — я, ... 
0; ар яиЬ 0%; дхь гы . ‚й=1,2, а 
т 
92 92 
а 
=1 
д — совокупность координат х., 2,,...,Ят или вектор, идущий из начала 
координат в точку 41, 2.,..., Ти, 45 = 41.45....4хт — элемент объема 
области ШО. 


За исключением случаев, которые будем специально оговаривать, нам 
придется рассматривать переходы от прямоугольной системы координат 
11, 2.,..., тк специальной, тоже прямоугольной, системе '2., '2., ...’,Фт, 
центр которой помещен в произвольную точку поверхности 6, 
ось ‘хи направлена по внешней нормали п, а '’21,...,'7т_1 — в касатель- 
ной плоскости. Заметим, что при таких преобразованиях и, Изк, Шще, ... 
будут ковариантными тензорами соответствующих рангов. 

Рассмотрим множество С функций, удовлетворяющих в РО волновому 
уравнению и на поверхности ©, сверх того, линейному однородному 
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пограничному условию ой = 0. Для конкретности, в области Р поставим 
следующие четыре предельных задачи. 
эадача №. 
С]и=0 внутри О, 
—= 0 на поверхности 5. 


5 


[И 


Задача 1. 


задача Ш. 


Задача ТУ. 


(и» Е Йин)5 = 0, 
й —0- 


Символ |з или ( )5 означает, что соответствующее выражение вычи- 


сляется в точках контура 5. й — здесь функция, заданная на 5. (Началь- 
ные функции Коши, т. е. значения и и и; в начальный момент не фик- 
‹ируются.) 

Под решением задачи понимается в дальнейшем комплексная функция 
и. от вещественных аргументов `2;, 25, ..., Тю, Хшуа (или от 5%, 2, „+, т), 
имеющая в /) непрерывные производные до второго порядка включи- 
тельно, удовлетворяющая волновому уравнению и пограничному условию 
поставленной задачи. Пусть © — второе решение той же задачи; в част- 
ности, можно положить 9 = и, где и — функция, комплексно-сопряжен- 
ная си. 

Рассмотрим функционал / (и, ©), заданный на множестве Т пар функ- 
ций, определенных в ) и удовлетворяющих в О некоторым условиям 
общего характера (например, достаточно гладких). 

Назовем интегралом задачи на Т всякий функционал Г(и, 9), сохра- 
няющий постоянное значение во времени, на любой паре решений и, %, 
принадлежащей к Т. 

Рассмотрим теперь. следующую билинейную форму от производных 
искомых функций: 


М 


р мт, 
оо а 9) 


- УМ д “т-|-1 Хт-Е 8 . 
ЬУ=0 Ха; =4 05|! Отт в Вт 99° ба 


38. == 
УВ; = 


‹ коэффициентами, зависящими только от пространственных координат 
11, Фо, ....Фт, имеющими в 0) непрерывные производные до порядка № + 1 
включительно. 

Пусть, далее, оу_1 (и, 9) — тоже билинейная форма вида (1.4), содер- 
катцая производные от и, ©. до порядка М —1 включительно, с доста- 
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точно гладкими, определенными на © коэффициентами (подробнее об 
условиях на коэффициенты см. в 8 4). 
Выражение вида 


Им (9) ) хх (и, 9) ах \ у (и, 9) 45 (1.2) 
р 5 


будем называть билинейным интегралом конечного порядка, если оно 
сохраняет постоянное значение во времени по крайней мере на любых 
парах решений и, 9, имеющих непрерывные в О (при рассматриваемых 
значениях #) все производные до порядка 2М - 1 включительно (множество 
таких пар решений обозначим через Г»). 

Выражения 


\ (и; 9)ат и \ ол, (и, 9) 45 
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будем называть соответственно объемной и поверхностной компонентой 
билинейного интеграла. Все билинейные интегралы разделим на два 
следующих класса. 
Билинейный интеграл, равный нулю на любой паре решений и, з, 
принадлежащей к Ту, будем называть интегралом нулевого класса. 
Билинейный интеграл, для которого существуют пары и, 9, принад- 
лежащие к Гм, такие, что 1 (и, 9) =С-0, будем называть интег ралом 
класса С. 
о Нашей целью в этой статье является формулировка необходимых 
и достаточных условий для того, чтобы выражение (1.2) было интегра- 
лом задачи в вышеуказанном смысле. 


ы $ 2. Вонтурные тождества 


Контур 5 в этом параграфе будем считать достаточно гладким. 

Кроме произвольной системы координат 2;,...,Хтш, введем в даль- 
нейшем в рассмотрение специальную систему координат '21, '7.,... „Хи, 
также прямоугольную, центр которой помещен в произвольную точку 
О’ поверхности 5, ось 'хи направлена йо внешней нормали к 5, а оси 
'71,...,Тт4— В касательной плоскости по направлению линий главных 
кривизн, проходящих через точку касания 0’. Штрихи над специальными 
координатами иногда придется опускать, однако при рассмотрении по- 
верхностной компоненты интеграла, а также при записи контурных 
дифференциальных тождеств мы будем обычно пользоваться специаль- 
ными координатами. 

На поверхность 5 налагаются следующие ограничения: 

1) В каждой точке О’ поверхности 5 существует касательная пло- 
скость (). 

2) Малая окрестность с точки О’ на поверхности 5 однозначно проек- 
тируется на касательную плоскость 0. 
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{= 


на котором поверхность 5 локально может быть задана явным уравне- 
нием 


/ 7 7. у ’ 
Ти = Жи бо ито ›Яи-4] 


(когда проекция '1,...’Хи_1 обегает круг в’, проектируемая точка 
'71,'15...Тт_1'Хт обегает конечную окрестность точки касания 0’ 
которую и обозначим дальше через с). 

3) Функция '7т = '2т [21,..., Хи—4| имеет непрерывные производные 
до порядка 2№ + 1. Введем обозначения: 


О | 


г. == 57 й Ры — . (2.1) 


и 27 
| д’т; д'т; 


Все производные (2.1), которые встречаются в рассуждении, связанном 
с установлением факта, что выражение (1.3) является интегралом, будем 
предполагать непрерывными в замкнутом круге с’. 

В выполнении пунктов 1), 2), 3) и заключается требование достаточ- 
ной гладкости 5 (отметим, что в начале координат специальной системы, 
в силу выбора последней, имеют место равенства Р;=0, ВР; =0 при 
итд 

Для каждой точки О’ существует свое число 9’, обладающее пере- 
численными свойствами, но так как поверхность 5 есть замкнутое мно- 
жество, то, по лемме Гейне-Бореля, заключаем, что можно найти одно 
число р’>0, годное для всех точек 5 одновременно (именно такое 
число и обозначаем дальше через р’). Можно также указать конечное 
число точек 0’ таких, что однозначно проектируемые куски с, пере- 
крывая друг друга, закроют всю поверхность 5. 

Частные производные вида 


д -Ну 
Йо 
оса м У 
71 °°°7т+. 9х]. `-дт А 


когда все аргументы функции и являются независимыми, мы будем 
называть объемными производными. Когда же и рассматривается как 


сложная функция, где 'ти = ‘тт ['5.,...,'Хт_1|, то полные производные 
от и шо '5,,'11,..., Хил обозначаем символами 


мам < о 


Зе... 9—1 
(2) %0 НА 


и называем полными частными производными. Объемные производные, 
содержащие по крайней мере одно дифференцирование по '5т (по нор- 
мали), будем называть главными производными, а все производные, не 
содержащие дифференцирования по 'х», назовем параметрическими. 
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Из пограничного условия, записанного предварительно в виде тоя‹- 
дества относительно переменных '11, '2.,...,'Хш_1,Ё, а также из волно- 
вого уравнения, записанного в специальных координатах, можно извлечь, 
путем дифференцирований и подстановок (образований скобок Пуассона), 
множество дифференциальных следствий, справедливых на поверхности $. 
Всю совокупность таких тождеств обозначим через $и =0, 659 = 0. 
Если же из них выделить только те, которые содержат производные 
порядка не выше М-го, то такую совокупность тождеств обозначаем 
через 5хи =0, бло =0. Например, в случае задачи | предельное усло- 
вие на 5 можно переписать в виде тождества 


Е о 


Дифференцируя это тождество два раза по ’х;, получим два следующих 
новых тождества: 


ди 


п-т Ри» =Е0, 
й 


(+) 
из. 2 Рут яг иттР + Ит В == (0) 


Если в тождествах $5ли = 0 перейти в начало координат специальной 
системы, то мы получим совокупность тождеств, которую обозначим 
через бми =0 (в начале координат тождества (*), например, принимают 
вид и; =0, и; Ни,Р;; =0). 

При рассмотрении определенной задачи будем писать вместо 
5хи = 0 и бли =0 символы 


буи == 0, Пбци=0,... и 19 =0,..., 


указывая верхним римским значком номер рассматриваемой задачи 
(см. 8 1). 

Всю совокупность тождеств бми = 0 можно было бы получить сле- 
дующим образом. В пространстве х,,...,Хт, Хтфа возьмем поверхность $ 
в фиксированный момент { и через каждую ее точку проведем прямую, 
параллельную оси времени 51.41; тогда получим цилиндрическую по- 
верхность Р. Поверхность Ё не будет характеристической. Действи- 
тельно, для волнового уравнения характеристической поверхностью 
является конус с образующей, наклоненной к оси времени хи41 под 
определенным углом. Следовательно, для поверхности РЁ имеет смысл 
постановка классической задачи Коши: * 


{]#=0, {2,) ] 


#]‚ = Фо, (2%) (2.2) 
|= (2) | 


* Точнее говоря, функции фо и $, в дальнейшем будут так фиксированы, чте 
задача (2.2) приобретет смысл. 
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Для нас важно в каждой задаче среди всего множества производных 
от искомых функций найти базис на поверхности 5, состоящий из всех 
тех функций, которые при наличии тождеств би =0, 5м9 =0 можно 
считать в фиксированный момент произвольными независимыми друг от 
друга функциями точки поверхности $5 (поверхностный базис задачи). 

В задаче (2.2) функции Фо и $, произвольны, однако если принять 
во внимание, например, пограничное условие задачи 1, то и |, = Ф==0 
и, следовательно, в данном случае остается произвольной на поверхно- 
сти цилиндра Ё только одна функция ф, = ии. 

Если же цилиндр ЁР пересечен плоскостью {= с0п3, то в полученном 
сечении $ произвольной будет не только функция ф, = и», но, очевидно, 
и все ее производные по направлению образующей цилиндра, парал- 
лельной оси времени (: 


: Ни 
ПИ Е о сю -ЯЛЕЕЕ 
дпвдй 
и : ди 
. 1 7 
[ соответственно на о’ базисом будут функции и? = И 
х Е, 


В задачах П, ПТ, 1У функция $, =и„ равна нулю или выражается 
через иг (см. $ 1), следовательно, базис на 5 в фиксированный момент 
образуют функции 


: 9 и 
ОЕ о 
ой 


(независимость друг от друга перечисленных функций на © в фиксиро- 
ванный момент следует из произвольности и, и, в плоскости {== сопзё, 
в которой лежит и граница 5). 

Таким образом, справедлива следующая 

ТЕОРЕМА 1. Базисом на поверхности 5 в фиксированный момент 
6 задачах П, Ш, ПУ будут функции: 


х 2М 
: ди 9`‘о 
ИО =И, И =, ..., ИМ == — . Фуа. Омана, 6 
ОЕ 9 
а в задаче 1— функции 
Ем 1-5 
; [@] и . ) и 
И, р Ме Фа | 
дпди дпдН 


(в задаче 1 базисом на с’ можно считать также функции: 


: аи . оо 5 - р 
= ь 07 — ; ] = 0, 1 а) 
Я 9’х 08 : 
т 
Если поставлена задача Коши (2.2), то существует определенный 
процесс, принадлежащий Софье Ковалевской (?), который позволяет, 
как известно, выразить единственным образом локально на с все объем- 
ные производные искомой функции через полные производные от 
заданных функций 


Фо (т, а "бт ’Тт [т:, и „т ы 1, п), Ф\ ('ж, Х», +5 "Тт—1 ) "би [2,, г + ый 1). 
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Именно, каждая производная выразится в виде линейного оператора: 


атс Тут и 
5. у Ут —% 2, тд (Фо, Фи). (2.3) 
бт 0 и 

Упомянутый процесс состоит в последовательных всевозможных диф- 
ференцированиях тождеств (2%), (2,), (2,) соответственно до порядков 
№, № —1, М —2 включительно и подстановках одних результатов диф- 
ференцирований в другие (в решении систем уравнений). 

В случае задач Т, П, Ш, ТУ в правой части (2.3) пару функций 
(20›Ф:) можно заменить соответственно задаче па следующие пары: 
(0, и»), (№, 0), (и, — йм), (и, — лин). Таким образом, конечное число дей- 
ствий дает возможность выписать все тождества между производными, 
обозначенные раньше через 9 ми == 0. Перечисленные факты можно вы- 
разить следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА 2. Число р’. 0 можно взять настолько малым, что на в 
все объемные производные от и, 9 д0 порядка М включительно выра- 
зятся явно единственным образом в виде линейных выражений через 
полные производные от функций поверхностного базиса рассматриваемой 
задачи. 

Контурные тождества би = 0, Ибнци = 0, ИТ буи = 0, 1 би =0бу- 
дут подробно выписаны в следующей статье, посвященной интегралам клас- 
са С (тогда утверждения теорем 1 и 2 будут непосредственно проверены 
вычислениями), здесь же конкретный вид перечисленных тождеств нам 


ие нужен. 
$ 3. Объемная компонента интеграла нулевого клаеса 


Пусть в плоской области В, точки которой характеризуются прнмо- 
угольными декартовыми координатами 2;, 25,...,2; и которая ограни- 
чена достаточно гладким контуром 5 (область эвклидова пространства 
Е, < т), дано выражение: 


и 1 „Ва-..-Вь_ 
к о-в о 


Я, = 1 Е =. ай а АА. ...Ч ть : 
7 \ у р дл. 5 „дтуй ОИ ( —. : 8) да. ° „дей 1 нае 


В Б=б +. ак 
в.в . 


о 
тв \ "45, (3.1) 
8 
где объемные коэффициенты Аш...а, (21,...,2) имеют непрерывные 
р 6, --Вв 


в В производные до некоторого достаточно высокого порядка, ‹* — би- 
линейная форма от производных функций и°,...,иК; 9°,..., 9 с доста- 
точно гладкими коэффициентами, определенными на © *, и функции 
и = (2,...,т,й), а также 97 = 17 (21,...,2ии) определены на неко- 


* Коэффициенты объемной и поверхностной билинейных форм не меняются для 
данного #. 


6 Известия АН, серия математическая, № 1 
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торой области У, по отношению к которой В является лишь подпрост- 
ранством, и принадлежат на У к некоторому множеству С“ (например, 
множество достаточно гладких решений линейной краевой задачи, по- 
ставленной в 0), для той или иной гиперболической системы уравне- 
ний ).* 

Функции и9, и!1,...ик, принадлежащие СХ, могут оказаться зависи- 
мыми на подмножестве В. Мы предполагаем, что среди последних можно 
выбрать базис и°,...,и“, состоящий из произвольных независимых друг 
от друга на В в фиксированный момент функций, причем всякая 
и (1 =0,1,2,...,К) выражается через функции базиса линейным опера- 
тором вида 


|2. 


ИЕ она 
1 й 


а... ар М№ 151 


ааа 1 
де Не Аи 
7.6 а 
дх4:.- ть 


(3.2) 


(аналогично 9? выражаются линейным оператором через функции 
«объемного» базиса 41°, <',..., <"). 


Выразим Й через функции базисов и9, и\,..., ий; 90, 1,..., в, под- 
ставляя (3.2) в (3.1), и затем интегрированием по частям по области В 


очистим один из базисов от знаков дифференцирований по %:,...,т{к; 
тогда выражение (3.1) можно записать в виде 


ео Гй - 2(М+М.) а а С ай : а р. ) 
— р № А КЕ ни А ›( . ) 


. 21... | 
1 ь 8 


ы ея 
й = 71) 1 : ны $ 
: У \ У дл. -в(ь`°° ‚%л) бл. Е ль з. 
ВОВ Ел. На 2У-Е№) 1 А 


ь ов Сл. Нео 


= \ь"а5. (3.3") | 

8 ) 

(3.3) 

Заметим, что при интегрированиях по частям будут выделяться но- 
вые члены под знак контурного интеграла, так что ®’ перейдет в ®' 
или, соответственно, в ©". Приведение выражения (3.1) к виду (3.3) 
или (3.3") (где и9, и!,..., иги 90, 91,..., 9 — функции базисов на В 
в фиксированный момент) будем называть приведением 0 к канониче- 
скому виду; естественно, интеграл, распространенный на область В 
в (3.3'), назовем канонической объемной компонентой, а \ "45 — кано- 


5 
нической поверхностной компонентой (аналогично в (3.3")). 


Коэффициенты т ат а (т) и функции базиса будем 

В, -- В 
предполагать имеющими такое число непрерывных в В производных, 
что приведение к каноническому виду (3.3) возможно и не выводит за 
класс непрерывных в В функций; в частности, все А ть), 
7..4 (Я, .:.,%) будут иеирерывными в В, и ®’ танже считаем непре- 


* С` на ВБ. характеризуется множеством функций, допустимых в качестве 
функций базиса. 
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рывной на 5 (достаточно потребовать от коэффициентов существования 
непрерывных производных в В до порядка № + № и для функций 
базиса и, и!,.,.и7; 99, 91,..., и — до порядка 2 (М -+ №), но для кон- 
кретных гиперболических систем, встречающихся часто в математической 
физике, дело обстоит, собственно, проще). 

Докажем теперь следуюпую теорему, которая используется в даль- 
нейшем: 

ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы выражение (3.3) с непрерывными обз- 
емными коэффициснтами ВЯ. О бес), ие (%,,..., 2) обраща- 
лось в ноль на либыт функциях базисов и, ш,..., ий; 99, 41,..., чи, 
имеющих непрерывные в В производные до порядка 2(М-Е М,), игобхо- 
димо и достаточно обрамание в ноль тождественно всеф объемных коэф- 
фициентов В. Зв 7). зи (при каждой производной от функций базиса) 
и, кроме того, канонической поверхностной компоненты. 

Достаточность очевидна (если каноническая поверхностная компонента 
равна нулю и все коэффициенты в. (рес, то ==0). 

Докажем необходимость. Пусть й=0 и не все коэффициенты 
в к (7ь-.-, Жи) равны нулю тождественно. Возьмем среди не равных 


нулю коэффициент те ет Ы (%,,..., 2) с минимальной суммой значков 
к 


= Е. оо 0 
И. -- Л = №, и и в какой-то внутренней точке 27 (51, 12,..., хи) 
и, в силу непрерывности, в малой ее окрестности 


Ве 
-- ИУ (т, — 20) < 28 
1 
целиком погруженной в В, соблюдается неравенство 
$о7о 
Рая 0. 
1 В 


Выберем следующим образом функции базисов: 


и =0 приё а; 9/==0 при 7 = у.; 
Ю при р > 5, 
ке 
|1 при р 8, (3.4) 
оо 0 . 
Яко 7 | 
; Е В 
Ио —= я © (6), 
о ) 
где 1 при 2<5, 
ера 
Л и РА 
в (в) = р) 2 6 р Й ( в. при $ <р< 25, 
| 98 -5) 1 
| 0 при в > 25. 


Заметим, что функция © (0) имеет непрерывные производные всех по- 
рядков при любых о. 


6= 
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При таком выборе функций базиса поверхностная компонента в выра- 
жении (3.3) пропадает, а подинтегральное выражение в объемной ком- 
поненте (3.3) сводится к одному положительному члену, и можно пз- 
писать неравенство: 

й = \ м + (№, Зарина Тьма аз, гч3аль 230: 

ен 
2<5 
Но последнее неравенство противоречит предположению, что # == 0 (на лю- 
бых функциях базиса, имеющих непрерывные производные до порядка 
й Рь м го 

2(№М + №.)), следовательно, все В;...;, (2) ==0, а также ту... (21, -.., Хь) == 0, 
что и требовалостъ доказать. 

Билинейную форму от производных, стоящую под знаком объем- 
ного интеграла в (3.1), будем в этом случае (когда после привс- 
дения в каноническому виду все канонические объемные коэффи- 
циенты 1... (21,..., Жи) и 7й.. 5. (2,..., 2) равны нулю тождественно) 
называть принадлежащей к идеалу на базисе и, и! ...и; 10,..., Фи 
обозначать символом 


Ок, ПЕ, НЫ 


Рассмотрим теперь билинейный интеграл волнового уравнения по- 
рядка М вида (1.2), принадлежащий к нулевому ‚классу: 


м (и, 9) = \ «м (и, 9) ах + ) ®м4 (и, 9) а5. (3.5) 
р 5 
Введем обозначения 
Я и ь 9 $ ‹ : 
и=и, Ш =ыш, — = В О 
м Е. ( ) 


(и, о — решения волнового уравнения). 


Если волновое уравнение продифференцировать всевозможным обра- 
зом по перемонным 2:,1.,...,Хт,Ё до порядка М — 2 включительно, 


то получим совокупность тождеств [] ми = 0, справедливых в /), в част- 
ности, в фиксированный момент. Пользуясь волновым уравнением и сго 
дифференциальными следствиями []ми == 0, можно паписать следующие 
зависимости среди функций и: 


и: =Аи, ий = А, им — Ми, = Аи 
аналогично, 
9 = А, 92 = М, 


Таким образом, все ий, 9* можно выразить только через четыре функ- 
ции и, и;; ©, 9,. Этот процессе изгнания из выражения (3.5) всех произ- 
водных, содержащих дифференцирования по времени порядка выше 
первого, можно рассматривать как деление билинейных форм ом (и, 9), 
«м1 (и, 9) на элементы множеств | ]ми = 0, []мх = 0. Что касается функ- 
ций и, и;, то они в фиксированный момент (который можно принять за 
«начальный») задаются, как известно, по произволу независимо друг 
от друга. Таким образом, объемным базисом в Л в данном случае будут 
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функции и, и, и, соответствеино, ©, ®;. Приведя (3.5) к каноническому 
виду, получим 


4х + т (и, о) 45. (3.5*) 


5 


| 2м ( 
Е > \ — [2 , 


кю ру: Елиеео 


Отсюда, применяя теорему 3, получим систему следующих равенств, 
которую будем называть внутренней или объемной таблицей: 


АЕ \ 
И р (1) 0 | 


Совокупность тождеств (3.6), означающих, что остаток от упомянутого 
деления формы см (и, 9) на элементы []м= 0, [м9 =0 оказался рав- 
ным нулю, нужно рассматривать как систему тензорных уравнений в 
частных производных относительно искомых коэффициентов объемной 
формы «м (и, 9). Если коэффициенты формы ом (и, 9) удовлетворяют 
системе (3.6), то «м (и, 9) будем пазывать объемным идеалом волнового 
уравнения и писать, соответственно, 


(3.6) 


или 


м (и, Г) == о[и, и; ®, 9]. 


Результат сформулируем в виде теоремы, которая является следстви- 
ем теоремы 3. . 

ТЕОРЕМА 31. Для того чтобы выражение (3.5) се коэффициентами 
формы ом (и, 9), имеющими непрерывные в ) производные д0 порядка № 
включительно, было интегралом нулевого’ класса на множестве пар реше- 
ний волнового уравнения и, 9, принадлежащих к Тм, необходимо и доста- 
точно, чтобы объемная форма принадлежала к объемному идеалу волно- 
в0го уравнения о[и, и; 9, %!| и, кроме того, чтобы каноническая поверх- 
ностная компонента обращалась в поль на Тм. 


& 4. Ваноническая поверхноетная компонента интеграла нулевого 
клаееа и общие замечания 


Займемся теперь канонической поверхностной комипонентой интеграла. 


нулевого класса 5 = ы 4$, которая, по теореме 3 или 39, должна 


8 
обращаться в ноль. Возьмем функции объемных базисов отличными от 


нуля в столь малой окрестности точки О’ области 0, что все функции 

поверхностного базиса будут отличны от нуля только в некоторой 

области, погруженной целиком внутрь с. Напомним, что с получается 
т-—1 


/ 


из круга с’ в касательной илоскости р < локальным уравнением 


К=1 


поверхности '52т = '2т['21,..., Ят 1], де число ©’ одно и то же для 
всех точек О’ поверхности 5 и, как отмечено в $ 1, выбрано таким, что: 
1) функция '5т = "т ['21,..., 'Яти| имеет непрерывные в замкнутом 


круге с’ производные до порядка 2 (№ -- №.) включительно; 
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2) возможно явное на с выражение всех объемных производных от 


искомых функций через нолные производные от функций поверхностного 
базиса. 


Интеграл Яз = \’4 в данном случае превратится в интеграл по с, 
5 
и его можно преобразовать в интеграл по касательному кругу с’. Если 
все объемные производные выразить через полные от функций поверх- 
т—1 


/ 2 
ностных базисов, положить 45 = 1+ _% Р; 4с’ и затем привести по- 
1 


пученный интеграл по о’ к каноническому виду, то в результате перс- 
численных преобразований мы получим следующее выражение для Йз: 


#3 = \ 4 — ее = 
5 в 
х а, Е ы и и , 
= У ЕЕ аа, ат ('21,---) т): 
1, 7=0 с’ о Ни 4 <ЗМ-ЕМ№ 9 2". ..д 7 т_4 В, -*"Вт—4 
В. ЕВ 4 ЗМ-ЕМь 


... Н р 
дет рая У У р | 
т. 6, ей о и к ‚ ен (зе т) 
9'21 "т ВО ЕЕ: -Нт_4<2 (ММ-4 


тай 


[о р О тьа — 


ОЕ т 
1 т--1 


№ та 
а я же 
5 № \ | 2 и - в) (2 .. и) 


$, 7—0 сз’ А тр—4<2 (М-М-4 
И 
а о , » 
. Е 7 [ео '. (4.1) 
9’. ’ж т-—1 
1 т—1 


(контурный интеграл здесь пропадает, так как на контуре с’ все произ- 
водные от функций поверхностного базиса ио0, и\..., ино; 390, 91... о 
равны нулю). 

Отсюда, по теореме 3 (область В в данном случае заменяется через с’), 
заключаем, что все определенные на с канонические коэффициенты 


®.. ®.. 
В" . ии олжны обращаться в : 
ириса ращ нуль: 


*.. 
11 + а з 
И ... 9 1 ( т, оо, Тт 4) == 0; 


(4.2) 


* 


И: й. й а 
АУ Ро у бт 1) == 0. 


Если условие (4.2) выполнено в конечной окрестности начала коор- 
динат любой специальной системы, т. е. для всех положений 0’ на 6, 
то каноническую поверхностную билинейную форму «’ будем называть 
принадлежащей к идеалу на поверхностном базисе и обозначать через 
О [21° нано ел. , 

В этом и заключается необходимое условие для канонической поверх- 
ностной компоненты интеграла нулевого класса. 
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Докажем, что найденное необходимое условие будет и достаточным. 


Рассмотрим функцию ЕЁ, равную единице в области О и внекоторой 
более широкой области. Конечно, Ё с точностью до любого = > 0 можно* 


заменить на функцию Ё, состоящую из конечного числа слагаемых, 
каждое из которых имеет непрерывные в Д производные до порядка 
2(№М- №.) +2 и отлично от нуля лишь в малой области, которая 
целиком помещается внутри т-мерного шара радиуса " (Е [ЕЁ =», где 
|&|<е=и имеет все производные до порядка 2(М№- М№,), также по 
абсолютной величине меньшимиев Л). 

Умножим теперь все функции поверхностного базиса под знаком 
интеграла Й. = \ «’ 45 на единицу Ё. Так как все рассуждения проводят- 


ся нами в фиксированный момент /, то, отбрасывая величины порядка Е, 
мы можем множитель Ё заменить на Ё (соответственно Й, заменится при 
этом на #); тогда все функции базиса и", и получат множитель Е и 
разобьются на конечное число слагаемых и!, 91, каждое из которых 
отлично от нуля только на малом участке с, поверхности 9 и равно 
нулю в остальных точках 5. (На элементе о: возьмем точку О, и спро- 
‘ектируем с: на касательную плоскость с точкой касания в О’, причем 
проекция от, обозначаемая через с, тоже помещается внутри круга 


т—1 
25’ 2 
я а. т. Интеграл 7. разобъется на конечное число слагаемых вида 


(=1 


= У У} о (и, 9) 401. (4.3) 


$, 1=01 в1° 


* Утверждение, конечно, не ново, однако его можно сделать очевидным. 
например, следующим. образом. Рассмотрим в (т - 1)-мерном пространстве со вза- 
имно перпендикулярными осями 2;, 1.,...,хт, Е плоскость Е, ху. В вертикальную 
полосу 0% Е <! названной плоскости впишем кривую Е =ф(5;) типа синусоиды; 
положим при этом, что ф(х)) имеет непрерывные производные до порядка 
2(М-+М,) 2 включительно, которые в равноотстоящих точках касания Мь, М: 
с прямыми ЕЁ =0, Е =1 все обращаются в нуль о —М, = М; | —М, = я 
Далее, через кривую Е =$(2,) проводим цилиндрическую поверхность 7; с обра- 
зующими, параллельными всем другим осям, кроме оси ху. Разрезами вдоль поверх- 
ностей Т,, Т., ..., Тю пласт 0 < Е пространства 21,...хт, Е разобьется на 
криволинейные пирамиды; соответственно можно написать равенство 
Е = УФ, е т (71, -.-› т), причем каждое слагаемое суммы $; ;,.. ы (и т) 


отлично от нуля лишь в т-мерном кубе №, < т, < №41, который можно поме- 
{^ 


е 
стить в шар радиуса ‘5. Слагаемые $; ...:и не имеют непрерывных производных 
- 1 


на ребрах пирамиды, т. е. на пересечениях двух упомянутых цилиндрических 
поверхностей. Поэтому заменим ф ; (71, ....7т) приближенно функцией 
ая 


й ; 3 ; Л ‹ 
И т (1,,..., Хъ), которая уже имеет непрерывными все производные до порядка 
ЗМ М№о) 2, и напишем равенство: 
Е = р а (т1,.- тт) + о = Е о; Ч, Бои (т,,...› тт) 280 
В : 


вне куба №, <, < Л ,., (под знаком суммы № удерживаем только те слагаемые. 
р 


которые отличны от нуля хоть в одной‘ точке области /2). 
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Но так как необходимое условие (4.2) выполнено, то каждый из инте- 
гралов в правой части (4.3) равен нулю (после приведения к канони- 


ческому виду), а тогда и & равен нулю. Следовательно, 


У = с ) [®’ (ш!, оо)  ®' (ом, 91)] 45 —- 
1 


есть величина порядка =? (интегралы по с; обращаются в нуль, в силу (4.2)). 
Устремляя ек нулю, находим, что 7, =0, что и требовалось. 

Можно было бы не вводить Ё, а разрезать © на малые части и дока- 
зать, что интегралы по противоположным сторонам разреза сокращаются, 
в силу достаточной гладкости 5 (направление внешней нормали противо- 
положно при рассмотрении двух соприкасающихся частей, на которые: 
разбили 5). Но такой путь привел бы к сложным вычислениям, в которых 
нет необходимости. 

Резюмируя предыдущее, можно сформулировать следующую теорему 
общего характера. 

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы выражение 


и +) бе #5 


2де ®\, ®у_| — объемная и поверхностная билинейные формы от произ- 
водных искомых функций данной линейной гиперболической задачи с 00- 
статочно гладкими коэффициентами и 5 — достаточно гладкий контур, 
было интегралом нулевого класса, необходимо и достаточно, чтобы 
билинейная форма у принадлежала к идеалу на объемном базисе и 
каноническая поверхностная форма (определенная на 5), сверх того, 
принадлежала к идеалу на поверхностном базисе рассматриваемой 
задачи (обращалась в нуль, в силу контурных тождеств задачи). 

Если иметьв виду предельные задачи Т, П, Ш, 1У волнового урав- 
нения (см. $ 1), то предыдущей теореме можно придать более опреде- 
ленную формулировку: 

ТЕОРЕМА 5. Для того чтобы выражение (1.2) было интегралом 
нулевого класса рассматриваемой задачи (в смысле определения, данного 
в $ 1, т. е. обращалось в нуль на Гу), необходимо и достаточно, чтобы 
объемная билинейная форма ®у (и, 9) была включена в объемный идеал 
волнового уравнения О [и, и; ®, чи и, сверх того, каноническая поверхност- 
ная билинейная форма ®’) ‚(и, 9) была включена в поверхностный 
идеал задачи (от 5 или от функции '7т ['1,,...,'Хт_1| здесь требуется 
существование непрерывных производных до порядка 2(М№М —1) и от 
коэффициентов канонической поверхностной формы — до порядка № — 1 
на с’, а от коэффициентов объемной формы %у(и, 9) — непрерывных в. 
производных до порядка М). 
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Если иметь в виду другие линейные краевые задачи, не связанные с 
волновым уравнением, а связанные с той или иной гиперболической 
системой уравнений, то объемный базис ясен из самой постановки задачи 
ибо, кроме системы уравнений, справедливых в 0), и пограничных 
условий, должны ставиться определенные начальные условия в фиксиро- 
ванный момент времени {; вся совокупность функций [и°, и!,..., о; 
9°, 91,..., 0], которые задаются по произволу (независимо друг от 
друга), и будет объемным базисом в данной задаче. Поверхностный 
базис зависит не только от рассматриваемой гиперболической системы 
уравнений, но и от пограничных условий задачи (выбор базиса может 
оказаться не единственным). 

Возьмем, например, упругие колебания твердого тела, занимающего 
трехмерную область 0), граница которого заделана и остается неподвиж- 
ной (компоненты вектора смещения и\, и?, из удовлетворяют известным 
уравнениям динамической теории упругости внутри О и на контуре $ 
равны нулю). Из системы динамических уравнений нетрудно усмотреть, 
что объемным базисом в О будут в данном случае компоненты смещения 
и их первые производные по времени и1, и?, из; и! , из, из (аналогично 


для второго решения той же задачи — 1, 97, 98; 41, 9, 


касается поверхностного базиса, то его образуют, очевидно, функции 


93); что 


ОА и О 
1 =) Е я 
: дп д к по 
где #=1, 2,3; А=0,1,..., М—1 (см. 8.2). Аналогично можно найтй 


объемный и поверхностный базис в каждой линейной гиперболической 
задаче. 
В заключение сделаем два следующих замечания. 


Замечание 1. Об интегралах /°, 1?. Обозначим через 1°били- 
нейный интеграл, обращающийся в постоянную на функциях, удовлетворя- 
ющих только пограничному условию задачи, и произвольных, достаточно 
гладких в О (не удовлетворяющих внутри О дифференциальным урав- 


нениям). Обозначим, далее, через /7 билинейный интеграл, ‘обращаю- 
щийся в постоянную на совершенно любых парах и, ©, достаточно 
гладких в 2 (например различные тождества типа формул Грина). 


Будем при рассмотрении 1’ для определенности говорить только о 
задачах Т, П, Ш для волнового уравнения. 

Справедлива следующая 

ТЕОРЕМА 6. При соблюдении пограничных условий: и|з= 0, или 
ди 
Оп |5 
нулем. Отсюда следует, что все интегралы 1 == (и, о могут принад- 
лежать только нулевому классу (в частности, на решениях задач Т, 1, 1). 

Пусть Т =Т(0 — функция, имеющая достаточное число непрерывных 
производных. 

Возьмем интеграл /° (и, 9) =С и рассмотрим его на паре и" = иТ (1), 
9* = 917 (0, которая одновременно с и, 9 удовлетворяет перечисленным 


—= 0, или — -- ри). = О интеграл Г = Г (и, 9) может быть только 
; (Е) 
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пограничным условиям. Дифференцируя по Лейбницу и вычисляя 
Г (и*, 9*), можно написать 
@т а? Т (1) 


Г? (и", 5") = Г (и, э) Т? (0) + У, А;; (1) ая к. 
р Е 
1-21 


(+) 


Здесь А; (1) — непрерывные функции от #. Приравняем правую часть (*) 
произвольной функции } (1) и будем искать Т (1) как решение получен- 
ного при этом дифференциального уравнения. Если не все коэффициенты 
упомянутого дифференциального уравнения равны нулю, то мы приходим 
к равенству /” (и*, 9*) =} (/), что противоречит определению /[”. Следова- 
тельно, все Аз; (1) и, в частности, свободный член 1°(и, 9) = С равны нулю. 

Чем шире класс допустимых функций и, 9, тем уже класс интегралов. 
Так, например, /° обращается в постоянную на любых достаточно гладких 
парах и, 9, следовательно, и подавно на функциях, удовлетворяющих 
пограничным условиям, а тогда множество интегралов 1? есть лишь часть 
более широкого множества 1”. Следовательно, 1° = 1° (и, ©) на решениях 
задач Т, П, Ш может быть только нулем. 

Вышеизложенная схема (включения в идеал) может быть применена 
и для разыскания, например, всех интегралов Г (и, 9) порядка №. Толь- 
ко в данном случае объемным базисом будут, очевидно, функции 

9\и 9% 


9,0, ъ... о, 
9 , |2 РА 


и И 


а поверхностным базисом на с’ — функции: 


51-Е гр Но 
ий = Е ; 9 = ы и. 
27 1 7% 2:9 
Э’т и, 01 9 1,01 


В другом выборе базисов и заключается все отличие. Аналогично нахо- 
дятся все /[°. 

Замечание 2. Об интегралах класса С. Если продифферен- 
цировать по времени интеграл конечного порядка {м (и, ©) класса С, то 
получим уже интеграл 


аГ\, 
И Ты (и о) + 1 (и, 99), 


принадлежащий к нулевому классу, для которого необходимые и доста- 
точные условия даются теоремой 4 (или теоремой 5). Таким образом, 
можно считать найденными необходимые и достаточные условия и для 
билинейных интегралов класса С. 


Ленинградский государственный Поступило 
ордена Ленина 21.ХЦИ.1949 
университет им. А. А. 7\данова 


ЛИТЕРАТУРА 


' Соболев С. Л., О почти периодичности решений волнового уравнения, 


Доклады Ак. Наук СССР, т. 48, № 8 (1945), 570—573. 
* Курант Р. и Гильберт Д., Методы математической физики, т. И, М. —Л., 1945. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
15 (1951), 91—94 


В. Т. МИРОНОВ 


К ВОПРОСУ 0 НУЛЯХ ДЗЕТА-ФУНКЦИИ РИМАНА 
(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье с помощью интерполяционных рядов Лагранжа выво- 
дится новое необходимое и досзаточное условие для гипотезы Римана 
о нулях дзета-функции. 
Ч ы к 
Известно, что функция с@ ° полуплоскости Ве(2)>1 |=, где 


= — любое положительное число, удовлетворяет неравенству 


1 
Е Ы С 
|< |<* (1) 
где с при фиксированном = есть некоторое постоянное положительное 
число. 

Рассмотрим функцию 


5 


72) =)’ (2) 


где 4 — любое положительное число. Функция (2) в полуплоскости 
Ве (2) >. 1 -- = удовлетворяет неравенству 


7 (5) | Зе“. (3) 


На основании теоремы, доказанной Р. Лагранжем в шестой главе 
работы (!), заключаем, что функция (2) в полуплоскости Ве (2) > 1-е 
может быть представлена интерполяционвым рядом: 


—и (&— и). -- (3 — пи) (4) 


$ 
Е Е о (= и)---(= пи) ° р: 


тде и, 2и, ..., пи, ...-— интерполяционные точки, лежащие на вещест- 
венной оси в полуплоскости Ве (2) > 1 + =. 
Что касается коэффициентов ряда (4), то они выражаются форму- 
пой 
п 
я АЕ АС бо Вы 5 
а» = (2. + 1) У К [(А— 1)? (п — АА)! ы с 


к=1 


В той же работе, в главах первой и третьей, Лагранж показал, 
что всякий ряд вида (4) имеет точную полуплоскость сходимости 
Ве (2) > ^, причем если точки последовательности {— пи} не лежат в 
этой полуплоскости, то сумма ряда (1) в ней будет аналитической 
функцией. 
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Что касается числа Х, то оно находится при помощи следующих фор- 
мул: 


со 


а) если ряд Зал —1)” расходится, то 


И ие (6) 


= 


Ь) если ряд Ууеее 1)" сходится, то 
0 


1 | Уве 1) 
в (7) 
п—>> 

Рассматриваемый нами интерноляционный ряд (4) сходится к функ- 
ции (2) по крайней мере в полуплоскости Ве (2) 2-1 -- =. Возможно, что 
этот ряд сходится к функции (2) и в более широкой полуплоскости в зави- 
симости от расположения полюсов функции (2) в критической полосе и 
характера роста этой функции, но во всяком случае, не более чем в 


полуплоскости Ве (5) > — ‚ так как функция (2) на прямой х= — имеет 
полюсы. С другой стороны, из формулы (6) видно, что положение точ- 
ной границы полуплоскости сходимости ряда (4) зависит отии 4. 

Таким образом, если мы обозначим через ^ (4) число, определяющее 
точную границу сходимости интерполяционного ряда (4), то справедливо 
следующее неравенство: 


ки, (8) 


Далее, пользуясь формулами (5) и (6), выразим ^ (9) через значевия 
функции (2) в интерполяционных точках. 
Положим 


То = № а (—1)”. 
0 


Далес, можно написать: 


п т-! 
А ие : (т Е А - 1)! 1 (Ки) (— ие. 
НЙ р Ро © КИ т АА) (9) 


После вынесения за скобку множителей вида (Ки), получим; 


ъ-|-1 
= У а, / (и) (— 1, (10) 


А=1 
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где коэффициент А, имеет значение 


2 — 2) Я В— о — 
Аз = И [(2% —- 1) Сзк—8 + (2% + 1) С. Ни Си] 


(11) 
(Даб, ви) 
Из формулы (11) следует 
и 
Арте У Сна. (12) 
т-=0 
Пользуясь известным свойством сочетаний, найдем 
2—1)! , 
Аа (СИ + Сы. (13) 
Это дает 
Ав -- 1 
г (#1) ® — 1)! ° (19 
Следовательно, [, можно будет выразить в виде: 
им) 
< } ее) 4 — 
ИАА Е р (РА ° (15) 
Подставляя это в формулу (6), получим 
1 
| ] я (ПА)! (Ки) (-- 1) 
а п. АИ | 
ее ое (16) 


Теперь естественио вопрос о точной границе полуплоскости сходи- 
мости интерполяционного ряда (4) увязать с гипотезой Римана о нулях. 

ТЕОРЕМА. Для того чтобы гипотеза Римана о нулях функции 

их й 
С(=) была верна, необходимо и достаточно, чтобы Ит»(4) =-—. 
4-25 

Доказательство. а) Донустим, что гинотеза Римана о нулях 

1—\* 


Ее 


! 


1 
< (2) верна. Возьмем И - В полуплоскости Ве(2) > т 


> 


будет удовлетворяться неравенство (”) 


р ао, (17) 


где д— как угодно малое положительно число, с, и 4, — некоторые по- 
ложительные числа. 

В таком случае, на основании уже отмеченной в начале этой статьи 
теоремы Лагранжа, мы заключаем, что интерполяционный ряд (4) 
сходится к /(2) в полуплоскости Ве (2) >71. Это заключение приводит 


з 1 Г . 
нас к неравенству: -- < ^(4) < 1. Так как число у мы можем взять 


15| => 


" 3 } а 
как угодно близко к ——, то, очевидно, Ит ^ (4) = 
— > 
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Ь) Пусть Иш (4) = — . Возьмем > =. . Тогда найдется такое 4, 
при котором будет выполняться неравенство ^ (4) < 7 и, следовательно, 
интерполяционный ряд (4) сходится в полуплоскости Ве (2) >, причем 
сумма его в этой полуплоскости является аналитической функцией. 
С другой стороны, нам известно, что в полуплоскости Ве (2) >1 | = 
этот ряд сходится к функции (2). На основании известного свойства 
аналитических функций мы заключаем, что сумма ряда (4) будет рав- 
на ] (2) и в полуплоскости Ве (2) > 7. Следовательно, функция (2) в 
полуплоскости Ве (2) > 1 нулей иметь не может. Так как число 7) мы можем 


1 : 
взять как угодно близко к -› то, очевидно, гипотеза Римана о нулях 


функции С(2) верна. Теорема доказанз. 

Если не стремиться как можно дальше проникнуть в критическую 
полосу, то, положив в формуле (2) 4 =0, мы получим более простую 
функцию: 


1) = то (>) 


Эту функцию, в силу неравенства (1), также можно разложить в 
интерполяционный ряд вида (4) в полуплоскости Ве (2) > 1- =. Если 
же гипотеза Римана верна, то функцию (2’), согласно теореме Ла- 
гранжа об интерполировании аналитических функций, можно разло- 
жить и в более широкой полуплоскости, причем, как видно из этой 
теоремы, при возрастании # граница полуплоскости разложения будет 
перемещаться вправо. 

Пользуясь уравнениями 


а о Евы 
Е 1], (18) 


которые легко выводятся из теоремы Лагранжа и неравенства (17) 


4 
при 4=0, можно подсчитать, что, например, и =1, и = ко — 4 


будут соответствовать следующие полуплоскости разложения: 
р. 
Ве (2) > 0,65..., Ве(2) >, Ве (2) > 0,78... 
Из вышеизложенного очевидно, что удовлетворительная оценка сум- 
мы (16) даже при 4 =0 и иЕ(1,2) может привести к весьма существен- 
ным результатам в проблеме Римана о нулях С (2). 


Поступило 
16. У. 1949 
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Р. Ю. МАЦКИНА 


О НЕПРЕРЫВНЫХ ОБРАЗАХ ГИЛЬБЕРТОВА ПРОСТРАНСТВА* 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе исследуются непрерывные отображения пространства 
Гильберта. Показано, что непрерывный образ гильбертова пространства 
может быть 4-множеством, содержащим замкнутое в нем подмножество, 
гомеоморфное произвольному .4-множеству. Взаимно однозначный нс- 
прерывный образ пространства Гильберта может быть В-множеством 
сколь угодно высокого класса. 


Мы исследуем вопрос о структуре непрерывных образов гильбертова 
пространства. 

Как известно, непрерывная действительная функция, заданная на 
гильбертовом пространстве, отображает его только на отрезок прямой 
(открытый, замкнутый или полузамкнутый), прямую или полупрямую, 
так как это пространство связно. Вследствие этого, существовало пред- 
положение, что всобще непрерывными образами гильбертова простран- 
ства могут быть только множества достаточно простой природы, на- 
пример, только В-множества или даже В-множества ограниченного 
класса. 

Из доказанных ниже теорем следует, что непрерывными образами 
гильбертова пространства могут быть В-множества любого класса & 
(строго класса а), а также А-множества, не являющиеся В-множествами, 
и что непрерывными взаимно однозначными образами гильбертова про- 
странства могут быть В-множества сколь угодно высокого класса. Инте- 
ресно отметить, что первая часть этого утверждения (относительно не- 
прерывных, но не взаимно однозначных отображений гильбертова 
пространства) справедлива уже для непрерывных отображений гильбер- 
това пространства в эвклидову плоскость. 


ТЕОРЕМА 1. Каково бы ни было. В-множество Е класса «>22, су- 
ществует непрерывный образ гильбертова пространства, содержащий 
замкнутое в нем подмножество, гомеоморфное множеству Е, и являю- 
щийся В-множеством класса “. 


* Мы рассматриваем отображения гильбертова пространства в гильбертово же 
пространство или п-мерное эвклидово пространство, которое можно рассматривать 
как гиперплоскость гильбертова пространства. Все упоминаемые в статье А- и 
В-множества абсолютны и лежат в метрическом сепарабельном пространстве. 
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‚ Обозначим через Н гильбертово пространство, непрерывный образ 
которого мы будем строить. Гильбертово пространство, в котором мы 
‘будем строить непрерывный образ пространства Н, будем для удобства 
считать отличным от Я и обозначать через Н”.* 

Построим, прежде всего, в пространстве Н некоторым специальным 
образом замкнутое в Н множество, гомеоморфное бэровскому простран- 
ИНАи о 

Заметим, что любая сфера А в гильбертовом пространстве может быть 
отображена на любую другую сферу А в гильбертовом пространстве пу- 
тем параллельного переноса (преобразование вида 2’ =» -- а») с после- 
дующим сжатием или растяжением (преобразование вида т, = Ёх„, где А 
постоянно для всех п). При этом, очевидно, любая сфера 5, лежащая 


внутри А, перейдет в сферу $ (радиус которой равен радиусу 5, умно- 
женному на А), лежащую внутри А, и для образов любых сфер, лежа- 
щих внутри Д, сохраняется их взаимное расположение (включение, пере- 
сечение и т. п.). 

Обозначим теперь сферу (без границы) радиуса 2 с центром в начале 
координат через А, и лежащую внутри нее концентрическую ей сферу 


: 3 7 = 
радиуса, большего чем 5 ( например, радиуса -;), через До- 
Построим счетную последовательность сфер в пространстве Н: 


А АИ ОА НИ 


1 о р у 
радиуса 5’ так, что центр каждой сферы Д„, лежит соответственно в 


точке с координатами х„ = 0, п п,; х„, =1. Очевидно, что эти сферы 
попарно не пересекаются, попарно не имеют общих граничных точек и 
все лежат внутри А, также не имея с ней общих граничных точек. 
Сферы Д,,Д.,..., Ан, . - - (без границ) назовем окрестностями 1-го 
ранга. Легко видеть, что сумма замыканий Ь окрестностей Д», есть 
замкнутое множество. 
Если теперь отобразить ДА, на каждую из окрестностей А„ путем 


$ —> 
соответственного параллельного переноса и сзкатия (* == т) то Ас ото- 


бразится при этом на некоторую сферу А», лежащую строго внутри Ал, 
и концентрическую с ней, а последовательность окрестностей Ва о аа 
1 


отобразится на последовательность сфер Ан, 1, Ан,2,...,Апм,, -.., радиуса 

вЫ < ы 

>‘ д, лежащих строго внутри окрестности Д»,, попарно не пересекающихся, 

не имеющих попарно общих граничных точек и таких, что сумма их 
„ АС 

замыканий о А„,», есть замкнутое множество. 

п 


Сферы Ани, (п, = 1,2,...; п. =1,2,...) назовем окрестностями 2-го 
ранга. 


* Эти же обозначения мы сохраним и во всем дальнейшем изложении. 

** То, что гильбертово пространство содержит замкнутое подмножество, го- 
меоморфное бэровскому пространству, факт известный [см. (4)]. Здесь мы непосред- 
ственно строим такое подмножество некоторым специальным образом. 
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х 1 
Если построены окрестности А-го ранга Дь....”‚ радиуса ег: то 
чтобы построить окрестности (& -{ 1)-го ранга, отобразим окрестность Ау 


ОК 1 
путем соответственного параллельного переноса и сжатия (* < о =) 
2 ДА 


на каждую из окрестностей Д„,..„,. При этом окрестность А, перейдет в 
сферу нь лежащую строго внутри окрестности Ди,..т,› а последо- 
вательность окрестностей Д,,...,Ди,,... радиуса ее — в последователь- 
ность сфер (без границ) Ви и - 1: ‚ п, „.пктк ... радиуса 
а 2 

парно общих граничных точек, лежащих строго внутри окрестности 


Ди,..”, И таких, что сумма их замыканий и Дт... тута есть замкнутое 
1 


Я 1 Ч | 
: (3 то = =. ди, попарно не пересекающихся, не имеющих по- 


множество. 

Все сферы Дл... путь 1 (п; =1,2,...;3: < + 1) назовем окрестноетя- 
ми ранга Ё {+ 1. 

Построим множество 


в знака. 


к п... Пк 


Легко видеть, что К есть замкнутое множество (так АКТ = 
И» Ан, и что Г гомеоморфно бэровскому пространству. 

К Ты... ПА 

Перейдем к построению непрерывного образа пространства Н. 

В гиперплоскости {5, = 0} пространства Н” поместим множество ©, 
гомеоморфное множеству Ё, таким образом, что для координат всякой 


ВЫ 
точки 2с © справедливы неравенства |1] <. @ является непрерыв- 


ным образом бэровского пространства и, следовательно, непрерывным 
образом множества Р. Непрерывное отображение К на < может быть 
задано с помощью последовательности действительных непрерывных 


функций: 


поч = Фо (©), ** 


причем | фи (&)| < ах Пусть @,@1,..., 4, ... (4, >0) — произвольная 


ъ 
последовательность действительных чисел, стремящихся к нулю. 
Построим на пространстве Н функцию Ф (&) следующим способом. 


* Иными словами, поместим © в гильбертов параллелепипед гиперплоскости 
{2, =0}, которая сама иредетавляет собой гильбертово пространство. 


** Мы”обозначаем через 2 точку в пространстве Н, а через х — точку в про- 
странстве Н”. 


7 известия АН, серия математическая, № 1 


98 Р. Ю. МАЦКИНА 


Образом Ф (Е) любой точки Ё пространства Н, лежащей вне всех окрест - 

ностей Д„, первого ранга, будем считать точку 2) пространства т 
>. т © 

координатами 2) —=а,, 29, =, (&) (п>1), где & — произвольная 

точка множества Г. 


Образом Ф (Е) всякой точки &, принадлежащей множеству Ап - г» Аи 

Па 
(^„, — замыкание окрестности Д»,), считасм точку х пространства 712 
координатами ды) =, о =, (Ё„,), где „ — произвольная точка 


множества Ё-Ан,. 
Каждое множество А„— А», отобразим непрерывно на отрезок между 


точками 20) и 1") в пространстве Н*, а именно, образом Ф(&) точки 
СА, —А„, будем считать точку х пространства Н” с координатами 


ты ых я. 
р (Е, и.) + (Е, зи.) ’ 
ы 2 р (Е, он,) + 2ле (2,0, 
1 => . 
_. р (Е, би.) Е р(Е,с,,) 


(Здесь си...., — граница окрестности Ан,..п,, би,..п, —граница окресл- 


ности а ‚ 2 (Е, М) — расстояние от точки & до множества М.) 
Очевидно, что при этом для Ёс<о„, Ф () = х®, адля Ё С: о, Ф (=. 

Таким образом, образ каждой точки пространства Н, лежащей вне всех 

окрестностей 2-го ранга ( Е Я = № А»); однозначно определен. 


пп: 

Пусть теперь однозначно определен образ Ф (Ё) каждой точки, лежа- 
щей вне всех сирестностей А-го ранга так, что образом всякой точки &, 
пр””_.длежащей границе о»,..„, окрестности А„,..„, , будет соответственно 
точка д" "тю пространства Н* с координатами 


Т; Тр 
ат) — аа, 


9) | 
Ти к—1 — Фа (Ем... п), 


ГДе Ёп,.,,_: — произвольная точка множества ^-Ан,. 


Тогда положим для Ё с Ал, п, — № А», пн 
п --1 


ПА. 


Ф (Е) = 2-9, 
‚...П 
где 2" — точка пространства М” с координатами 


п... 
хе Й 1). ) В ак, 


(п... 
та пк) — Фи (т.п у 


а 2м...п,-—- произвольная точка множества Виа 
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— 


Множества же А»....п, — А»,.т, Непрерывно отобразим соответственно 
на отрезки между точками 2 """®-Ю и хбъеть-и) в пространстве Н”, 


— 


считая образом Ф (ЕЁ) точки С Ан... п, —— Ал точку х простраиства 
Н* с координатами 


бе (Е, бт, . лор ) ях @ р (5, бин) 
бт Е 5 = уч — = = у й 
е (5, От: ) ег р (5, м 


О (арын) 
Е = ы ЕАН 
р (5,5...) НР (8,0. п, ) 


Таким образом, мы однозначно определим образ Ф (&) каждой точки 
пространства Н, лежащей вне множества Р. 

Для точек множества Ё положим Ф (ЕЁ) =$(®). * 

Легко доказать непрерывность функции Ф (Е). (Непрерывность в точ- 
ках & с Н— Е очевидна из построения. Для всякой точки #0 с Ё легко 
показать, что при ф (Е, 29) —>0 также и р [Ф (=), Ф (=°)] >0.) 

Множество © =$(ЁР) =Ф (Е) высекается из образа Ф(Н) простран- 
ства Н гиперплоскостью {7, =0}, так как образ любой точки про- 
странства Н, не принадлежащей множеству Ё, имеет, по построению, 
отличную от нуля координату 2. Следовательно, ф — замкнутое в Ф (Н) 
множество. 

Оценим класс множества Ф (Н). Очевидно, что 


Ф(Н) =Ф(Н-Ю+Ф(Е=Ф(Н- К +6. 


@ есть В-множество класса х (так как оно гомеоморфно множеству 2). 
Ф(Н— Е) представляет собой, как это видно из построения, счетную 
сумму лежащих в гильбертовом пространстве отрезков, т. е. абсолют- 
ное Ро. 

Следовательно, ссли © > 2, то класс множества Ф(Н) не выше &; но 
так как В-множество @ класса х замкнуто в Ф (Н), то, с другой стороны, 
класс множества Ф(Н) не ниже х. у 

Итак, непрерывный образ Ф(Н) гильбертова пространства Н есть 
В-множество строго класса &. 

Имея в виду, что легко построить непрерывный образ гильбертова 
пространства, являющийся В-множеством 1-го класса, мы можем форму- 
лировать такое следствие теоремы 1. 

Следствие. Непрерывиым образом гильбертова пространства 
можсет быть В-множество любого класса & (строго класса а). 


* Ф(Е) обозначает отображение: г: = 0, 1.4 = фи(®). 
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ТЕОРЕМА П. Каково бы ни было А-множество Е, существует не- 
прерызный образ гильбертова пространства, содержащий замкнутое 
в нем подмножество, гомеоморфное множеству Е. 

Легко видеть, что, подставив в доказательстве предыдущей теоремы 
вместо В-мнакества Ё А-множество, мы докажем утверждение теоремы П. 
Однако, так как в случае А-множества не стоит вопрос об оценке класса 
образа гильбертова пространства, то существует более простое доказа- 
тельство теоремы П, которое мы здесь и приведем. 

Поместим в гиперплоскоети {2, = 0} пространства И° А-множество ©, 
гомеоморфное множеству Ё, так, чтобы координаты его удовлетворяли не- 


р 
равенствам |744 я. пространстве Н существует замкнутое под- 


множество Ё, гомеоморфное бэровскому пространству. Следовательно, @ 
является непрерывным образом множества Ё, причем непрерывное отоб- 
ражение ф.(Ё) множества Ё на множество @ может быть задано при по- 
мощи действительных непрерывных функций хи! = Фи» (&), п=1,2 
заданных на множестве Ри удовлетворяющих неравенствам 


ее 


рим (2)< —. 


Так как множество Ё замкнутс в пространстве Н, то для каждой 
функции фи (&) существует соответственно действительная непрерывная 
функция }»-1 (2), определенная на всем пространстве Н, совпадающая с 
функцией ф»„:1(Ё) в точках множества Е и удовлетворяющая нера- 
венству | 


И (Е. 


Определим еще на пространстве Н функцию {), (Е) == (Е, Е). Легко 
видеть, что отображение } (Ё) пространства Н в пространство Н*, задан- 
ное при помощи функций ], (&),..., [м (),... (5. = } (&)), непрерывно. 
При этом © =7(Ё) и © высекается из /(Н) гиперплоскостью {х, = 0} 
пространства Н*. 

Таким образом, А-множество ©, гомеоморфное множеству Ё, оказа- 
лось замкнутым в непрерывном образе /(Н) гильбертова пространства, и 
утверждение теоремы доказано. 

Примечание. Если множество Е лежит в эвклидовом пространстве 
размерности п, то, как легко видеть, соответствующий непрерывный об- 
раз гильбертова пространства может быть построен в эвклидовом про- 
странстве размерности п -|- 1. В частности, может быть построено непре- 
рывное отображение гильбертова пространства в эвклидову плоскость, 
содержащее в качестве замкнутого подмножества любое А-множество, 
лежащее на эвклидовой прямой. 

Если А-множество имеет размерность п, то оно может быть тополо- 
гически вложено в (2п -{- 1)-мерное эвклидово пространство, а значив 
этом случае размерность соответствующего непрерывного образа гиль- 
бертова пространства будет 2п -{ 2. 
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Следствие. Непрерывным образом гильбертова пространства мо- 
жет быть А-множество, не ` являющееся В-множеством. При этом 
множество А не В может бнть получено как непрерывный образ гиль- 
бертова пространства Н уже при непрерывном отображении в эвкли- 
дову плоскость. 

ТЕОРЕМА ` ПТ. Каково бы ни было В-множество Е, существует 
непрерывный взаимно однозначный образ гильбертова пространства, 
содержащий замкнутое в пем подмножество, гомеоморфное множе- 
ству Е. 

Предварительно докажем следующую лемму. 

ПЛЕММА. Если множество М, лежащее в гильбертовом параллеле- 
пипеде, содержит замкнутое в нем подмножество, гомеоморфное бэ ров- 
скому пространству, то, каково бы ни было В-множество Е, сущест- 
вует непрерывный взаимно однозначный образ множества М, содержа- 
ций замкнутое в нем подмножество, гомеоморфное множеству Е. 

В гиперплоскости { 22.41 = 0} пространства Н* поместим множество ©, 
гомеоморфное множеству Ё, таким образом, чтобы для координат всякой 
точки, принадлежащей множеству &, были справедливы неравенства 
[72,| < и > 

Множество @, как и всякое В-множество, представляет собой непре- 
рывный взаимно однозначный образ некоторого замкнутого подмножеств ® 
бэровского пространства. А это значит, что @ представляет собой непре- 
рывный взаимно однозначный образ некоторого замкнутого подмножества К 
(гомеоморфного замкнутому подмножеству бэровского пространства) мно- 
жества М. Отображение ЁР на & может быть задано при помощи непре- 
рывных дойствительных функций 2» = Фок (&), причем | фо» (Е) | <-р. 

Продолжим непрерывно каждую из этих функций на все множество М, 
т. е. построим на множестве М непрерывные действительные функции 
[2к (Е), Е =1,2,..., удовлетворяющие неравенствам | }ьк (8) | < и сов- 


падающие соответственно с функциями ф›„ (&) на множестве Р. 
Определим, кроме того, на множестве М функции: 


А ®=р(Е, Е) 
Дак (= Вы, Е). &=1,2,...), 


где а — верхняя граница расстояний между точками множества М (она 
существует, так как М лежит в гильбертовом параллелепипеде), а &, — 
К-я. координата точки Ё. Определим отображение }(&) М в Н, положив 
Ти = п (=). 
Так как о (Е), &2)) <а для любых ЕЁ, Е®), принадлежащих М, то 
о (Е, Р) <а для любой ЕСМ. 
1 
Кроме того, | | <-- для любой Ё С М, а значит, 
р р: 


ь мА 4 
[Узлы (#) |< -р'а=-р. 
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4 
Исходя из этого, а также из того, что |}»п (Е)| < и что каждая не) 
непрерывна, легко доказать непрерывность построенного нами отображе- 


ния / (Е). 

Так как @ высокается из /(М) гиперплоскостью {212.41 = 0}, то © 
замкнуто в М. 

Остается доказать, что отображение }(Ё) взаимно однозначно. Что 
образы двух различных точек, принадлежащих множеству Ё, различны, 
ясно из того, что на множестве РЁ }(Ё) совпадает с взаимно однозначным‘ 
отображением ф(Ё) множества ГР на множество ©. 

Если две точки и Ё” множества М таковы, что р(&, Е) -Е р(Е", К) 
(в частности, только одна из точек принадлежит Р), то образы этих то- 
чек имеют различные координаты 2, и, следовательно, различны. 

Если же для двух различных точек = ‚и =" множества М о (& ЕЁ) = 
=е(&”, Г), то найдется такое п, что &„ ЕЁ» и тогда 


РЕ, В) ре", К), 
т. е. 


7 и 
Хата = 22.4, 


а это значит, что образы }() ‘м / (=) точек & и ЕЁ" различны. 

Итак, лемма доказана полностью. 

Доказательство теоремы немедленно следует из того, что само гиль- 
бертово пространство может быть топологически вложено в гильбертов 
параллелепипед и что гильбертово пространство содержит замкнутое под- 
множество, гомеоморфное бэровскому пространству. 

Следствие. Гильбертово пространство может иметь в качестве 
непрерывного взаимно однозначного образа В-множество сколь угодно 
высокого класса. 


Примечание. В доказательствах теорем, кроме существования 
замкнутого подмножества, гомеоморфного бэровскому пространству, ис- 
пользовались только общие всем метрическим сепарабельным простран- 
ствам свойства гильбертова пространства. Таким образом, все приведен- 
ные выше теоремы и следствия из них справедливы не только для гиль- 
бертова пространства Н, но и для любого метрического сепарабельного 
пространства, содержащего замкнутое подмножество, гомеоморфное бэров- 
скому пространству. В частности, эти теоремы справедливы для любого 
метрического сепарабельного А не РЁ. *. 

В заключение выражаю благодарность Л. В. Целдыш, иод руковод- 
ством которой была выполнена настоящая работа. 


Постунило 
4.Х1.1949 


* Всякое метрическое сепарабельное А не Кс содержит замкнутое подмноже- 
ство, гомеоморфное бэровскому пространству [(см. (4)]. 
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СЕРГЕЙ ИВАНОВИЧ ВАВИЛОВ 
24.ТТТ 1891—25.Т 1951 


ПАМЯТИ ВЕЛИКОГО ТРУЖЕНИКА И ОРГАНИЗАТОРА НАУКИ 
СЕРГЕЯ ИВАНОВИЧА ВАВИЛОВА 


Советская наука понесла тяжелую утрату. В полном расцвете твор- 
ческих сил скончался крупнейший ученый, выдающийся государственный 
и общественный деятель, неутомимый борец за передовую советскую 
науку, пламенный пропагандист великих идей коммунизма — Президент 
Академии Наук СССР, депутат Верховного Совета Союза ССР академик 
Сергей Иванович Вавилов. 

С. И. Вавилов родился в Москве в 1891 году. В 1909 году он посту- 
пил в Московский университет, где учился и работал под руководством 
выдающегося русского ученого-физика П. Н. Лебедева. Еще будучи сту- 
дентом, С. И. Вавилов выполнил оригинальное научное исследование 
«Тепловое выцветание красителей», удостоенное золотой медали Обще- 
ством любителей естествознания при Московском университете. По окон- 
чании университета в 1914 году С. И. Вавилову было предложено 
остаться в университете при кафедре физики, однако он отклонил это 
предложение и вместе с другими прогрессивными учеными ушел из уни- 
верситета в знак протеста против полицейских преследований передовых 
ученых. 

С 1914 по 1918 год С. И. Вавилов находился на военной службе. 
За эти годы им выполнен ряд важных научных исследований в области 
радиофизики. 

Выдающиеся дарования Сергея Ивановича, как талантливого ученого 
и организатора, в полной мере раскрылись после Великой Октябрьской 
социалистической революции, создавшей исключительно благоприятные 
условия для развития науки в нашей стране. 

С первых дней революции С. И. Вазилов, ведет большую педагоги- 
ческую и научно-исследовательскую работу. Его жизнь и деятельность 
связаны с работой таких крупнейших научных и учебных учреждении, 
как Московский университет, Московское высшее техническое училище, 
Институт физики и биофизики, Государственный оптический институт 
и Физический институт имени П. Н. Лебедева Академии Наук СССР. 

С. И. Вавилову принадлежит около ста научных работ, главным 
образом по вопросам физической оптики. Более 15 лет его упорных 
исследований природы фотолюминесценции растворов увенчались боль- 
шими научными открытиями в этой малоразработанной области физики 
и позволили создать общую теорию явлений люминесценпии. 

На основании глубоких теоретических исследований С. И. Вавилова 
и под его непосредственным руководством разработана технология про- 
изводства ламп так называемого дневного, или холодного, света, име- 
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ющих значительные экономические и светотехнические преимущества 
перед лампами накаливания. . 

По инициативе С. И. Вавилова в химии, медицине, минералогии, 
в пищевой, металлообрабатывающей и других отраслях промышленно- 
сти получил широкое внедрение новый метод анализа вещества — люми- 
несцентный анализ. 

Особо важное научное и практическое значение имеет выдающееся 
открытие С. И. Вавилова и его учеников в области изучения свойств 
электронов при движении их в веществе со сверхсветовой скоростью. 
За эти выдающиеся труды Сергей Иванович был дважды удостоен 
Сталинской премии. 

Признанием больших заслуг Сергея Ивановича перед советской 
наукой явилось избрание его в 1931 году членом-корреспондентом и 
в 1932 году — действительным членом Академии Наук СССР. Человек 
большой и разносторонней культуры, Сергей Иванович уделял огромное 
внимание общим вопросам истории и методологии науки. Многие его 
работы посвящены вопросам философии естествознания, где он творчески 
применял великое всепобеждающее учение Ленина — Сталина и показал, 
что достижения передовой современной науки подтверждают законы 
диалектического материализма и опровергают идеалистические измышле- 
ния буржуазных философов и физиков. Горячий патриот Советской 
Родины, С. И. Вавилов последовательно боролся за приоритет отече- 
ственной науки и признание того великого вклада, который внесли уче- 
ные нашей Родины в сокровищницу мировой науки и культуры. 

В годы Великой отечественной войны, будучи уполномоченным Госу- 
дарственного Комитета Обороны СССР, С. И. Вавилов отдавал свои 
силы делу разгрома врага. 

В 1945 году Сергей Иванович Вавилов был избран Президентом 
Академии Наук СССР. На посту Президента Академии Наук он проявил 
себя талантливым организатором, неутомимым борцом за осуществление 
великих задач, поставленных партией и Советским правительством перед 
учеными нашей страны. 


Все свои силы Сергей Иванович отдал делу развития передовой 
советской науки. 

Он был непримиримым борцом за все новое и передовое в науке, про- 
тив косности и рутины, начетничества и талмудизма. Во всей своей 
деятельности С. И. Вавилов руководствовался мудрыми указаниями 
товарища Сталина о развитии советской науки, «той науки, которая 
не отгораживается от народа, не держит себя вдали от народа, 
а готова служить народу, готова передать народу все завоевания науки, 
которая’ обслуживает народ не по принуждению, а добровольно, 
с охотой». 

Научные учреждения Академии Наук СССР, руководимой Сергеем 
Ивановичем, достигли значительных успехов в выполнении исторической 
задачи, поставленной товарищем Сталиным перед советскими уче- 
ными, — не только догнать, но и превзойти в ближайшее время дости- 
жения науки за пределами нашей страны. 

С. И. Вавилов уделял большое внимание планированию советской 
науки и внедрению научных достижений в народное хозяйство. Вооду- 
шевленный решениями партии и правительства о строительстве гигант- 
ских гидротехнических сооружений кдммунизма, Сергей Иванович воз- 
главлял работу ученых по оказанию помощи великим сталинским строй- 
кам. 

Сергей Иванович неуклонно проводил в жизнь указания товарища 
Сталина о приобщении к науке широчайших народных масс. Выполняя 
большие государственные и научные обязанности, С. И. Вавилов стоял 
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во главе массового движения советских ученых по распространению 
политических и научных знаний среди трудящихся. Сергей Иванович 
сам являлся талантливым популяризатором науки. Его произведения 
«О теплом и холодном свете», «Глаз и солнце» и многие другие представ- 
ляют образцы популяризации современных достижений науки. 

В течение многих лет он возглавлял Комиссию Академии Наук по 
изданию научно-популярной литературы, являлся главным редактором 
научно-популярного журнала «Природа», редактировал болышое число 
изданий для народа. 

С. И. Вавилов являлся главным редактором нового издания Болыной 
Советской Энциклопедии, призванного обобщать все достижения науки 
и культуры. | 

Велика и разнообразна научно-организационная деятельность, кото- 
рую вел академик Вавилов. Он был Президентом Академии Наук СССР, 
председателем Всесоюзного общества по распространению политических 
и научных знаний, председателем Комитета по координации научной 
деятельности академий наук союзных республик. На этих ответствен- 
ных постах академик Вавилов с исключительной энергией руководил 
организацией научной работы и подготовкой научных кадров в центре 
и на местах. 

Широко известна деятельность С. И. Вавилова как пламенного 
борца за дело мира во всем мире. Беззаветное служение великому делу 
Ленина — Сталина, жизненным интересам советского народа снискало 
Сергею Ивановичу глубокое уважение и любовь трудящихся нашей 
страны. Начиная с 1935 года, С. И. Вавилов был депутатом многих 
созывов Ленинградского и Московского Советов, депутатом Верховного 
Совета РСФСР и Верховного Совета СССР. 

Советское правительство высоко оценило выдающиеся заслуги акаде- 
мика Вавилова перед Родиной. Сергей Иванович был дважды награжден 
орденом Ленина, орденом Трудового Красного Знамени и медалями 
Советского Союза. 

Советский народ будет свято чтить светлую память о Сергее Ивано- 
виче Вавилове, выдающемся ученом и патриоте нашей Родины, отдав- 
шем все свои силы и знания великому делу строительства коммунизма 
В СООРВ: 
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И. М. ВИНОГРАДОВ 


ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ 0 ВЕРХНЕЙ ГРАНИЦЕ МОДУЛЯ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СУММЫ 


В статье даны общие теоремы, позволяющие указывать верхнюю 
границу модуля суммы 


р 
ен х) 
х=1 


как в случае, когда }(х) — многочлен степени п (особое внимание здесь 
уделяется случаям, близким к предельным), так и в более общем слу- 
чае, когда } (т) — функция, в некотором отношении близкая к много- 
члену степени я. Имеются в виду случаи, когда п может неограниченно 
расти. 


Верхняя граница модуля суммы вида 


р 

п4 Кх 
> 627 Их) 
2—4 


в случае, когда [(2) = а," +... + ах — многочлен степени и, дана 
в этой статье как функция от р, п и от знаменателя 4, рационального 
приближения к коэффициенту а., отличному от а,. Эта граница остается 
достаточно точной и в близких к предельным случаях, когда порядок 
4: очень мал или, наоборот, очень высок и близок к р°. Для случая, 


когда все 4„,..., 4, не превосходят р, указана и еще более совершен- 
ная граница, в выражение которой вместо одного 4: входит общее 
наименьшее кратное всех 4„,..., 4. Верхняя граница модуля суммы 


того же вида в случае, когда }(5) — функция, в некотором отношении 
близкая к многочлену степени п, также остается достаточно точной 
в весьма широком классе случаев. Результаты статьи важны при рас- 
смотрении случаев, когда п может неограниченно расти. 

Доказательство полностью опирается на некоторые леммы моей книги (') 
и на результаты предыдущей статьи (2), посвященной случаю многочлена. 
Найденные результаты могли бы быть заменены и еще более точными, 
но это отразилось бы на простоте и единообразии доказательств. 

Следует отметить, что лемма 7 этой статьи полезна при решении 
других важных вопросов аналитической теории чисел (например, при 
разыскании аналогичных приведенным здесь верхних границ модулей 


сумм с простыми числами). Но этих вопросов я здесь не касаюсь. 
М 


Обозначения. Символ У»И обозначает произведение положитель- 
ного числа Ё на сумму не более чем Ё слагаемых вида Г при условии, 


что ЕЁ ЗМ. 
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Символ (2) обозначает расстояние вещественного числа 2 до ближай- 
шего целого числа. 

Буквою @ обозначаем число с условием |0 | < 1. 

Буквою и обозначаем целое число >11; полагаем 


=, в [2+5], =п- 2, 


= [на +], И>38, в= (1). 


— Ш (1 — у 


Нетрудно видеть, что имеют место следующие неравенства: 


лей 


("-з.) ши < (5) ИТ, < ь 


ЛЕММА 1. Пусть № и У — целые, УТ, А, >28 > 2, у пробегает 
значения у=М№, ..., М+{У-1 и для этих значений функция Ф (у) 
принимает вещественные значения с условием, что при у, — У, =1 имеем 


1 
-<Фи) Фи <. 


Пусть, далее, ( >1 и К — число значений у с условием 


(Ф (у)) <ОА, '. 
Тогда 
К < [ВА "+ 1] (20+ 1). 


Доказательство. Эта лемма есть лемма 9, В моей книги ('). 
‘ МА 
ЛЕММА 2. Пусть р, >(2п)”`, Вии, ..., В, — вещественные, 


р 211 Е(х 
Е (2) = Восс Е... Вх. = № е271 ©). 
0«<х5р, 
Тогда имеем 
‘в В 


|, а в > г - > У, ДД ть А (1) 
81=2 зк=2 


где т, ..., к —- некоторые целые положительные числа, В — некоторое 
положительное число, К (51, ..., 5%) > 0, 

„ 254 (Хх +... . ; (^) т 

К (51, О 5%) — У АЕ, АИ р р —— > 
(Хон хаИ) ь 

Здесь х,— одно из чисел 1, ..., [р:|, зависящее только от выбора 
К (51. ..., 54). Далее, от замены в левой части неравенства (1) чисел 
Ви, ..., В, другими в правой части этого неравенства могут измениться 
лишь числа Ху, ..., Хоа, где Вии, ..., В, входят в выражения коэф- 
фициентов при степенях хо. Наконец, суммирование распространяется 
на системы (11, ..., ти), состоящие из целых чисел, причем, каковы бы 
ни были 21,..., 2и, чибло систем (х.,..., ть!) с условием 


1 = 151, ..., Фа = 2 
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буоет <), где ф — некоторое положительное число с условием 
п?--4т к 26 (А-В) — п (п-1) ы т (п-1) 


МЕС 
Ву а (4) ® (8п)”* (&— 1+ 27) р р 2 ра 2 2 9 (аз. Рак). 

Доказательство. Эта лемма есть лемма 7 моей предыдущей 
статьи (?). При этом указано, что К (51,..., 5%) >0 (что ясно из при- 


веденного в указанной статье доказательства) и снято не влияющее на 
доказательство леммы ограничение, что р, — целое число. Кроме того, 
вместо (п введено И’, причем вместо И>п-{1 имеем. И >> 38; вслед- 
ствие этого некоторые части доказательства незначительно меняются, 
а именно, теперь имеем 


ыы > (27) ", ‘ть, м), 


А 


В, ‚> (21)3 при (<. 


В остальном доказательство не меняется. 
ЛЕММА 3. Пусть с — вещественное, 


и ч те п-1 п 
р — (2п)"", ры № е27ё (сх -Надхй +... ыы 
0<х<«р, 


1 


1 
В 
0 0 


Тогда имеем 


(ав) пьв 26) — 


Н < (8) ор 


Доказательство. Применим ломму 2. Получим 


т (п 1), п (п 0) 
о Е 


+ < <>. У Ук О 


1=2 


о ое 
(кьр хп 1) 


где имеем 


сто" + (жать Ре и Гао т. 


ше т х Сто НЕ %“з, 


ХтдА —= С. 
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Далее, находим 
2: ...- Зи = Ал с-+ Ани + ++ Аба, 


где 


Ц Л й 
мы о а то ме тожа Е ыы, 


в. ом а Е х в 21, |. +4, 


а до, м Пак Е, 925 Ах, а 


Но интеграл 
1 
).. | а ах 
0 
не превосходит числа систем (51,..., Хи!) © условием А, =... = А, =0, 


что равно числу систем (11,..., 2-м) с условием 2, =... = ха =0. 
Следовательно, указанный интеграл <Фф и вместе с тем 


ПЕ — т п (п) п (п-+1) 
м к (А) т , 
о .УВу<( 4п) 25 (8п у (Е Нет" 2 Р\ 2 5 [е2 
= зн=2 


откуда, замечая, что 
у а. В 
мы и убеждаемся в справедливости нашей леммы. 
ТЕОРЕМА Та. Пусть № и Р— целые, РО и в интервале 
М << М-ЕР вещественная функция |(х) имеет непрерывную про- 
изводную {1 (х), удовлетворяющую условию 
-(. 
ва (п о о |< и 
где >21 Р%АЗСР?. Тогда при целом Р; с условием О«%Р<Р 


Эля суммы 
+, —1 


) `\ 211/(х 
5 = х е-т1 (х) 


имеем неравенство 


0,9% (1 120% —1,7) 1-2. \ 
15| < (8н)° С СЗР ОВС. 


Доказательство. Пусть 


пб У Р 
И пря 


| 
п-+-1? 
Достаточно рассматривать лишь случай, когда 


о. 


так как при несоблюдении одного из этих условий теорема очевидна. 
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Легио найдем 
4 2 не, 
<=, Р>(2л)”, р<УИР. 


бп 
Полагая при у=М, ..., М+Р, —р, 


Ра 
27% (У (ух) -—1( 
То (у) = №2799 )— 7), 
д=1 


находим 
=? И+Р:-—р: 


151 р у |То (У) + Ра. 
у=м 


Применяя формулу Тэйлора, выводим 
9+) ЕТ +. + Ут + рим, 


й с —2 = 

у, =Уну = 7, р" ес А? < еР”’. 

Каждому у = М, ..., М+Р, — р, приведем в соответствие область (©) 
точек {„,..., и) п-мерного пространства, заданную неравенствами 


У, —0,5р; "Ранк 0,5р, "Р`7, 
Ру 


У, —0,5р1 "Ра, У, + 0,5р, "Р*. 


Если точка („,..., 1) принадлежит области (О„), то 


Ра: 
То (у) = Т, + 92 (Е 0,5п) ру г Т,= о (ихт-+ Л 


х=1 
Выбрав для каждой области (0) свою точку (а„,..., а) и, следова- 
тельно, свое значение Т,, получим 
И+Р,—р ИР: 
, 4 ‚ р!- —4 ее 
5<5р‘ У 1Т,1 + (лектор ' № СТ Апр". 
и= М и=м 
АР 
„ (ЕЕ ь (ЕВ) _ — 25 (Е ВЯ 1 2 +В 7 = 
8 2 т 22 ИР, 25 + р? й} т у В {= 7+ (8спР' бы 
и=\ 
откуда также следует, что м 
> а УЗ ря ь ЕТ РР: ви 
" > й) 5726 (ЕЁ) в (Е) (ЕЙ) к ас п? 
в. ре р р ь В В 
и=м 
(Е — 242 (В+ НЫ) 
ам Ее" 
(0) 


Пусль С обозначает максимум числа областей (0,), содержащих точки 
с координатами, отличающимися лишь иелыми слагаемыми от координат 
некоторой точки („,...,“:). Тогда 


п (в!) 


рее 


5.2 @+® 22 + „- 2 (#+Ъ) р2» мы, 


1 1 
з 
я " РЫбеНК — 2425 (+ 
нс к ТТ дан --. ау + (Вепр" ?)® +». 
9 


Й 
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Если (О) и (О) — две области, содержащие точки, отличающиеся лишь 
целыми слагаемыми от координат некоторой точки (и, ..., 1), то имеем 


Ух (у) а у (4%) т ры 5 —_ ЗА рр к и >> 
= Ср в. Ао == Ауг. 


Кроме того, если у, и У, — два числа ряда №, ..., М--Р, то имеем 


с 


< = 137 (у и У» (1) | < я, . 


Поэтому, согласно лемме 1, 
СООО о. 


‹ 


Применяя это неравенство и лемму 3, получим 


1 п п-+ |) 
с. с ьЕ (В 21) —-пь Е й. -14 2 оо 
| $ р (Е) - о 25 (К-+ п) (8п) 6 с {Р”? (АВ) 1 ь 5 се 


с (8спр! 2)? (ил). 


Но имеем 
т (0. не рик: 
к с 
иж 5) 
- р- 
ры о ан + - >) — 0,5) (в би -3) 
2 Е 
о, 
2 (1+ 3,2 Е ) 
ее 
ЕАО НЫС 2+ 5 | 
". 
(И) Е ия ЕЮ п 
< п (т 120 — 1,7), 
1 
же 13 Зи 120 - 231 4201 ы 


Е ПЕ ьь аа) О о 


откуда и убеждаемся в справедливости нашей теоремы. 

ТЕОРЕМА 1,5. Пусть № и Рр— целые, Р`›>0, и в интервале 
№ << М-Р вещественная функция }(т) имеет непрерывную произ- 
водную и т), удовлетворяющую условию 


< Ы 
— Зе 


о — , 


где с>21, РОАЗСР*. Пусть, далее, в том же интервале Ф (1) — 
неотрицательная монотонная функция, наибольшее значение которой не 
превосходит Ф.. Тогда, обозначая символом Ру любое целое число интер- 
вала О< Р.Р, будем иметь 


М-+Р.—1 


х=М 


е 
Ф. (8п)°›5” (п 120% 1,6) еСрЕ®. ра 1 
< Фь (вп) ое 120л ` 
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Доказательство. Эта теорема получается из теоремы 1, а при- 


менением преобразования Абеля. 
Пример. Пусть $ =с-+ И, в>0:1>1, Ри Р, — целые, 
й 1 


ро Р-Р 


Применим теорему 1,6 к оценке суммы 


Р-Р. 1 
м. 
хер Т 
Здесь имеем 
рр 
В К а 
х=Р р 


1 
жа”! 


"ЧИ (+) 


(и \! 
Полагая 
4— 2+ р Ра с 
ие р ’ = 7 
С=ЖжЖ(п+ 12", 
будем иметь 

у 4 Пе) и: 
р — СР? ме ) я 
И ре 


Поэтому, применяя теорему 1,Ь, получим 
, 0,5 1 120% р!--5 | 
о =. 8п : Р х — —_—_—_—_—_. 
5 | << (8) ; р Зи? п 120п 
ТЕОРЕМА 2. Пусть ти р-— целые положительные, сии, -.., 
вещественные, } (2) = са"... сх, 


р 
© = У`е?тит 19 , 
д 5 ==1 
оо ивачисей пе, 
а 0 х = 
и о (@ 9) = 1 - Ее 


Тогда, полагая | 
ИР, если 1<9<р, 
Ф ==, если р<х9< р’, 


р а НИ 


и вводя для краткости обозначения 
12. (п +1 
В 7п+и 


Е с ы Р — 3121, 


будем иметь 
20 
о 0,501 |. 
|5 |< (8п)* "тт р" ®. 
Доказательство. Эта теорема доказана в моей статье (*). Она 
необходима в дальнейших исследованиях. 
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ТЕОРЕМА 3. Пусть т и р— целые положительные, Спи, ++.) 1 —- 
вещественные, } (2) = сии" |... + с5, 


9 
® р № е2тат Их), 
х=1 
причем каждое сли, ..., с» представлено (что всегда возмозжено ‚) в форме 
@ 9, 


ая Ч5Р , (а., 48) =1, 0<4<Р. 


Тогда, обозначая буквою О общее наименьшее кратное чисел 441, -.: 92 
и полагая 

9 =р:, если Ор, 

т=4, ий. Ор, 
при условии т < р9’0°*", будем иметь 


| ‚бт 1-0, т к 12 (п + 1)? 
Тр о о 


Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда по крайней 
мере одно из чисел 4,41, ..., 49» удовлетворяет условию бр: 
Полагая 4. = р", будем иметь (теорема 2) 

20 


то ОБ 9 т 12 (п + 1) 
|9 |< (8п) Пр Ро = а, › а. 
откуда, ввиду 
у 
а < 
(1 — 0,1%) _- 
о. 


и следует справедливость нашей теоремы для рассматриваемого случая. 
Теперь рассмотрим случай, когда каждое из чисел 4. ..., 9, не 
превосходит р!`“›!*. Положим 


3 (в 1} у Ш ` з ыы 
век Оо и ОЬ 


Достаточно рассматривать лишь случай, когда 


ВЕТ я 1 ` 
р> (2п) в (очевидно, т ых И ), 


так как в противном случае теорема тривиальна. 

Здесь У< [р! *]; вес рассуждения, приведшие к формуле (9) упомя- 
нутой выше моей работы (?), сохраняют силу, и эта формула теперь 
(с новыми значениями ХА, ри У) примет вид 


2 (А-В 26 (к-®) ЗЫ 1-0, 1ут-Н ло - . 2 (1 
|5 о” д ор р Ст ан... Фа + 
0 0 
ь . 
Ц (8ир" "ее оО Селье Надя ао), (2) 


==] 
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причем С, как показывают дальнейшие рассуждения указанной работы 
(также сохраняющие силу), можно заменить максимумом числа значений 


у=0,..., У—1, удовлетворяющих при выбранном из этих значений уу 
условиям (1). = 2 ВИ, ...) 
(Ри +25тс (у — уУо)) < Би +2 В ВЕ Е и 4..2, 9. 


Но легко находим 


0,5%? 0,5%" | 0,05 
Ри 5+2 (2п)" < РБ» (2п)" < п г Д;— 4-25 < Уи” ро 
Ви_«у25та, (у ве. У) 0, УВ $5250 (у 14 0) 
Ч 4зР р 


= Ви з+2 5тс, (У— У) 


Расстояние правой части последнего неравенства до ближайшего 
целого числа должно быть меньше, чем 


р ту 05" (4. р! ее тур!) 


Вана (2) пр + 
и Ч5Р 4: я 
10,5" (р р 005%") Й 
Ч: Ч 


Но левая часть указанного неравенства — рациональная дробь со знаме- 
нателем 4.. Следовательно, О»„_.-+25та. (у — уу) должно делиться на 4в. 
Отсюда выводим, что 0, (п + 1)! т (у— Уи) делится на каждое из чисел 
Чи+1, ..., 45 и, таким образом, делится и на О. Но 


„(п - в”. Рип + брт < р", 


Следовательно, 


Применяя это неравенство, а также неравенство леммы 3, из (2) вы- 

вводим 

ААВ) + 1 пьв Збиьы ео усьно+ О, 
р 


| © | 26 (+В) я 2 р рай) (8п) + 


ых (8пр!-в)^° (М, 


Но здесь имеем 


с — 0,1% "У. т 0,145 ба. 
(+1) ры (+В) ее 
5 
г. я 
р, 
(3 п. + `)(#- >) (ш — ы +3) 
ии +58 И я 
(А) о О Ри 
1 7 И. 1 у 
—= (+ п 5) < "4. 
Поэтому 


А а ((8п)® 5" р!—2) 25+) (Вир! в), У [У 
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ЛЕММА 4. Пусть 
1 
р ет 6 4х; 
0 
ф (5) = и," +... + их, 


где из, ..., и: — вещественные и и, обозначает наибольшее из чисел 
и | ..., |\: |. Гогда имеем 


7 | < ши (1; 18" шо >). 


Доказательство. Полагая $(5) =9, мы можем весь интервал 
0 <х<1 интегрирования подразделить на <2п—2 интервалов, в каж- 
—“ . №— й 
дом из которых функция $’(5) монотонна и не обращается в нуль внутри 
интервала. Пусть 1 <х< 1, — один из таких интервалов, ©; = (х,), 
®, =$(5,). Достаточно ограничиться случаем, когда $’ (5) — возрастаю- 
щая неотрицательная функция в указанном интервале. Имеем: 


"= зш 29 


т. 


ах 


1=И+; И- | 052 и, 


ао 
Ф° (т) ' 
где $'’(х) рассматривается как функция от 9. Интервал 9 <9<у, 
при помощи лежащих внутри него чисел вида /-- 0,5, где /— целое 
число, можно подразделить на ряд интервалов длиною < 1, .в соответ- 
ствии с чем интеграл И представится в виде знакопеременного ряда, 
откуда будет следовать, что при некоторых 9, и 6$ с условиями 
9 << +8<%9,, 6<1, будем иметь 
9-5 ъ,-+5 д 
| { 4% и а : 
1915 \ = \ Ф' (=) = (9, - 8) —4 (9:) =х' — 2, 


9 о 


где х =$ф(9) — функция, обратная функции 9 =Ф(т), и х’=ф(9 +5). 
Пользуясь значениями функции ф (5): | 


9, о ео ев 


и полагая $ равным одному из чисел 1,..., п при Ах =, составим 
разность А‘ (,). Так как указанные значения функции ф (5х) удовлетво- 
ряют условию А 5 < 1, то имеем 
$ 
А* (1) | < 2. 
С другой стороны, имеем 


дес 
+1)! Е 


А*ф (21) = ГА ры в рН 


что, ввиду 


ыы = (7 ‚) т,” а ана и (Г )ашны +, 
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можно представить в форме 
Д*$ (2) = Нзи, + Ни, + ы + Ни; 
г 7—$,ЗА 3/5 {4 т 8—1 ,3-Н1А 3/51 
Н= (ео + (Ра АО... 
и 7 Чл" Г углз" 
+(.^ = А`О + (7) гА*о". 
Но, очевидно, Д‘О* = |, а при $ < т имеем 
О — "— (1) @— 1)" (56—24. + т =" 
откуда следует, что 
г г 108—191 
н,.<(’) Рег) НТ 


Ч И =. ›) ое . 28—15, 


где в правой части имеется г 5+1 <7<.п слагаемых, каждое из 
Я —1 
которых < 2” п*‘5° (51) Г. Поэтому 


Н, < 


28—1 8+1 5818 НГ. 28—4 из-1 5$ ПЕ х $-+1 


) > не ру 
51 Е. 528е—28 Эс = 


Наибольшее значение последнее выражение имеет при $ = п. Поэтому 

Н, 1 1 

ес! вери ув 2 

ов} в) ту 5 (221) 
и вместе с тем 

6 
Арба) ИЕ (и, + поз (209) (шыы | + +++ |). 

Пусть 55 — наибольшее целое $ с условиями 


ма Са + т ы и С= 


2 п 
125 (2 е)- 


Тогда имеем 


оз ий 
я 6. т Гы < 
Но, очевидно, все |и.41|,...,|И»„| меньше чем |и.|. Кроме того, 
, + й | 
имеем 


<с (+8) СО ы, 
12| С (С +1) [иы + и (1 с) = С +, 
< 


(С иь + Си + (4+ 5) = Сие, 


(шв, | Не [9 05 С Ш, 


| Из —1 


И:,—3 


а м 


При этом при любом $ =1,..., п имеем 


Ив шы,[* Ат (С + 1) [ие < 4в (об 2)" +1) [иь Г. 
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ЛЕММА 5. Пусть М и М, — целые М«Мь, и в интервале 
М <: < М, задана дважды дифференцируемая вещественная функция } (т) 
с исловием, что } (52) монотонна и 


, 1 
057 (2) <>. 


Тогда, беря одновременно знаки + или се знаки — , имеем 
м о | 
ыы ре 2 (х) \ ЕЕ п (х) ах + 20. 
х=М М 


Доказательство. Эта лемма есть лемма 13 моей книги (1) с не- 
значительным видоизменением формулировки. Именно, условие }" (1) > 0 
заменено теперь условием монотонности } (57), что не меняет доказа- 


тельства леммы. 

ЛЕММА 6. Пусть р — целое поломсительное, г — целое поломеитель- 
ное и каждое В.,..., В, имеет одно из значений 1, —1. Тогда, каковы бы 
ни были целые ([,,..., Ц, число Г решений системы 


В," Е Виа,” = 

В ее - Вы: =— 1, 
когда х.,..., %, независимо друг от друге пробегают значения 1,...,р, 
не превосходит интеграла 


й 1 
И, = ... | ПУ \ ет (атх" Нах), 
0 х=1 


> 


Доказательство. Эта лемма есть следствие тождества 
Й РА 


И == | ; 15 к 9 $ „е-2т1 (ива: а) Як Ч*;; 
0 0 
р 
9: = ® е? тв! (&пхп ах), 
2554 


ЛЕММА 7. Пусть п > 12, г — целое, гк, 
по = [6,572 п 12п?]. 


Тогда для интеграла 
1 1 р 
Ро= (5 [4 ... а; 5 = У ей аля, 


0 0 ь х=1 


имеет место неравенство 
4,3 п? ва г 
Иь < (8) Зт? (п 12т*) р 2 + 


Доказательство. Ограничимся лишь случаем г = го так как 
К этому случаю тривиально сводится и случай г > ту. Положим 


И = 3Зп(п- 1); = [ва—я е 
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Сначала рассмотрим случай 


1 1 У 

Е т У. 
Пусть 1 =р*’, з=р. ®* приз =л,..., 2, Интервал 0< о, < 1 
интегрирования по о, мы заменим интервалом 
И 


Л 
ео к 
и. т, 


Всякое ©, последнего интервала можно представить в форме 


а 1 1 
8 
в = 2, (4, 4.) =1 О< Чл, — оо (3) 
9 Чт Чт 
: ых ат 
Пусть Е о 5. обозначает часть интеграла !., отвечающую об- 
п 1 
ласти п-мерного пространства, содержащей точки (х„,..., в) с усло- 
виями (3). Пусть О обозначает общее наименьшее кратное чисел 4.,..., 4. 
Положим 
Г. 4 
и= (т...) 
Чи» Ч: 
где суммирование распространяется лишь на слагаемые с условием, что 
1 У Й а Й 
ге ны : 
Ор и что при любом $=1,..., 2, 1 имеем т т 


Часть интеграла У., отвечающую области, точки которой не входят 
ни в одну из областей интегрирования слагаемых суммы И;, обозначим 
символом У,. Имеем (области интегрирования слагаемых суммы И, могут 


перекрываться) 
Т, Е И, -- | 


Сначала оценим ТУ,. Находим 
й 1 
У, < (шах |5 | )^-% @+0 И; Н]= (... 0 а Е 
що 
К оценке |5| применим теоремы 2 и 3, беря в них п—1 вместо п и 
полагая т = 1. Возможны три случая: 
1. Среди чисел 4»„,..., 4, по крайней мере одно удовлетворяет 


условию 


Г 
ри. 
2. Среди чисел 4„,..., 4» По крайней мере одно удовлетворяет 


условию 


рее 
1 У 


3. Все 4„,..., 49. не превосходят р, но О>р3з 6. Во всех этих 
случаях можно положить 


4 У 
ом те Ве. С 12п? 


2. Известия АН, серия математическая, № 2 
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откуда следует, что 


га 0,57 1 36% 1 _ 
от (89) о, ин. 


Кроме того, согласно лемме 3, находим (с = 0) 


Бе (+2) к "ОО 
н< 8») 5) и. 


Следовательно, 


("—26 (+1)) 0,51 11а Зв и ьк (ина) = ("26 (®4т)) + + тео 
р з 


У, < (8п) 
Но имеем 


Вубия 12 —1— (уи+1) (в 5) (п зи (и+10 +55 
(г — 26 (А ил #)) Ро > 9л2 п 3672 


6,5712 п 12п?2 — 2,5п2 ш 12п? 1 Й 
Е 27 Ш ея п 12% >35 , — (7— 26 (+ ^)) ро + 5 < 0. 


Далее, находим 
г— 26+ 1) < 6,502 ш 12? — ($ п— >) (®— 3) шз» (+ +и+2)< 
< 6,51? п 122 — 2,5ия (1— 5) (в 122 — 0,16) < 4,242 ш 12и2, 
БК ( +21+5)<(3 + 5) (®— 5) Зи (и +0+1)- 
ь (®— 5) 3 (п + 1+ Зв 5)< 


5 


<” (т 121? — 1,2) (ш12п2 + 1,1) < 2 из (п 122}. 


Следовательно, 
(0,5% 1п 36%") (4,24% 1п 12п*) | . 7 (0 121") к— ВЕ < 
Г, < (8п) р ь р 
! мп (по) 
В оО 
< (8^) р - 
а 
Теперь оценим У,. Сначала рассмотрим какое-либо одно Е в ах = 
Чи 91 
Введем подстановку х = О.Е {+ у, где @, — общее наименьшее кратное 
чисел О и 91, 1 пробегает значения 1,..., О, аЁ при заданном у 
пробегает целые числа интервала 
РА Р—1 
о. (4) 


Тогда сумма 5 примет вид 


а 

21 и 
® п к 
5 ре у 


ри Уч У) = ФЕ". +. 
Но имеем 


ф' (Е) = (72 (0: +)" +... в) 0,, 
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что численно 


3 р т: 91Р3З 
И Е И, 
Ар эру. 


Кроме того, 4’ (Ё) — многочлен степени п-—1 и, следовательно, весь 
интервал (4) можно подразделить на <2п— 2 интервала, в каждом из 
которых ф’ (Ё) монотонна и не обращается в нуль внутри интервала. 
Применяя к каждому из этих интервалов лемму 5, получим 


(р—т) 9, * № 
ре е2лёф (8) ЧЕ 0’би = е | ета (пхп +. ых) др + 0бп. 


= 19,1 0 


Вместе с тем найдем 


$=8 (17... ии) {ем бьиич ь е 060; (5) 


0 


а О 
В (>... ат=о у НИЯ) 
\ Чи В . 
| Е 


С: а 
Следует отметить при этом, что В т те — может не быть равным 
п 1 


нулю только в случае, когда 4, -— делитель числа О. Действительно, 
если 4, не делит 0, то, полагая О, = 40, будем иметь 4`>1. Вводя, 
далее, подстановку у = 0 + $, где $ пробегает значения 1,..., О, 
а { при данном $ пробегает значения 0,..., а—1, получим 


` ‚ (бт 2 
а а: \ 274 (= 50 - ее р АА г) 
аа ое ее 
9 1 


р : (Чпти) - (4, * 
ВЕ \ зв® \ О 2, 0, = 
п 
= (ати = (ат) 
(Чтти у (Чт) " 
= 9% | ... | о а. - О 
0 0 


причем из (5) следует 


9 < <2““|в (=, р пы 
ь 


г 
(\ е2т (21х”® +++. Ех) и) ы 2"—1 б”и”от. 
о 
Их 
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Вводя здесь подстановку х= ро и затем подстановки р"2» =И„,..., 
...› 281 = 1, получим 


р" (ап п у 


1 ы 
“п отт—1 ето ) В Чи а, \ |" Е 
Е =. 582 .. < В а. Баре Ч, \ 
п п 
0 
р (Чт!) * : 


отт 67и”О,” 


С 


$ В | оч инт ни, 
0 


[В |4... 4, + 


(6) 


Далее, находим 
7, < 7, =Е У, , 


где 7! — сумма первых, а И, -— сумма вторых слагаемых правой части 


неравенства (6); суммирование распространяется на все системы 
/а а 
|“,..., 2) с указанными в определении У, ограничениями. 
Ч 41 ! 
Сначала оценим Т,. Очевидно, а; при данном 4; пробегает < 4. зна- 

1 У 


чений. Далее, каждое 49„,..., 4, пробегает 3р* 6 значений, а 9: 
1 
пробегает гр. значений. Поэтому 
1 У Й 
и р 6Гл Го р Вы 5) о о ий ит (5-— 8) 0+3 
и 0 @2 (1 
м (п вы (= 5) © 9+5 
Р 
2 У 2 У п (п-1) 
К-т 
а. Е 2 
а «р ы 
Теперь оценим И!. Применяя лемму 4, находим 
рт(аити | р (Чт) 1 
т 
В а 
0 0 
1 а 
8 У 
р р`р 
— | Я \ (пит (1; 18". °))' аи, ... аи, аи, 
0 оо 


где и, — наибольшее из чисел и„,..., и. Но 


(шп (4; 18". >))” = па (1; 18" и," = (ий. 4; 18, —”))" < 
< ша (1; 18"и„—“!)... ша (4; 18, —”). 


Следовательно, последний кратный интеграл будет 


< ({ тт (1; 18" —**) аи" (1 -- ира 18 т27® 
9 / 


г 
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и вместе с тем 
1 
рав И” и 
: Ч” А 91 


п (п!) 


20" 2 в к — Г. 
<20”р Ув о = 


га 


Цалее, имеем 


та а |® 
в “|= № и; #)= Е о 
— Чи 41 79 х (0); (0) р. Чех АСВ, 4, 1 
тис 
9<р 
где сумма ро распространяется на слагаемые с условием, что общее 
наименьшее кратное всех 4„,..., 4. равно О, причем 4, является дели- 


телем числа 0. 
Пусть сначала О >> (2п)"". Находим 


оо... За (1) 


25 (вп) 
п 5 Е 


Но, согласно теореме 3, имеем (берем п — 1 вместо п и полагаем т = 1) 


о 


Далее, находим 


зп 129" 


= (8п)*5" шп ео 


9—1 
а а. \ 26 + 
В <0оъ ею У... 
№ Ч п 9 м б и=0 
ее он (* хп -.. + =) Я 
‚р ь. е — 
в=0 
ь 
9—1 9—1 рн [5 них 
отм; м > е ов (2) Г 
6 и=0 5,=0 (Хп, р.) 
где каждое Х, пробегает лишь целые числа с условием 
— (А -| 1) 9 < Х, (Е -+А) 0, 
причем, каковы бы ни были целые числа /„,..., [, число решений 
системы Х„ =/,,..., Х, =Ц, согласно леммам 6 и 3, будет 
(п) 1 
ьв (ва =) 26 и РР + 
< (8п) 9 
Очевидно, М равно умноженному на 0” числу систем (Х„,..., Х}), 
образованных числами, одновременно кратными О. Поэтому 
п в Бк (®+25+ ^) за) — ре +5 
И оо —_ 


8=1 
:. в (2+ =) + 
< +1) (8) 0 
п 7 1 
в (2-е) т. 36 (®- — 
< (8п) + 0 и 
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Из доказанного следует: 
и ы ъ . т И < г—26 (А-В) 
0,5 (26 (+1) п а анячный (ии и ) + п бат +5 


И (0) < (8п) 0 


Но из доказанного при оценке И, следует: 


4п? т 12п2 <т-- 26 (Е + №) < 4,24 п? ш 12п?, 
[2 (+ 24) -+ тп 2 т (ш 121? — 1,2) (п12ий + 1,1) + 


| + и : пЗ (т 12п2)?. 
Ноэтому 


3,37? (ш 12) — 


0 (9) < (8п) О 


Е 
При О < (2п) это неравенство тривиально. Далее, находим 


и о АееыЕ 
ее 
О А 
_ пи 
у 207 (80) о те 
т (п--1) 
+ (Ви) (п 12) р ы мт = 
_® ® Е) 
" < ре Е и — Г, < (вле (10 12°) * тт (п)*'7"" (1 пом" 2 2 
4,3тз (Пт 1203) к Ве 


< (8п) р 


Теперь’ рассмотрим случай, когда 


8 з Юз Юз 
(2п)3 п ш (3п*+3п) г. р т п) * (п) 1а (За 3п) | 
(здесь правая граница, очевидно, > о Положим 


Е пр 
*^ п (27) (312 + 3п) * 


Тогда найдем 


Зи? (и + 1) № (32 + 3») (2^) Е 
И, < п 1 (2п) № (31 { 3л) ‚ = Зл (п 1), 


38п п (3п? + Зв) а (2п) 
"> п № (2п) п (3п? -{ 3”) 


=2'38. 


Кроме того, полагая 
И ШИ 
р 


получим 


1 11 (3п* 
У’. пу’, ШУ то ат И т) 
(2п) са (2п) з о Е. (2п) 11 (2%) 11 (3п*-3п) В 
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Поэтому можно применить лемму 3, заменив в ней И/ на У/. и Ё на А, 
(положив с = 0). Найдем: 
1 


1 
И, < р" Е (. 1 |5 о а и — 


ча 
п) „пи, по 
са (8) И. и 
р — 
3 (п 1 
ь ве (в,--2ь-+ ”.) поио а (30243) < _ 


< (8п) (2п) р 


откуда, ввиду 
Бо (№ Ее) < (# о 5) < т (в 122}, 


п? (п 1) 
Я 


Ча (Зи? + 31) < 5 и? шп 12, 


уже легко убедимся в справедливости нашей леммы для рассматривае- 
мого случая. 
Наконец, в случае 


р = (20) т (3и*-3щ) 


имеем 
г ео 38т 11 (За Ч-3т) я в 
у. — р" < (2п) р Й 


откуда убедимся в справедливости нашей леммы и для этого случая. 
ТЕОРЕМА 4. Пусть п>. 12, т и р— целые положительные, св, ..., С -— 
вещественные, }(х) = сл” |... ах, 


р 
к Ау ет [(>х) : 
= 


одно из чел п. а, 


0 2 
8 — - д?’ (а, 4) = о. Ч < 2". 


Тогда, полагая 

4=р" в случае (< 9 <р, 

9 = рт в случае "< а< р, 
соответственно этим случаям будем иметь 


26 
т 


у 0,665 11 120 т з р 
5'| < (8”) тр"; р= бб - 


Замечание. В случае р < р’! для разыскания верхней гра- 
ницы для |5| следует пользоваться теоремой 2. 
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Доказательство. Мы рассмотрим лишь случай 


4тз (1 1201)" 
—ы (2п) ( т”) . 
так как в противном случае теорема тривиальна. Пусть 


= [6,52 т 1217], У = [р"-#]. 


Повторим рассуждения доказательства теоремы моей статьи (?), заменяя 
в нем прежнее значение р, прежнее выражение для ](2) и. прежнее не- 
равенство для р новыми и беря г вместо 26 (Ё -- 1). Тогда найдем 


ПЖ ) 4 4 
В ие из : 
р 2 . т. АТИ... аа | ; 
0 0 
р 
т. = У вия, 
2—1 


откуда, применяя лемму 7, найдем 


3) 


|5 9 п? (8п )* ‚Зтз (ш 12в тр" + (и-Е1) 2 т (8пр"®)’. 
Но имеем 
о. эт” р (шп (п) 4,323 (п 12?) = маны 11а и 


= а . 


1 26 
а, 


-откуда и убедимся в справедливости нашей теоремы. 
ТЕОРЕМА 5. Пусть п>.12, т и р- целые положительные, 
с...) С1 — вещественные, } (5) = спа” +... сх, 


р 
— № е2т4? (х). 


Каждое с,,..., с» представим (что всегда возможно) в форме 


т (аз, 43) =1, О<4:< 
5 


Тогда, обозначая буквою © общее наименьшее кратное чисел 4п,..., 43 
и полагая 

О = рт в случае О<р 
для этого случая при т < рб" будем иметь 


|5 | = (Вт 11 12 в 


т 


? — 6.6 (п Е) №12 


Замечание. В случае О`>р для разыскания верхней границы 
для |5| следует пользоваться теоремою 3. 
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Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда по крайней 
мере одно из чисел 4„,..., 4, удовлетворяет условию 4. > р"%!°. Пола- 
гая 4 = р®, согласно теореме 4, будем иметь 


2 
- 0,665% 1п 12п* ны 
а 


о 


р 6,62 ]п 12”. 


Но здесь имеем 


0,05 ро < (04 — 1) 0 < 
0 


= (1— 0,4%) 
о 
откуда и следует справедливость нашей теоремы для рассматриваемого 
случая. 

Далее, рассмотрим случай, когда каждое из чисел 4и,..., 9» не 
превосходит р! 61°. Мы рассмотрим лишь случай 


—1 
0,665%2 1 12”? 
р> (8п) 


так как в противном случае теорема тривиальна. 
Пусть 
п. == [бла У = [р]. 


Повторим рассуждения доказательства теоремы моей статьи (2), заменяя 
в нем прежнее значение о, прежнее выражение для /(5) и прежнее не- 
равенство для р новыми и беря г вместо 26 (# + №). Тогда формула (9) 
указанной статьи примет вид 


я ь й ВО. но : ы я 
Ра’ р с}... 1Т, "дан... а + (4пре-®у') , 
Ом 
причем С можно заменить максимумом числа значений у=0,..., У—1, 


удовлетворяющих при выбранном одном из них 9, условиям 
И, = Иа = На 3|,....) 


(Ри в+2-5тсз (У — %)) < В» +2 (2п)" 1 р-э+1; 
О 


$ =и,.. 


мия 


Отсюда, подобно тому как при доказательстве теоремы 3, убедимся, 
что 
Се”. 


Применяя это неравенство, а также лемму 7, находим 


ох 
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Но имеем 


т — 0,11 — пр (1 —0,124у) * 
Е > 55 вт > 


9г 4,Зт (т 12и?)? 0,665г® 1ш 12%? 
о (8п) ‚3тз (т п”) < (8) ги ш 12% 1 


откуда и следует справедливость нашей теоремы. 


Поступило 
8.1.1951 


ЛИТЕРАТУРА 


' Виноградов И. М., Метод тригонометрических сумм в теории чисел, Труды 

Матем. ин-та им. В. А. Стеклова Ак. Наук СССР, т. ХХШ, 1947. я 

> Виноградов И. М., Верхняя граница модуля тригонометрической суммы, 
Изв. Ак. Наук СССР, сер. матем., 14 (1950), 199—214. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
15 (1951), 131—152 


Н. П. РОМАНОВ 


ПРОСТРАНСТВО ГИЛЬБЕРТА И ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ 


Часть вторая 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Здесь рассматриваются приложения общих построений, развитых 
в первой части этой работы (1), к конкретным вопросам теории чисел 
и теории ортогональных систем. 


В первой части этой работы доказывалось, что если последовательность 
элементов пространства Гильберта обладает Д.„-свойством, т. е. для нее 
(1, /т) = 8 ((п, т)), где (т, п) — общий наибольший делитель ти п, 
а 8(1) — данная функция от целого аргумента, то последовательность 


С ==», в(-" >) 1» будет ортогональной. 
ап 
Кроме того, если ` 


ту т ) = Ув (= (а) = = С (п 0 


ат 


оф, = увы 5 в(-" о образуют, очевидно, ортонормированную после- 


довательность. 

Настоящий параграф посвящен построению примеров последователь- 
ностей, обладающих РО-свойством для случая, когда гильбертово про- 
странство конкретизировано как пространство всех функций, определен- 
ных в данной области А, с суммируемым по Лебегу квадратом модуля. 

Эти последовательности интересны как материал для построения 
ортонормированных последовательностей. Все возникающие при этом 
ортонормированные последовательности являются новыми, обладающими 
свойственным теоретико-числовым функциям «прыгающим» характером 
поведения. 

Укажем два метода построения систем, обладающих Р-свойством. 

а) Первый метод. Первый пример последовательности, обладаю- 
щей, согласно принятой здесь терминологии, О-свойством, а также первый 
пример приложения такой системы к теории чисел был дан Франэлем 
в его теореме о числах Фарея [см. (2), стр. 170]. В указанном месте 
доказывается, что 


р/в’ 2) 4 — (и, т), 
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если 


{= (1) = У 12 п (из — [15] — >) : 


Эту формулу, а также вытекающие из нес арифметические следствия 
можно существенно обобщить. 

Рассмотрим любую вещественную функцию Ё (т), удовлетворяющую 
функциональному уравнению 


Риз) = т" Р(+ =). (1) 


в==0 


Тогда, очевидно, тому же уравнению будет удовлетворять и 


Ф (2) = Р(=— [;]): 


т—1 


Ф (та) = т" У Ф(2+ =). (2) 
и—0 


Ев 
В самом деле, (2) верно при 0<#<-, так как тогда оно совпа- 
‹ а 
дает с (1), но обе части равенства (2) имеют период, равный = и, сле- 


довательно, (2) верно при любом 5. Предполагая, что Ф (5) есть функ- 
ция с суммируемым по Лебегу в интервале (0,1) квадратом модуля, 
1 


вычислим ) Ф (т) Ф (иг) ах. 
0 
Рассмотрим сначала случай п = 1; тогда 


в 
1 т—1 т. 
\ Ф (т2) Ф (х) ах = У \ Ф (т) Ф (х) ах. 


0 й=0 К 
т 


К 
Производя в каждом члене замену переменных х = — -- Ё и учитывая 
е т 
периодичность Ф (х) и (2), получаем: 


1 
1 т т 1 
| Ф (2) Ф (2) 42 = | Ф (2) УФ (: 2 =) 4 = 
0 0 К—0 
1 
т 1 


=: т’ * | Ф (тд а = т * \ Ф (12а: = Ст * 


, 


= 
&> 


где 
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Рассмотрим случай (п, т) =1. Аналогично предыдущему, здесь 


1 


т т—1 
(Ф(и2)Ф (из) = \ Фи У Ф(м +") 4 
0 0 &=0 
или, учитывая, что вместе с Ё пА также пробегает полную систему 
вычетов по модулю т и поэтому, вследствие периодичности Ф (5х), 


т—1 тр—1 
хх Ф (п + "”) = р Ф( + =) = т *Ф (тпд, 
В—=0 й &=0 
имеем 
1 
1 т 
| Ф (т) Ф (п) 4х = т’ * | Ф (т) Ф (тп) 41 = 
о 


0 
1 


=т * \ Ф(1Ф (6 &=С (тп) °. 
0 


В случае любых т, п введем обозначения: 
тп =Ь, пир то. 


Тогда 
1 . 
т) = (Ф (т'.Оз) Ф (прзх) 4х = 
6 
1 
} р ) №: 28 
= \Ф('2) Ф (из) 42 = О 
0 


Отсюда получаем следующую теорему: 
Если вещественная функция Е (1) с суммируемым по Лебегу квадратом 
удовлетворяет соотношению (1), то 


и Е т Е (пт — [п4]), 
1 
де С = \ Е (1)? 4х обладают Оу-свойством со значением в (#) =#*, или, 


0 
иными словами, 


41 2 
\ 1» (2) [м (2) 45 = (п, т). о) 
0 
Отсюда следует, что 
4 (2) = а х в(*—) м) 


увы (а 4 Е (@е — [42] 


Е. (п 


образуют в этом случае ортонормированную систему пространства [2 (0,1). 
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Пример А,. Простейшим примером функции, удовлетворяющей 
соотношению (1) со значением $ =1, является 


Е (5) = —1юв (2 | зт ля |), 


в чем можно убедиться, пользуясь тождеством: 


тр—1 
шли = 2" П ип ( ка + =”) Е 


В=0 
Здесь 

1 

@ = \ (ов 2 |5 ла |} 42 —. 
0 

поэтому 
У 12 : 
Ув (2) = — п 8 (2 | т пих |) 


удовлетворяют соотношению 
(т, м) == (п, т)? 
и, следовательно, 
У 12 т : 
(Е (=. а 1ос (2 | зт ках 4 
"Руно т) 9108 (2 | у (4) 
образуют ортонормированную систему пространства [Г (0,1). 


Пример А,. Известно [см. (3), стр. 21], что полиномы Бернулли 
удовлетворяют соотношению 


т—1 
В 
В» (тх) = т! . В» (+ _—- =). (5) 
8=0 
Известно также (см. там же, стр. 31), что 
АП 
Ш! 
\ Ву (г) В, (2) а — (1 Вы, (6) 
0 


откуда 
У Е: 
\ к (2) 2 = ок | 2к |. 
0 


Согласно предыдущему, отсюда следует, что 


фик) = Ув (-- ) 4^ В, (42 — [4] (1) 


[673 | Вок | Ф2к (п) ат 


образуют ортонормированную систему пространства [2 (0,4). Эта система 
указана мною в работе (4). Можно показать, что если Ё = 1 (то@2), то 
функции - 


1 Ч: ь №. (8) 
Фу Фр: 


образуют полную ортонормированную систему Г (0,1). 
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Из полноты этой системы следует для любых / (2) и 2 (1): 


(= 08. 0+ У ($) (6.9. + У(/ Фи: 1) (891), (9) 
#—1 


п=1 


откуда можно получить много тождеств теоретико-числового характера. 
Пользуясь примером А. легко доказать, что последовательность: 


тя (5), р (*), р (<), ...у ГДе 


1 * (2) — Ул 105 | эт (2паге ше х) | 
п 3 1 2 - 
га 


удовлетворяет соотношению 


со 


) ЕЯ 2 аа (п). 


0 


Легко видеть также, что 


з1т (2п агс 2 5) = 


9 0 1 ` 
ИТ? (ут), 
где О» (1) — полином, определяемый соотношением: 


эт 2иф = зшф О» (03 $), 


откуда 


Также легко видеть, что 


% 
2 У — = 
удовлетворяют соотношению 


Ав (Иша = (т. 


>—„- 


Из теоремы 2 первой части этой работы следует, что 
. кн: А - 
9. (®) = УХ ( 2)1* (а) 


4 п 
Ч, (2) = уве Ста 


образуют ортонормированные системы пространств [,2 (0, со) и Г (0,1) 
соответственно. 

6) Второй метод. Второй метод построения последовательностей, 
обладающих Д-свойством, отличается от первого большей общностью и 
обладает тем преимуществом, что каждый раз выясняется то подпро- 
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странство, на котором система будет полной. Этот способ дается непо- 
средственно теоремой 3 первой части этой работы. 

Смысл теоремы состоит в том, что если 91, и», из,... образуют. орто- 
нормированную систему некоторого функционального гильбертова про- 
странства и © (п) — мультипликативная функция со сходящейся суммой 
квадратов модулей, то 


|) ==) г (®) а, (2) 


образуют последовательность, обладающую Д.о-свойством со значением 
8 (1 = | (0 [?, полную на линейной замкнутой оболочке последователь- 


ности о» (1). Здесь 


Ее Ув (® 2 
—=1 


Теоремы первой части работы показывают, что ф» (7), определяемые 
формулами 


1 п у 
Фи (2) = НОР и (==) Га (2), 


где 


тэ 


) = Ув (=) (а уг? = | (2) |? Па-—|® (2) 


ат рт 


образуют ортонорми ованную систему, эквивалентную системе %„, (1). Наша 
р р 


[е) 

задача — выбрать и» (2) и © (#) таким образом, чтобы суммы У © ()х,„ 
= 1 

можно было представить в наиболее простой форме. Для случая [2 (0,1) 
[©.е) 

с03 2кпх 


2" 


легко указать пример такого выбора, так как известно, что У 
п 


п=1 


эп 2х И А | Б 
ых т могут ыть просто выражены через полиномы ернулли. 


Отсюда вновь легко можно получить пример А,, причем делается очевид- 
ным, на основании теорем 4 и 5 первой части, что система Фи: к (2) 
при А четном эквивалентна системе У? сов 2кпх (п =1,2,3,...), а при й 
нечетном эквивалентна системе | 2 зт 2ких. Две функциональные системы 
мы называем эквивалентными, если их линейные замкнутые оболочки 
совпадают. Отсюда, учитывая теорему о полноте тригонометрической 
системы, легко видеть, что система 


фи: в, ф.. % Ч: А, 
Фр в Фе МЫ 


есть полная система пространства [2 (0,1), если А ==1 (шо4а2). Случай 


п (2) = У 2соз2их, ® (п) = ыы 
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дает снова пример Ау, причем „становится очевидным, что ортонормиро- 
ванная последовательность 


НУ ю По их 

т (2) = — = 108 (2зш пах) 

ь ИФ» (*) ат 

эквивалентна последовательности соз Эких те а,...). 


В случае, если те же последовательности косинусов или синусов 
перенумеруем иначе, получим другие примеры. Например, полагая 


® (п) = — ‚ (2) = — У2:ш2т (п + т)т, 
получим 
и (х)=— 2 у ра :. эт 2 (т + п) = ев яп 2х 108 |2 эт лия | Е 


+ п У12 соз (2пох) (п = [12| — 5) ‹ 


Отсюда следует, что 


Фе (#) = И 2ттх Ув (5) 4105 2 вт 2каз | -- 


ку ф» (п) ат 
У 12 Ч п & 1 
+7 = соз тя и (1) 4 (4=— [4] — >) (10) 


образуют ортонормированную систему, эквивалентную системе 
эт 2 (по - 1)х, зт2м (п, + 2)х,..., 


все функции которой ортогональны к У2зт 2х (КЕ ааиььи вк И 
образуют вместе с последними ортонормированную систему, полную на 
пространстве всех синусов (всех функций ] (2), удовлетворяющих почти 
всюду условию /[(5) = —] (1 —12)). 

Так же можно получить ортонормированную систему 


9, (2) ЕО с08 2х Г ы, (1) 4105 | 2 т ках | — 


ы п г (п) ат 
И. п Й - 
Е СИ о (2). (= — [9] — 5) (11) 


Ортонормированные системы формул (10) и (11) вместе с конечной систе- 
мой 1, У2зш 2х, И 2соз 2^Ах (= 1,2,... , по) образуют полную орто- 
нормированную систему Г (0, 1). 

Легко получить разложения в ряды Фурье для различных ортонор- 
мированных систем, полученных выше. Пользуясь формулой Куммера: 


со 


х Е эт 2пих = 10 Г (#— [х]) + (2 —[*] — 5) (С-+ юР2 + 105 п) — 


п 


4 


— ют 5 8 [ плз |, (12) 
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легко получить разложение 


у (2) = УТблювт (2—2) + (С +1052 + ю5= + (2) $, (2) — 


— УЗ 1ю2л + УЗ108 [вшл2 | = №: не - с ф» (7), (13) 
п==1 Я 
где 


12 


и (в) а(е-вя- 1) 


Л (п) — фувкция Мангольдта. 

Вопрос о том, будет ли ряд Фурье (13), сходящийся к 1(т) в смы- 
сле метрики гильбертова пространства, сходиться в обычном смысле, 
мною не решен. 


фи (2) = 


В первой части работы доказывается, что последовательность 


а 


Ус ты а 
(Е; № 
где 
о (46) = © (а) (65), в= УХ в (1, 
а 


система я, ®,, из,... ортонормирована, обладает свойством: (и, т) = 
=8(п, т), если (п, №) =1, (т, №) =1, причем 2 (1) =|®(1[*?. Ввиду 
того, что соотношение (]», ]м) = & (т, п) выполняется не всегда, а только 


для т и п, взаимно простых с данным №, его можно назвать ограни- 
ченным. /),-свойством. 


Легко показать, что 


м 

6%) ® нь (т) (6%- Хь(1)8@), 
ат ап 

где п пробегает все числа, взаимно простые с М, образуют ортонорми- 

рованиную систему, эквивалентную системе «„, где п пробегает все зна- 

чения, взаимно простые с №. 

Доказательство этих положений совершенно аналогично доказательству 
теорем 4 и 5 первой части. Так как «„ с номерами, не взаимно просты- 
ми с М, нс участвуют в построении ф„, то можно взять в качестве о» 
любую ортонормированную систему, снабдив все се элементы только 
индексами, взаимно простыми с №. Если даны я» со всеми номерами, 
то, подразумевая под { любое число, не имеющее ни одного простого 
делителя, не входящего в М, вводим обозначения: 


до х (9) 
тр — в о ©) (К) “та, о С("). у, (1 )/г 
—1 ат 
(, №)=1 


(и Мф о 


(®, №)=1 
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Тогда, очевидно, ф‘9, где и пробегает все значения, взаимно простые 
с М, а 4— все числа, простые делители которых входят в И, образуют 


ортонормированную систему, эквивалентную о., «,, ®з,.... Здесь в каче- 
х (”) 1 

стве © (п) можно взять Е Ве (2) > 5 ‚ где х — характер Дирихле по 

модулю №. 


Легко найти конечное выражение для сумм 


хх (”) < (п) 
Хх О) с 
= с0$ 2пих, > РН чи 2х, 
п=1 п=1 


где х— характер Дирихле по ра М. 


эт 2ких 
В самом деле, обозначая у ——<— через Рь(х) и учитывая соотно- 
% 
п=1 
шения: 

м 
У с03 о м 2п (2+ р № вш 2кпх 

м М 2 > 


1—1 
если п== а (то@ №), и 
у с03 2 — ми 2 п (2 + м) =). 
= 
т. п = + а (то4 №), имеем при М2, (а, №) =1 
2 хе) 603 2" Еь ( - м) = м к а 2лпх + 
1—1 и -а(тоа М) 


Е 22 К ат 2тпх. 
п=—@а 


В случае х (—1) =1 получим 


№ 

27 (а) хл ай г е о 6, 

2 у У с08 2 т В (х- д № т. 1 2ких 

1—1 п=а (тоа №) 
х (п). 
зш 2 их. 
ы У ит - 
п =--а (то& М) 

Суммируя по всем а=1, 2,...,М, получаем: 


ях") по 1х ое г 4 
У п 2лих = МУ У, х (а) соз 2 у Рь (#+м)- (14) 


И а=1 1=1 


В случае х (—1) = —1 пользуемся соотношением: 
ый р-В - МУ соз 2ких, если п== а (то4 М), 
х а | в (= й — рт + >. М соз 2ппх, если п == — а (той №), 
й 0, если п == + а(то4 М). 


5 
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Если же 


о < с032ппх М 
Ко ты И 


то имеем, аналогично, 


со М.М и 
я 608 Этих =; У Ух (4) 03 2 Вы" (#+ м). (15) 


п=1 1=1 а=1 
Вводя сокращенные обозначения: 


м 
СУ, х, 0 =УУ Х (а) соз2=°, 


а=1 


5 (М№, х, 1 щ х (а) яп 2" — 


а=1 


и учитывая формулы (14) и (15) и то, что 


Е р | (п) = 2 т гу = | Е та у (2%) = Ма ( (м) © т Ван 
(п. №)=1 (пм) =1 м 
получим 
1/5 ® 1 хх (т) .-. 
д уе уе © ыы: я1и 2 тих = 
к ОМК у м 1 
‘" вы [) Я х(и) У, С (м, х, 1) В ( из + м [2+], 


если К==1 (то4 2), х(—1) =1. В случае четного А 


х создать 2) 
Е, (2) 9 > те. == 2! В» (#— [2), 


Увек (М) 


(2) = оч У акти уз ре (№, х, 1) в (2+м). 


Поэтому 
{ 
ра (+) = (бы | В», | Фок ( М) : № их (п) + 
) 1 | 
5 Ус», у: 8) В» (пт — [12+ ]) 
удовлетворяют соотношению (и, м) = в ((т, п)) = (т, п)* при условии 
(п, №) =1, (т, №) =1, х(—1) =1 как при четном, так и при нечет- 


ном А. Отсюда следует предложение: если Ух (п)-- характер Дирихле по 
модулю №, х(—1) =1, М2 и 


СМ, ях, = Е у ссз 2к (9, 
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то 
р Е 
Чык (2) = №" (ОБИ Вы 9 (т) УСМ, д. 
1—1 
. о и (1) 4 В» (442 р м) х (а), (16) 
[| 


где п пробегает все числа, взаимно простые с №, а 4 пробегает все числа, 
не содержащие простых чисел, не входящих в №, образуют ортонорми- 
рованную систему пространства Г? (0,1), эквивалентную системе с0з 2ктх, 
если К четно, и системе ‘эт 2птх (т =1, 2, 3,...), если Ё нечетно. 
Здесь Вь (1) означает В\ (х — [5]). 
Точно так же в случае х(—1) = —1 имеем ортонормированную си- 


стему 
1 


к. м о т 
а: (2, Х) = М (ов Вь Фа (№) ) ь 25 (М, Хх. 


уве (аа п) жа), (17) 


ап 


где пиад пробегают указанные числовые множества, и 


М 
5(М, хх д=ЖУ вт 2х0. 
а=1 
Эта система будет эквивалентна системе синусов, если А четно, 
и системе косинусов, если Ё нечетно. | 
Доказательство этого предложения аналогично предыдущему и легко 
следует из тригонометрических тождеств: 


[ - М с03 2пх, — если п==а (то4 №), 
ы . ПИ а 1 ] 
> и ту вп 2ии (2 Е я) р у — "- М со$ 2ппх, если п == — а (то4 М), 
о 2 
( 0, если п 3: Ба (то №), 
р | №Мзт 2кпх,. если п= а(тоа М), 
м 
: ай 1 
> чт 2 уу 605 2лп (* м - №Мзт 2лих, если п== — а (то М), 
1=1 
( ие если п = + а (то4 М). 


В случае главного характера х, по модулю М выражение для 
фи. к? (2, Хо) значительно упрощается. 
Можно воспользоваться, например, формулой (6) статьи (!): 


1.9) = (п)! о и (4) в (4) ГлааГ°, 


ат 
со 
где /* = р 6 (т) т, Гм — изометрический оператор гильбертова про- 
т=1 


странства, определяемый равенством 


с со 
А 
т У, библ = 2 Як ть, 
и=1 


1 
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означающий в нашем случае умножение аргумента периодической функ-_ 
ции на т. 


В нашем случае в (п) = х„ (2) = У 2 соз2тпх, если Ё четно, 


о 
пА ) 
ии (7) = У2зт 2лих, если № нечетно, 


ие ь 
ее о 


откуда 


Я. (а) (®/= 


а 1 
уе т У и (2) Б—*В»ь (Р9пх — [04п*]), а'= р Е 
БиХ (в. М) — 


= 


2 2 
(в обозначениях для [9 из первой части множитель у= опущен). 
сб 


Соответствующая ортонормированная система м 
Чык о оз 2) = (бы | Вы [Фа | (№) ® 


его 
У Ув(р) р-*% (1) а*в, (Рае — [Радз, (18) 
ат БМ 
где п пробегает ‘все числа, взаимно простые с М, 49 — все числа, не со- 
держащие иных простых множителей, кроме тех, которые входят в М. 
Очевидно, что 


#. Ч: ва (Жо; 1), о (Хо; т), 


где # = / (то4 2), п, 4 изменяются указанным образом, образуют полную 
ортонормированную систему [2 (0,1). Кроме того, легко видеть, что 
Фи; к? (хо;2) выражаются через ортонормированные системы примера А, 
следующим образом: 


Чи: 9 (Жо; 2) = о 2 и (В) Би, к (Ба). (19) 


ОМ 
Ясно, что 


нк (Ха; 2), Ф..® (5552), 
если № = 1 (под 2), у, (—1) =х, (—1) =1, а также 

фик из =), 9.19 (5; 2), 
если Хх, (—1) = — 1, у, (—1) =1, А=[(шо42), и 


1 фыко (жа; 2), Фи; (ха; 2), 


если Хх, (—1) =х,(—1) =—41, А3=1(шо@2), образуют ортонормирован- 
ную полную систему пространства /2? (0, 1), если х,, Х, — любые характеры 
по модулю №, п и 4 изменяются указанным выше образом. 

Другую группу примеров получим, интерпретируя гильбертово простран- 
ство как совокупность всех комплексных функций двух аргументов х, у 
с суммируемым квадратом модуля на единичном круге 2? -| у? < 1. Это 
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пространство обозначим через /[2(К). В качестве ортонормированной 
системы а„ возьмем 


1 5% 
е (9) = [ №» (г) |8 г2" +1 4} р, (г) 2 Е, 2], 
о 


где /» (г) — последовательность функций, определенных в интервале (0,1). 
В самом деле, ортогональность }„(|2|) 2” очевидна, так как 


1 
1 (г) 1 (г) 272т ах4у = \ \/» (=) 1 (=) отек туза 4ф =0, 
ху <1 оо 


если п -Е т. Значение нормирующего множителя вычисляется непосред- 


ственно. 
1 


И 
Пример А,. Полагая }„ (г) = (— 105 т) 2-1, где Ве (5) > 0, имеем 


1 8—-.- 
Е о 1 2 п й 
оп (2, у) = {2ип?9Г (2°)} ? (105 =) == (20) 
где с = Ве (5) > 0. Отсюда следует: 


й 
1 \=- 

со г По 2 `. 

Л» (2) = п° У, = (2*1Г(25)} __*п2° (1 | у ее 

т=1 


(21) 
Соответствующая ортонормированная система ‹ (2), 4, (2), фз (2),... опре- 


деляется формулой 
1 й 


(фи) = {2=Г (20) Фи} — 108) а У). (02) 


Для случая © (п) =п_°_1 (пример А.) 


1» (2) = 
_ ати (2) р ‹ ‹ — 26-42 и | 5 Й 
ча = {2 Г (25)} п, (— 1601 2]|) ]ос с (1—2 ") |=] , 
т=1 
Соответствующая ЕдВрРЗАНН система будет 
ее 
: 5 а) (= 10821) 
фь (2) = (АГ (20) фаза (п)} ЗУ ь (= ий Нов (1 — 9 СЕ. 
а/п : 
(23) 
Указанные два примера дают системы, для которых 1, 4» (2), 4» (2) 
образуют полную ортонормированную систему. Из прелылущего следует: 
логарифмы многочленов 
В) 
.(")- 
д =Па—=9' 
ат 
ортогональны на единичном круге |2|<\1, если скалярное произведение 
дано формулой 
= \\ оО (8 2 З4еау. 


ху <1 
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Из общих соображений первой части и из теоремы о полноте системы 


— —= 5" 2” 


а 2, 22, 23,... следует полнота системы 1. г 


а — 2 


пространства Гильберта, где (], 8) определено формулой: 


(1.8) = \ \ 1 (2) в (2) |=? (— об | = | )2°- 142 ау, = 


ж-у< 


Легко построить пример последовательности функции на единичном 
круге с ограниченным Д-свойством: 


(», т) =- 5 (т, п), 
пг№на БОИ ОМеЩ, 


Для этого достаточно взять «„ (5, и), как в примере Аз, и о (п) = = 


если 


' 1 
в — ое тогда о. 


1 
г №25 Г (— 108 [21 ) №. ы к та 
| (=) и И 2 (2°) С (2в) Фо (№) |2 | лы © 
Е мМ—1 
О 


= Е 7-4 ДА”, 
У г (26) С (2в) Фо (№) (1 — з\п) |2 | >) Х ( ) 


где У (7) — характер Дирихле по модулю №. Легко найти [9 (2) и 
соответствующую ортонормированную систему. 


Пример А,. Для пространства функций, определенных на единичной 
окружности со скалярным умножением 


2" 
(= | лекрув р) ар 
р 


простейшим примером ортонормированной последовательности будет 


п 
2 | 
@'(2) = у Отсюда (о (= =) получаем пример последовательности 


обладающей 0-свойством, и пример последовательности, ортонормирован- 
ной на единичной окружности: 


УЗ ее 
4 =— Ув (2) 108 (И — 24). (24) 
п? Уз, (п) 4" 


Конечно, здесь 2 означает ©, где 0 ож, и рассматриваемое про- 
странство есть [,, (0, 2), но по многим причинам оказывается целесообраз- 
ным изучать функции фи» (2) при всех значениях д. 
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Так, например, можно использовать теорию вычетов при вычислении 
кооффициентов Фурье 


фа == фа, (--) 52, 


где первоначальный путь интегрирования по единичной окружности мо- 
жет быть заменен другим, если ] (2) голоморфна внутри единичного круга. 
Так как между кругами |2| <Ти |2| <р<1 4» (2) однозначны и голо- 
морфны, то интеграл 
—1\ 92 
(2) фы (27) 4 
А 

равен интегралу 


$ даче, 
|21=2В 


если /(2) можно продолжить в кольцо 1<|2|< А как однозначную 
аналитическую функцию. Очевидно, и можно записать в форме 


В о (ва, (05) 


У па, (п) Ф> (п) ап 


гле 


ар с 
с.) = Па- +9 @) 
ап 
— полином порядка ф, (п). 
Очевидно, 


где Ри (2) — полином деления окружности. 
Согласно принципу обращения а из (24) следует 


п 108 (1 — 2") = т: ХУ @ (9) фа (2 (26) 
За/т 
Пример. Интересный пример ортонормированной системы полу- 
чим, взяв в качестве х„ (7) в теореме 3 первой части ортонормированные 
в интервале (0,1) функции Лагерра 


ыы р 2 : 
и (=) г (п— 1)! о ах" 1 


Известно (см., например, (5) и (б)), что 


ыы о ки 
Уч фи=нье В, (27) 
#=1 
где |1|<1. Отсюда 
С 1 [6 Ех. 
Хз @ т а > Е, (28) 
#=1 ® (п) 
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где \У означает, что © пробегает все корни п-й степени из единицы. 
Ф (п) 
Известно, что 


1 
Иа Тов = Г, 
п8 
откуда 
1 
р | 26—1 о —_ < 14 
Ро (х) = т Ут == ое 27! (106 144, (29) 
К Г (5) 5 (м) 0 
ОСТ 
Нетрудно доказать, что ряд п? ОЕ. действительно сходится к 
в= 
26—-1 = Е ть 
п ы (63) о ЕЕ 
та > вые 1 ви 
© (п) 0 


по метрике гильбертова пространства Г. (0, со). 
Для этого, в силу полноты последовательности а„(т), достаточно 


вычислить коэффициенты Фурье (Ё», х»ь) и показать, что они совпадают. 
со 


— ©» 
с коэффициентами ряда из о “. Очевидно, что 


.8 
па А 


Л (1) = 


удовлетворяют соотношению 


УЕ с) гы: 


[©.2) 


) Ут (5) {т (2) ах = (п, т)? 
0 


и поэтому 


фи (2) =Г($)-* (6 (20) фо» (п)}" зу в (=) 42-1. 


а [п 


: _ х 
о ие Го (- - 1088) 41 (30) 
0 


ра 


образуют полную ортонормированную систему пространства 1/2 (0, со), 


как следует из теорем 4 и 5 первой части и из теоремы о полноте 


системы функций Лагерра. 
__ известных оценок а, (5) = О(п *) (см. ($), а также (°), стр. 174) 
ряд 2 —№, сходящийся по норме гильбертова пространства 1? (0, со) 


3 
мри Ве (5) > о сходится и в обычном смысле слова при Ве (5) >. 
С 


Ортонормированная в интервале (— 1, 1) последовательность 


где 
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— полином Лежандра, дает возможность построить последовательность 
Ф, (2), Ф, (), Ф, (2),..., представляющую собой полную на [2 (—1, 1) 
систему функций, удовлетворяющую условиям 


1 
) Ф, (2) Фи. (2)'4х == (1 т)2°+1 


—4 


при любых нечетных п, т (при четном п Ф, (5) не определены). 
В самом деле, вводя обозначения 


24-1 (2) и =: - И (2) 


и учитывая известную формулу 


со 
ы | 
р Е 
= 2 ) У 2+ 72 й 
имеем 
‹ (=) 
бр ей + 
о = =. .. 3 
р Ух У 21—22 и) (31) 
(№, 2) ={ 
а также 
х (=) 
бат 2 1 то 
Е Е РЕ ИН 32 
= УЕ У2п 2, Ут — 2 хо? + Ио ( ) 


откуда следует 


1 
ии (1). п я © (—1020)*_\ а 
РИ ай т (5 УТ — #2 хо? +- о 


) р) о (п) © 


К=1 
(и, 2) = (п 


или 
1 


о» ты о (— 105 2)! 41 
Ф» (2) а У2г ($) У \ 


АЗ УТ зо + пая" 


Здесь всюду п — нечетное число, с = Ве ($) > 0. Легко получить выра- 
жение для соответствующей ортонормированной системы. В частности, 
при $ =1 получим полную ортонормированную систему пространства 
[.2 (—1, 1): 

© 
п Ув) и, = 83 
2$з (п) ап 5) И — 27а а 
где л принимает все нечетные значения, 6 (4) означает, что ‹ пробегает 
все корни 4-й степени из единицы. 

Легко дать примеры пар последовательностей, обладающих относитель- 
ным Р-свойством, и построить из них биортогональные пары последова- 
тельностей, пользуясь теоремой 8 (1). 
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Так, легко видеть, что 


= Ув (1) 4 Вь (а — [4], 


а [п 


„* (2) = ИЕ 4 В. (4+ — [44]) 


образуют биортогональную пару 


0, (2) ба 90, если п= т, 


0,.(2) 9." &).4х=0, велит =т, 


е.—, ®.—- 


ссли р==а(то4 2). Пользуясь теоремой 9 (*), можно построить последова- 
тельность, биортогональную к 


=У12 п (пз — [12] — =) : 


Эта последовательность будет 


р = Хуеиы а = 
< пк 
в. (т )а (2 (а) ) — (ах, 4) — 5-8 м: 


Здесь ф (т, ») означает число чисел, не превосходящих т и взаимно 
простых с п, 


|» если. д — 
Э- _— 
0: ебли а: @. 
Очевидно, что интеграт 


1 


\ (па — [12] — >) 7 (2) ах 


0 
где /(х) = —]/ (1—2), равен нулю тогда и только тогда, когда /(х) 
принадлежит линейной замкнутой оболочке 
Л (*), 1» (2), нее и (<), Диана (т), 
Полагая }(х) = Ф’ (1), Ф (0) =0, легко заметить, что 


1 1 


УС: [7х] >) (= \Ф(0а РИ + Ф (1 


0 0 Вы 1 


Отсюда следует, что 


1 п 
\Фие-- УФ(-=)+ Фи = 
0 А=1 * 
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если Ф’ (2) = }, (2), т= п. Легко указать критерий для совпадения 
интеграла с интегральной суммой при различных значениях п. Так, 
например, 


Г т 
ое 
\04- : РФ >_Ф(1) 


при п> М, если Ф (0) =0, 


М со 
Ф' (2) = У, акр (1) - У 6 с0з2т &х, 
в=1 в=0 
где аи 6 — любые константы, № |6 |? сю. (Система 1, (2) предетав- 
®=1 


ляет интерес в связи с соотношением * 


у = (пз — [1х] — =) — 


П®=1 


< 102п 
у РО т 2 пт, (34) 


УР 1 
54 Тя 


п=1 


где сходимость рядов понимается как сходимость по норме простран- 
ства [2 (0,1). Очевидно, 


т-р Е 
хи" (вв — 3) 


А=т | м 


2 т-р т-Ер 
1 АО А 
Вх р 0, 


откуда сходимость ряда, стоящего в левой части равенства, становится 
очевидной. Равенство (34) доказывается путем вычисления коэффициентов 
Фурье для его обеих частей по системе синусов, на основании формулы 


1 ] (0, если т не делится нап, 
\ (их — [их] — эт) т 2пих = 4 Е 
Я Й 
". = Эа’ если п [ т. 
Аналогично доказывается, что 
со р з ‘ 
+ и (п) 1 т 2пх = 
2 и — у 5 
№ п п [п ] 2 п (3 ) 
п=1 


На основании формулы Куммера, равенство (34) перепишется следую- 
щим образом: 


у = (па [1х] =) = — ЮГ (2) — («—-) (С -- 10=2п) + 
п=1 


= - 10 п — 5108 т лх. (36) 


* Л (п) — функция Мангольдта, и (п) — функция Мёбиуса. 
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Помножая на Ф’ (5) и интегрируя, получим соотношение: 


со 1 п 
лье 19 С- 
п=1 0 =1 
ТР 1 
ЕЕ (2) 4=— А Ф(т) 42 + Е" Ф (4), (37) 
0 


>_-—>»ь 


ге А=1о22. + С, С— константа Эйлера-Маскерони, Ф’(х) — любая 
функция с суммируемым по Лебегу квадратом модуля производной, 
У” означает, что последний член суммы должен быть помножен на 5. 


Аналогично. из (35) следует 


т Х ыы Ко де. но Ф(=)| = (о (в) вш2 тх 42, (38) 


откуда для случая, когда почти всюду Ф (=) = —Ф’(1 —<2), получим: 
со со 1 тп ` Е 
2 У т У ол У*Ф(;> Е). = 
тя = 1$ в=1 ) 
1 
Е: Их (2) |2 ах. (39) 
9 
Для 


левая часть (37) делается равной в ак А (Ё). Представляют интерес со 
к=1 
стороны приложений к вопросам распределения простых чисел частные 
случаи Ф (5) = и Ф (5) = < — 14. 
Во втором случае 


й=1 


1 
Ф(. ’Ф ыы Е]. 
м 


Обозначая с“ = х, получим из (37): 


Ули) а Бе: а 


1 
== ие р 082 @ — 


0 


А (1 — 1) 


А—1 
_ 1085 о) (40) 
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Тождество (40) после вычисления интеграла может быть записано в сле- 
дующей форме: 


— А Е] 
А) ак Д#—9- 
в. ее 
и = ] (1 — 1) 100 = 
2 ОВ а п? 10522 ‘ 


Последнее соотношение, имеющее некоторое сходство с известным тож- 
деством Ламберта, может быть существенно обобщено. 


Некоторые вопросы, аналогичные и частично совпадающие с изложен- 


Л а 
ными здесь в связи © примером ® (п) = 2» в = У? ят 2 их, содер- 


жатся в работе (7).* 

Сделаю еще одно замечание, относящееся к случаю абстрактно задан- 
ного пространства. 

Изометрические операторы Ё», определяемые формулами 


(©.2) со 
Ри» у Ск “к —= № Ск кп, 
й = = 
где 9%, — заданная ортонормированная система, обладают свойством 


мультипликативности: т [ж = Ги". Оператор ($, [.), где 


лития 


п=1 
со 
= во ПА 
позволяет напивать [и = п“ У, в форме 
в=1 


Лще 6(5 )Че, 


а 9„ —в форме 


ЕС Хе (1) 4 аб (в, Га. 


ЕС 


Таким образом, операторы 


п — 


превращазот «„ в ортонормированную последовательность А„ои(и=1,2,3,...), 
полную на подпространстве, порожденном “т, &2т, “зт,... . 


* После написания этой работы я заметил ряд работ, посвященных вопросам, 
аналогичным с рассмотренными здесь, в частности, работу РВ. Нагыпап’а (3), рас- 
сматривающую вопрос о полноте системы Ф (1), Ф (24), Ф (31),..., где Ф(1) = 

со 


== Ура эти а,щ=а, аи при (п, т) =1. 
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Далее, 
хх #(*) "= 
=. №. —- ) 48 ГС (5, [,)® 
о аб (5, ) т» 
п=1 ат 
где справа стоит разложение «„ в ряд Фурье по ортонормированной 


системе Ги» (п = 1,2, 3,...). 
Частный случай системы (7), соответствующий А = 1, 


«@®-- а: у "(= 2) 4(а — м1 — >), (41) 


Ч [т 


подробно рассмотрен мнсю в (“). 
Пользуясь очевидным соотношением 


— (Фе 9 Ра -"(}ое- У Ф(--)). 


легко вычислить коэффициенты Фурье: 


= В 2 (ое Г (1). 


ат ЕЙ 


(=) 
=Х 


Отсюда и на основании тсорсмы Фишера-Рисса’ получается решение 
следующей проблемы моментов: как должны быть заданы Константы ат, 
чтобы сушествовала функция Ф(х) с суммирусмым по Лебегу квадратом 
‘модуля производной такая, что 


о р 
\ Ф (2) 44 ——-У, (=) == ак? 
о к! 


Условием, необходимым и достаточным для этого, является сходимость 
ряда 


со Й Р1 
< п 
Я Ув) 
ЕВ Ч] т 
Поступило 
21.\1.1948 
ЛИТЕРАТУРА 


' Романов Н. П., Пространство Гильберта и теория чисел, Изв. Ак. Наук СССР, 
серия матем., 10 (1946), 3— 34. 

? Гап4ац Е., УоШезипоей ПЕег а еп\Ъеоше, В. П, Терю, 1927. 

3 Мог] ита М. Е., Уопезитоеей аЪег Р[егепептесВ пипс, ВегИп, 1924. 

“Романов ПН. П., Об олной специальной ортонормированной системе и ес связи 
с теорией простых чисел, Матем. сборник, 16 (58): 3 (1945), 353—364. 

° Курант Р. иГильберт Д., Методы математической физики, М.—Л., 1945. 

Смирнов В. И., Куре высшей математики, т. Ш, Л.—М., 1949. 

УУ1п Бег А., нерВвю аб АрргохппаЙоп ава НИЪегб зрасе, Атег. Тоиги. Ма. 

66 (1944), 564—568. 

8 Нагетат РВ., МирИсайуе зедиепсез ап@ Тбремап (1?)-Вазез, Баке Маш. 
Тоцги. , у. 14, №_. 3 (1947), 755—767. 

9 Бреро С., Оговопа! Ро]упопа]з, Атег. Ма. 5ос., (1939), 378—393. 


з © 


) 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
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Н. И. ФЕЛЬДМАН 


АППРОКСИМАЦИЯ НЕКОТОРЫХ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ ЧИСЕЛ. П. 


АППРОКСИМАЦИЯ НЕКОТОРЫХ ЧИСЕЛ, СВЯЗАННЫХ С ФУНКЦИЕЙ 
ВЕЙЕРШТРА ССА ® (2) 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе для некоторых трансцендентных чисел С устанавливаются 
неравенства вида |С—Ё| > Ф(А, п), |Р(б)|>ъ(Н, п), где ЕЁ — алге- 
браическое число степени п и высоты Я, Р (2) — многочлен с целыми 
рациональными коэффициентами степени п и высоты Н, а ф (=, у) — не- 
которая функция. 

Настоящая работа является продолжением работы ('). Нам потре- 
буются некоторые леммы, доказанные в $ 1 работы (!). При ссылках на 
эти леммы рядом с номером леммы будет стоять цифра Т. 

Кроме того, для дальнейшего будут необходимы еще несколько лемм 
об эллиптической функции Вейерштрасса $ (2). 


$ 1. Некоторые евойетва эллиптической функции $ (2) 


Эллиптическая функция ® (2) удовлетворяет дифференциальному урав- 
нению 
( = 7 @) 
{$ (2)}* =497 (2) — 8-9 (2) — 83. (1) 
Постоянные 8, и 2. называются инвариантами функции У (2). 

Пусть ©, и о. некоторая пара основных периодов функции 9 (2). 
Любой период функции ® (=) имеет вид то, + тьо,, где та и т. — це- 
лые числа. 

Из уравнения (1) можно получить еще одно дифференциальное уравне- 


ние, которому удовлетворяет функция 9 (2): 
и < 1 
9-9 — в. (2) 


В точках 2 = то, - т.о, функция 9 (2) имеет полюсы второго порядка. 
Во всех остальных конечных точках функция 9 (2) регулярна. 
ЛЕММА 1. Для производных функции $ (2) справедливо равенство 


а (3) 


где Иа Ь, с — целые рациональные числа, удовлетворяющие неравенству 


шах [нь с| = 4.53" 6+7), @ 
2а- Зо -ле=з-2 


а целые числа а, 6, с не меньше пуля. 


4 Известия АП, серия математическая, № 2 
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- Доказательство. Для 5=0, 1, 2 лемма верна и 1. =1.- 
Пусть лемма верна для $ < 5,. Покажем, что она верна и для $ = 8% + 1. 
Из (2) находим равенство 


©” (2) Ри 12% (=) <’ (2). (5} 
По предположению, 
(о (=) — НР (© (22). 
2а-ЕЗВ-4с=з.-+ 2 
Продифференцируем это равенство и заменим $” (2), пользуясь (5)- 
Тогда 
+ (=) ве р г о {а ($? (#))° (© ев (&" (=) не 


2а-- 6-Е дов, 2 
+6 (9 (2))° ($ (2) т" (ве 12е Фа) (ау (2). 
Так как а, 6, с--целые числа, то коэффициенты останутся целыми. 
Далее, 
2 (а—1) Е З(- 1) - 4 = 2а +3 (6— -+4(е-+ = 
=2 (+1) +304 1)44(—1= (5+0 +2, 


так что 


О Уря Че (8) (9, 


2а- 36 -4с=з-Е3 
Осталось оценить М, ,,. Элемент 
$0 
($ (2))" ($ (2))" ($ (2) 
мог появиться от дифференцирования или 


(Фа (в) (9), 


или 
Фе 
или 
Е Е 
так что 


лы и (а в в 6—1, с а (6 т а БЕН, с—1 и (с ыЕ 1: аа ? 


причем величины у, у которых хотя бы один индекс отрицательный 
следует считать нулем. Таким образом, 
< М +1 Ь 1 12 
= 
<М,, {14 3 (2а + 36 + 4с)} = 8. {14 3 (5% + 3} < 


<ЗМ,, (о + 8) = 3**" (5 + 8)! 


Лемма доказана. 
ЛЕММА 2. Для целых положительных [ справедливо равенство 


(2) = У ас (Ь 5) (® (2))*- (®" (2))*. (®" (2)°, ° (6) 


428 За йе 
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причем для целых рациональных коэффициентов у 
неравенство 


аьс(Ь 5) справедливо 


р ви ИУС) 
2а- 36 4се=з- 


где у — абсолютная постоянная. 
Доказательство. Имеет место равенство (о >20 — целые числа) 


(и ме ан 


| 1 
р.- -.- 21 =8 а р: 


(21 


Из равенств (3), (8) и равенства 
(1 2) + (52 + 2) +: (+ 2) =5+ 2 


вытекает справедливость равенства (6) и целочисленность коэффициен- 
тов У, ь с(Ь 5). Покажем справедливость оценки (7). Оценим число сла- 
› О» : А > @ 
гаемых в представлении ®(®» (2) через $ (2), $" (2) и $" (2). Если р, =0, 
( > 4 7. т 
то слагаемое одно, причем в этом случае 1 = (о, + 1)?. Если р, 21, то 
из равенства (3) следует, что слагаемых не больше, чем 


/ 2 2 Я. 
о р. 2 ) |” Я и |) СВ о =: в —_ 120, г 6 Ре - 1. 
Итак, с.гагаемых в предоставлении 49% (2) через ® (2) $ (2) "и ®" (2) 
не более, чем (о, - 1)?. Поэтому, выразив произведение $ (2). . .®@ФП (2) 
через величины $ (2), ® (2) и $" (2), получим не более (©, + 1)? (о - 1)... 
..- (2, + 1)? слагаемых. Таким образом, 


и < 
За Зо 4е=-Е21 


М. (2+1 МЬ (2+4) Мы (+ 1 
< У Е о > ы а рр! г (9) 


р: Нор =8 


Воспользуемся оценкой (4). Так как число решений уравнения, + ...- 9, =$ 
1-1 
в неотрицательных целых числах р, равно Сьуь, то 


е 
Шар == № ЧУ ы с ( 5) |< 
2-36 4с=8-+ 91 
ара, 71 (+139. (и! 
Я У (1 + 1) 3 Ат. 1 не ) Е 
И р: - с Ру: 
4 
<$! и Са шах (2 -1)°.. (>, + 1} < 
Брови С 
а м: 
ПЕ. ЕЦ =3-Ы 


где 7, не зависит от 5$ и /[. Максимум достигается при 


$ +1 


НЕВБ=...=Ё | 


ГА 
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„. х Ш 
Действительно, если среди множителей имеются два различных { и 1, 


и 
то, заменив их на два множителя —5 ‚ мы увеличим произведение, 


не меняя суммы множителей. Таким образом, 


ет 91 
158! (2) (ат). 


Далее, если [2.$, то 
1 
о 3 
@+р"-(+р' "< 


где ‘/› не зависит от [и $. Если же [< $, то 


(кат на. и 


где у. не зависит от [и $. Мы получаем 
[5, 1 < 5! (2. 2 тах 7 У5°). 


Лемма доказана. 
ЛЕММА 3. Пусть инвариаиты 8, и 8; Функции 9 (2) — алгебраиче- 


ские числа, $ (х) — алгебраическое число, причем = иррационально для лю- 
бого периода « функции ® (2). Пусть поле алгебраических чисел К сте- 
пени у содержит 85, 23, $ («), ® (а), а целое алгебраическое 0 — обра- 
зующее число этого поля. Если 1 — целое рациональное число, то 


являются числами поля К, причем целое рациональное положительное М 
не больше м а 5; — полиномы от 9 степени у—1 с целыми рацио- 
нальными коэффициентами, не превосходящими по абсолютной вели- 
чине Жо, где ^\, зависит от 85, В, и и 0, но не зависит от [. 

Доказательство. Для функции $ (2) имеют место следующие две 
формулы [(3), стр. 272—273]: 


9 (2) = а | 2% (2), (10) 


$" (2) 
[№ (9—5 =} {$ (2+9 (9)} — в 
$ вы} 


(у) =—#(&—У + ее 


Пользуясь уравнениями (1) и (2) и заменив 2 на А2, мы приведем 
равенство (10) к виду 


о = (а 
Заменим в (11) & на (^-+- 1), ау на Аз. Тогда 
9 (2% +1) 2) = -Ф@ + 
(ов в} аа) © 
+ (13) 


{$ (Е 1) 2) —® (=)? : 
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Последовательно применяя равенства (12) и (13), можно для любого це- 
лого { выразить 9 ([:) через $ (=) рационально с коэффициентами из К. 
Дифференцируя полученные соотношения, выразим таким же образом 
$” ([=) через $” (5) и 9 (=). Таким образом, устанавливаем, что ® (1%), 
$" (1), $” ((*) (последнее, вследствие уравнения (2)) суть числа поля К 
(знаменатель всегда будет отличен от нуля вследствие несоизмеримости 
« и периодов). 


Пусть 
ь а ча 9+... а _ 9—1 а 
Е 0,1 а. - И — ПН к (14) 
ЕР РЕ В, 
и = мах [0 рр. а ы и 


Е а а — Оп 
эт—1<<2т ыы 


Пусть в-- 20 1 реа", Тогда” Ч-ьь< 2". Воба 
пользуемся формулой (13). Получим равенство 


(4о41е — ваааВи) {ааа + а 1} — 2882 182 


© (1х) ВЕНУ Ф («) + 2 {ав {> 9181-41} 2 


Выразим через 0 числа а, 1, в В, 8, ва и исключим 0^, Ку, 
посредством уравнения для 0. Это приведет к выражению ® (1) в фор- 
ме (14). Легко видеть, что при этом коэффициенты а, ; иф,, будут удовле- 
творять неравенствам 
4 
|4; 1516; ‚| < ”АНт, (15) 


1 


где ^, зависит от &,, 83 и 0, но не зависит от { и т. Пусть теперь 
1=21 ”"<1<2". Формула (12) приводит к равенству 
1ба и За Зав “ 


са) == - ыы р 
(12) 64а ЗВ, — 165.8 3— 165.8 ^ В, 


причем ОПЯТЬ справедливы неравенства 
4 
|4; [6..1 АаНт,, (16) 


где », не зависит от / и т. Пусть ^, = шах(^, ^,, т!); тогда справед-. 


ливо неравенство 
Е 


3 (17) 


Нт-< №з 


Действительно, для т = 1 это верно, так как, вследствие (16), 
4—1 


Н; < Но <? = Лз к 


Пусть неравенство (17) справедливо для т < т,. Тогда из (15) и (16) 
будет следовать 
то-1 | ато 2 | 


ВА ПЕ: 
3 
== Аз , 


Ни < р. < Аз 


с 1 
что и доказывает неравенство (17). Далее, если 2 <1< 2", то 
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ат | Й 


< 


„дт 1 ый 


Е, ПО У 


18 


№”. (18) 


| 


Функция 9 (2) четная, так что неравенство (18) справедливо и для отри- 
цательных /. Из уравнений (1) и (2) имеем 


" ых 1 ‚ ей ар р 
$" (1) = брт 5-8» (94) Афр в. = (49) 
‚ Если №, — норма числа Ви, то неравенство (18) показывает (9”, т 0% 
сопряженные числа 0 = 0‘°)), что 
г - ; | 1 у—1 . ‹ 
м < | ДВ, 9+ --- +8, 10) <, - 60) 


где ^; не зависит от /. Поэтому существует целое рациональное Му = Аз /№1, 
где Х; — постоянное число, зависящее лишь от &, и 8, такое, что Ми (1“), 
Мвз ($ (1%), М1? $” (1“) — целые числа поля К. Так как $ (1) ЕК, то 
= == М2? $’ ((«) — целое число поля К. Неравенства (18) и (19) показывают, 
что Е и все его сопряженные не больше по абсолютной величине, чем 
^^, где », не зависит от [; следовательно, существует представление с 
целыми рациональными С; и ), 


Сор + С + --- + С, 4, 91 а 
М ) [С < 


$ (<) = 


й 


где №; и ^, не зависят от [. Веледствие (19), аналогичное представление 
имеет и .®” ([«). Пусть № =^. Мг. Лемма доказана. 

ЛЕММА 4* (А. О. Гельфонд). Пусть х отлично от нуля и не яв- 
ляется периодом эллиптической функции У (3), ади 49, — целые положи- 
тельные числа. Положим 


Лось (2) == Р, [9 (вы %)]) А=0О1..., = 


4—1 


Г (=) = р о, к (2) -2\, 
Ао 


где Р, (у) — полином степени не выше 4—1. Если }у а._д (2) 0, то раз- 
’ © 
лоэжение [. (5) в ряд по степеням 3 начинается с 2, где 


— $ 1 х 
0<:<214% +54. (21) 


Доказательство. Так как Г, (2) регулярна в точке 2 = 0, то { >. 0. 
Для производных функции /. (=) справедливо равенство (считаем ], ==) 
Ю 0 


@—1 
Г° (в) = 2 №: к(8)- №; = О аи 


где ], „(2) — эллиптические функции порядка не выше 24 —2 + $, регу- 
лярные в точке 2 =0. Рассмотрим функцию 


* Эта ранее не опубликованная лемма используется здесь с разрешения А. О. Гель- 
фонда. 
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Ч.—1 9—1 


(3) ( 
У к Ур а. 


— у)! 
У! Ви (^ — у)! м! пы 


Она регулярна в точке з = 0. Далее, 


4 8 & а ИЕ» -- 
в И 2 и. Ум у к (2) + ый у, (ана —= 


Мк (2) (+1)! а 
т т У! (К 1— У)! Е (фа = 
Ф—1 
не А О вв (2) ВУ 
а 
оо, 


а: р ( а8Г, (2)` 
п (218) ео 
Рассмотрим определитель Вронского функций Ё (2), Г, (2),..., [4,1 (2). 
Г, (2) И (8): > тв (2) 
АТ, (2\ АаТа (2) Е 41,1 (2) 
А (2) = | (23) 
4%—11, (2) 4% 11, (2) а 
42-1 424 45%! 


Если АД (2) =0, то существуют в совокупности отличные от нуля числа 
о бль--› Са такие; что 


В (а Оба (а-Е ЕЕ Саба, 62) == 0: 


Подставим значение функций Г. (3). Тогда 
Я ^ о И 


ре, 2 с, Л, к (2) 2% = х и Е 


и =0 


1 


9—1 Ч.—1,—1 


= 2. р Вы Е 


5=0 
Так как ® (2) не является алгебраической функцией, то 


Ч@— 8—1 


> о, №, ЕО, 1 =0, 1,..., %—1. 


Пусь Со Сы = 0 бо 0 ин = 1. 
Тогда 


[м 
— 


= Усс МИНИНА -ОКОЯ аи ( 
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Но это невозможно, так как /, р, (2) 0. 
Итак, А (2) = 0. 
Воспользуемся равенством (22). 
(= 
0—1 я 
Хи За Рори (в) № Сы ие Ач (а) 
0 К—=1 А=00—2 
Е +24. 
— р в (2) 5" а Я ие аи ея? С 1 ры и 
= —= 0 - 
ы Ф— 1 
2-й. 2} +2 — а. 
—. —1, ®( (2)2\ си я «(2 } о сх Ла вн (2) 2" . «1 (2) 
==: 2 
Вычтем из {-го столбца (1=0, 1,..., 490 —2) последний столбец, умно- 


!. После этого во всех столбцах, кроме последнего, не 
4—1. Затем вычтем из 1-го 


женный на Су2”- 
будет слагаемых © /„_/ (2), 7 =0, 1, 


столбца (1=0, 1,..., 4—3) новый (4, —2)-Йй столбец, умноженный 
на а 2249—2—, и т. д. Окончательно получим равенство 
Хо,0 (2) Ло, 1 (2) - 10, а (2) | 
А (2) = Йо (2) КЕ (24) 


1—1,0 (2) 4-1, 1(2) > 1а-- 1, а.-1(2) 
Если [< 9—1, то лемма верна. Пусть 2 >> 9%, —1. Тогда разложение 


4“Т, (2 - - азГ, (2) 
$ < 9—1, начинается с 2-3. Так как функции - 
42° 43 
лярны в точке 2 =0, то из (23) видим, что А (=) делится на 2-@4+. 


С другой стороны, из (24) следует, что А (2) — эллиптическая функция 
порядка не выше 


(24—2) + (294—1) + 24а+...-+ (29—2+4— 


регу- 


= , 


так что А (5) в точке 3 =0 имеет нуль порядка не выше : 90(449- 9% —5); 


поэтому 


| Й миа. | 
15 %—1- 5 40 (49 + %— 5) < 249% + 5 99°. 


$ 3. Апирокеимация некоторых чиеел, связанных © функцией (=) * 


В этом параграфе инварианты 8, и &, функции ® (2) считаем алге- 
браическими числами. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть ® — период функции $ (<). 
числ» 75, зависящее лишь от ® и 9 (5), что 


Существует такое 


ё— 6) р ети (пм п Н) пм (п п Н), 


где Е — любое алгеб раическое число степени п и высоты Н. 


* Формулировки доказываемых в$2 теорем были приведены в работе автора (?). 
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Доказательство. Не умаляя общности, считаем, что функция 
©) 
У (2) не имеет периодов вида а®, О<а< 1. Так как $" ($) =0, то 
© 
$ (5) — алгебраическое число. Далее, вследствие (12), (1) и (2), алге- 
р к Г о п) 6 
браическими числами будут $ (3), й (+), $ (4). 


Пусть эти три числа содержатся в поле К степени у, 9 — образующее 
число поля А, а у— число из леммы 4,[ для случая и, = 0. Символами 


№, Л., Л№,... будем обозначать положительные числа, не зависящие от 
п, № и числа ^. Положим | 
ООО 
= 40 {3+ + 7 т |6, А= №, (24%) 


где числа Л. и Л. будут определены впоследствии. Покажем, что нера- 
венство 


4\ 115 1 
Е — | ем им, Мп И (25) 


для М > Му невозможно. Пусть это не так. Положим 


Мы, Е ШЛМ| сам (26) 
и рассмотрим функцию 
4—1 4—1 п—1 
Да) = ХУ съ (1+4), сы = У СЕ, СИС 
2—0 1—9 т=0 


(27) 
Для производных этой функции справедливо равенство 


Ио = 68) 


—1 4—1 


пе (а) = ро. 


в=0 1=0 
Пусть |® —&|<№ и 
ор, О р орла 
80 == [^^ У ш8М]; (29) 


тогда из (28) получаем 


| > (©) | < 94% Сп (2%)"2* (4, —1)! (05) шах [$ ( (+ — 7 9) |. 


0<1<а—1 2=Фх 
0<3<8—1 
Из леммы 2 вытекает неравенство 
(еж) | «+ (29 
2=0х 


так что 
(8) (©) = С4о!5! до ЧФ, 


Разобьем /“) (5) на вещественную и мнимую части. им 
ту = 25%. (2%.--1) линейных однородных р от г = 9401 величин с" р 
По лемме 1, целые рациональные числа ах (7, в совокупности отличные от 
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нуля и удовлетворяющие условию (27), можно выбрать так, чтобы выпол- 
нялись неравенства 


4.) 9-9 зп 
| Ве) (2) |› | Па 6) (2) | < " 


194 ___ ? 
(С 3 1) 28° (25ЕТ) 


20490! 50! Хо 


раз: ру о та Зе ааа. 
Из (26) и (29) вытекают неравенства 
Чо! < ехр {2^4 п? 1пз № -- О (п? 1}, 
50! < ехр {2^4и М шзМ -- О (п№ "М, (30) 
2 < ехр {^4п3 м -РО (п? шв М1, 


7440 
и > +0 (я). 


так что для $ их из (29), вследствие (24’), имеем 


== 2-1 — — учим 113 №М-НО (п*Х и ) 
1768) (62) | < < 
“1 
— — п М 108 №40 (п Ма 
<е 5 


Выражение ](°) (&х) является полиномом от ©. Символом ]. х(2) обозна- 
чим полином, получающийся из ](з) (05) заменой множителей © на 2. 
Легко вывести неравенство (0<0< 1) 


|178, = (Е) [< |1», « (®)|+|®—Е| шах |/,.(0)|= 


= | [в, х (©) | + |® и. ы (31’) 
Вследствие (29’), 
< сы с (0 (2) (#1 (2+9) "| 
К =01—=0 
аи а лианы (32) 
Для х=0, +1,..., + 24., $ < 2^7тт № шз3М, веледствие (30), получаем 
М, < еб ("У м), (33) 


поэтому из (25), (31') и (33) для $ их из (29) имеем 


^з а 
Е ь — 5 в ше +0 (ий М1 
|, 5) | Зач ом щь ес в ^ ЗОВ (34) 


Ё,х(5) является полиномом от 6 (> ® (3 г) и "(> с Пусть 


, [о] 
8 (3 о ^, ‚(2 и 4" (3 ^) выражаются через 0 в виде полинома 


с целыми рациональными коэффициентами, причем ^, — также целое 
рациональное число. Рассмотрим выражение 


—1 9—4 „п—1 №? 
; (8—1 
т. АзеН9 (9 (5) т. р. 


А 
К! т 
хат, (Е) ( С! 
Иа (= ее бык 2 С (а 
=0 1=0 `т=0 1—0 я. 
(34) 
По лемме 2, выражение ^,5+а {$1 (&)}°® является полиномом от 0 сте- 
2 = — 
4 
пени не выше ^, (5 -- 4) с целыми рациональными коэффициентами, сумма 
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абсолютных величин которых не превосходит величины $! ^,*+9. Приме- 
ним к алгебраическому числу ^.8+91., „(Ё) лемму 4.1. Здесь 


О, пл, Но =Н ое", 
М = 95+ п — 2 = №1? ш2М№ О (п), Мм 6+2). 
Оценим 4... Из (34') имеем 
А, х < 940пС7* (9% — 1)! (1х |+ 1)%-151 Л; (35) 
и для $ ит из (29) получаем 
А, хЗехр {674 № 113 М + О (пМ ш"М)}, М < 224 М 1? М. 
По лемме 4,Т, или ]. „(&) =0, или 
| в, « (2) >. е-®чим ив м + обим шА м). (36) 
Для достаточно больших М неравенства (34) и (36) противоречивы, так 


что для ММ, и$ и тиз (29) }, „(Е) =0. Теперь обычным путем 
выводим неравенство 


оу ло р 


ВО, и 
ор р 
Положим тр=2' що, а 5: 


ЛЕММА С. Пусть неравенство 


= - АНиаМ 115 № 


|718) (ож) | <е (37’) 
сораголиео ця д ПО Го, 51 20 
р < № (2^3п ш М) | ш2. Тогда, если № > №, то это неравенство справед- 
ИО 9 О ЕЬ..., Та 50 Ь..., ии бя та 


же з их будет },, „ (Е) =0. 

Доказательство. Существует такой период ®’ функции ® (2), 
что все периоды функции ® (2) имеют вид т + т’, где т, т’ — целые ра- 
циональные числа. Единственными конечными особенностями функции ] (2) 

3 ' 
будут полюсы в точках (т; )® + тв’. Порядок этих полюсов не 
выше 2 (4—1). Введем функции ], (2) и Е. (2) (Т — целое положитель- 


ное) по формулам: 
т 


Е, (8) = 6059-22 т), 


Е © © 


Хе (2) = 1 (2) Рф (2). 


В точках (ттд)о+то, —ю«т< <, —Т<т < Т, функция 
Е. (2) имеет нули порядка 24—20, так что функция /, (2) регулярна в 
полосе ло + то’, — «то, —Т—1<т< Т-1. Пользуясь фор- 
мулой Коши для производной аналитической функции, получим нера- 


венство 
[2 (2) | < мематет-+На) © 


ий 1 ’ 1 
Впишем в полосу то + т’, —Т— 5 <? <Т- 5, —со<т«с, окруж- 
ность Гт с центром в точке 5 = 0; ее радиус равен ^.Г. Внутри этой окруж- 
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ности и на границе функция ].,(2) регулярна. Оценим }, (2) на Гу. Для 
отого оценим },(2) на границе Г, параллелограмма с вершинами в 


точках +2,То + (Т+ 5) ®’, где целое число Хз подобрано так, чтобы 
окружность Г., содержалась внутри Гл. Выберем ), так, чтобы В в 
свою очередь, содержалась внутри окружности Г’,:|2|= Г. На Су 
функция ® (* + 2) ограничена числом Ло, а функция Р. (2) ограниче- 


й 


на своим максимумом на окружности р так что на Фит а значит, и 


и 
на Гу, вследствие (38), 
ТТ (2) | < 94оСп (2%) г ет т < 
< Сеьата т Т), > ),. (39) 


Пусть 7 = [7|® |7. '5р]. Из равенства 


1 (оз) = Х Си ов) К.О о) 


1{=0 


и неравенств (37), (38) для = ..Е, Бар 90 1 6... 
учитывая границы для р и вытекающее из (24’) неравенство 


ло (7 | Ра + 49 [в [22-2 < 28-7 (А-а ю <<, 
получим оценку 


|7 (в2)| < 


1 = 
о АРАМ 18 МЕ а 3 АМ 1 М. | © | 7: 122) ш Мю: 12РАп а М 1&\Ап 1 М) 


хде св 


1 е Е 
— 5 МАМ ше М-Н 14-49%, ||") 22Р4т М 103 М+0(пМ 14 №) 
<е = 


— 2. АВИА М 108 № 


<е МУ. (40) 
Воспользуемся леммой 7,1. Пусть 
С, ПЕ’ ОЕ Ио в. 


№. =3, Я=|щ|т» $(2)=/(2), в =е АМ им, 


/ 


Но формуле (4,1), вследствие (40), для |=|<2|®|хр справедливо нера- 
венство 


м (2) | < е0(п*М 1 №) {2 тах |7 (=) аи тв 


[256 |®|хр 


ры 0,434 М 18 М- (2--^-а 10) хр $ НО (ти М) 
„ Х. 


Е. 
Так как для М> М, будет 6х, |®|<_^.Т, то, вследствие (39), 


шах |]. (2) < е(1- 49, | [А 2220 № ше МО (п ша №) 
|2 <вхре| з 


так что для |2| < 2 |хь 
Ух (2) | < ев 2)22Р № п М—Ле 1 3,5-22Ри* М 10° М--0(п? № т №) ео 


4+ е- 04 АтАМ п м-та ла пе МО (па АМ) 
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Однако, вследствие выбора ^, 
х. 13,5 — (4-2 49 |® |2?) > 1,25% — (#42 49: |®| 72) >, 
ЗА—4 (2 п + 10) > 48 —40>4, Ам иеМ >27”, 


поэтому для М> М, 
(ее РАемий м, |2] ры |6| (41) 


Но нам нужна оценка величин /“° (2), для вывода которой из (41) 
следует оценить снизу функцию Ёт(2) в окрестности точек 5 = вх. 
Функция Ат (2) имеет период ®, поэтому достаточно рассмотреть окрест- 
ность точки 2 =0. Пусть 
' | ! 
“= + Ве, „= о, ЕВ = = т { к вв шах и ьь | 
0<9<2к 
Как известно, В -Е 0. Рассмотрим круг |2| <. На его границе 


тд пго’ п 
А, (2) = сов ( 22 р =) = 
= 005 {пи - лв) © (6080 Е 2510} пга— пт т)= 


— с0$ (пла — пе { и, с03 0 — В; 3110} + < + сл ВЕ — пе {яз 0 + В,соз 0} #). 
Так как функция |с*—е*| для вещественных 2 растет вместе с |2, а 
, И 
| В — = (%1 811 0 - В, с0з 6) >> 5-|В|, 
то для Г-О0 и |5| <: 


| РА (=) — — етт!В[- хе (0з100--8,со30) — еп"! В|- ле (31104 В,с030) | —- 
1 1 
1 т9а пВ| к 2 кВ] 
= 27 =, >0, 


— 0) - — [< | 
а для г-=0, вследствие условия = 5-5, 


| Ао (2) | = [08 (= в =) |-> >> 0. 
Таким образом, в кругах |2 — ®х| <: справедлива оценка 


[т (2 > Ант > собрим ит. 


Этсюдагиния (4 адля 2—0 < 2=0, ЕЁ..., Ра, М> М, 
выводим 
17 (2) | = \ {т (2). Ет* (2) [< е— 0,522 Рем ши М, 


а оценив интеграл Коши, получим неравенство 


| ! == р 57222 з 
1/®) (52) < \ Е 1 (©) с |< о Зр-н 1т р-- — Зри пе Обачи2АРМИЬМ < 
— ©х 
|С—вх|==е 


ое“? Ри*м ив М, оо. пе 
=, О (42) 
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Для этих 5$ и х снова воспользуемся леммой 4,Т. Теперь уже 


№, < 227 4п М 1ш2 М, 
АА, „ехр (540 М 103 М - 324270 М 8 М + 0 (2Ри№ ш"М)}}, 


поэтому или ]. „(Ё) =0, или 
М о (2) | > ет (7-3. ЭР ) пт? № 113 М--О (27 м т №. 43) 


Для № >. №, неравенства (42) и (43) становятся противоречивыми и, 
следовательно, }, х (&) =0, а 
1 дала ше 


|5 (2) [< е 2? 
М >. №.,; = О. ры: зу, Крабы 


Лемма С доказана. 
Неравенство (37) показывает, что для р = 0 условия леммы С выпол- 
нены. Последовательно применяя лемму С, придем к равенствам: 
(8) = 0) ЮО, ЕЕ о. о 
д 1-4 112 М > 4, М> М, = шах (М,, №.). (44) 


Выберем 44 РЯ 


9—1 4—1 
ь Чо 
©. ‚2 2 Сь - ее о Ру зч =? Ро тУй (=) в.” 
р 
ао Зе О но Я 


Это — система линейных однородных уравнений относительно 445 вели- 
чин Сь,г. Рассмотрим определитель Р этой системы. 
Пусть 


тогда О) = 0 (5). Строку определителя Д (3), отвечающую индексам $, х, 
будем той строкой (5, 2). Определитель 0 (2) является полиномом 
от 2 степени -5- 94° (4%, —1). Для производных этого определителя 


справедливо а. 


и — № Е 
р (=) ВР Оз, ке ‘аа, (2), 
“+... “аа, =3 
где определитель /%,,..., оц, (2) получается из р (=) заменой элементов 1-й 
° 
строки на их производные порядка в;, &=1,2,...,44о, а суммирование 


ведется по всем возможным решениям уравнения в, + 0,...-{- бад, = $ 
в целых о; > 0. Рассмотрим 0“ (0). Так как 


о К! хс ре Кс, 
2—0 т 


а ыь 
124 0 ‚ Ав 
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= 0) = 0, если хотя бы для одного $ =$ две строки (5, 4) 


-› ба4ь ( 
и (5, 2.) продифференцированы одинаковое число раз, так как после 
вынесения за знак определителя из строки (5, 2,) множителя 2,5, а из 
строки (5, х,) множителя х,° получим две равных строки. 

Таким образом, если 0“° (0) = 0, то хотя бы один из определителей 
ры ср (2), о +..-- сад, = обладает тем свойством, что среди его 
индексов с; нет 4 + 1 элементов, равных одному и тому же числу. Но 
тогда 


ь 1 
оо, ОО) 940% 1 


т.е. в точке 2 =0 первая отличная от нуля производная 0 (2) имеет 
порядок не меньше степени полинома 0\(2), так что 2(2) сводится 
к своему старшему члену: 


— 94 (4—4) 
Ре 2 Е 
р (2) = 432 |2 Ра | О р Е 
х, А=О,1,..., 9—1 
1 
ет, ь 5 44° (Ч —1) 
И 
х, В—=0, 1, ‚ 9—1 
Пусть 
0 0 
Ро, о Ра-1,0 11 1 
ее о ВьЕ нра 4—1 
Ао А =! 2 ; 
Ро, а—1 * о, ВЕ . * . . . . * . . . . . . | 
А а— 
О. | 
тогда символически 4 можно записать так: 
ты ^. 
4, = | (2^; Ао) о 


подразумевая под (5*; Д,) квадратную таблицу, состоящую из элементов 
определителя А,, каждый из которых умножен на 2*. Пусть 


—- == = 2 эе = 
до = [ав ; | $ 1=0, 1, .... Чо—1 о | 9—0, ори 17 0, бо о=0. 
Рассмотрим определитель 
4, = (61,3; 80) 


подразумевая под (6; ;; 8,) квадратную таблицу, состоящую из элементов 
определителя 8., каждый из которых умножен на 6;,;. Вычитанием 
столбцов приведем его к виду 
(60,0; 8%) Обе: 0 
Е (4, о; до) (1,1; 90) ... (61,1; 90) 


1,7 =0,1,..., 9—1 › 


о Вы, оо Фон 8) 
— о бе (6+, 5; до) 


$,1=1,2,... 9—4. 
Продолжая этот процесс дальше, придем к равенству 


4; = бо у, 
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где уу не зависит от элементов определителя 55 - Аналогичным образом 


получаем равенство 
Чо 
4; = 81° 1, 


где ‘у, не зависит от элементов определителя 6., так что 
а 54. 
4; = 1, 6100°, 


где у, не зависит от элементов определителей 6, и 8,. Если положить 


ТЯ Ибж.0 
АА а 
014 о 1 
то увидим, что ту, = 1. 
Ичак, 01 — 9. 191%, а 
4, = До ДУ, 
где Д, — определитель Вандермонда, отличный от нуля. Покажем, что 


и А = 0: 
Формула для производной произведения нескольких функций приво- 


дит к равенству 
Р4. 5 
а о не 
а. в 


$1: 
81... =3 . 


$ 
Пусть 5 == р га, [=а а +... -фа. а; целые  неотрицательные 
= 


числа. Положим 


= тй а С — и 3 
И О Р4° 0 Та, ба». аз 
тогда 
РВ я ‹ Во. а, 1 @а Те» бр течь а,’ 
ао +. аз =1 
а За: **.--за, = 5 
где 
$! а а; 
В ыы а О Не? ета 
а, ау, ..., аз об. 33 18 С Са, ея С‹ о Аа, ..› аз? 


причем Аа,...,а, не зависит от Ги а. Наименьшим [, при котором в 
разложении ри,; ($ фиксировано) встретится элемент. Та, ...аз, будет, оче- 
видно, — 


0 =а + а, +... + а, <$ 
и коэффициентом при этом элементе будет число 


В, а»... аз — Аа, 


›..› @5* 
В разложениях чисел р,+»,, ^>> 0 будет слагаемое 
С Аа, 


1 А 
А Ру че аз та» „Лаз 


Для вычисления Д, проделаем следующее *: сперва из /-го столбца 


* Величина определителя Д, равна величине минора элемента ро, так как 
Ро =0, г>0. Наши рассуждения относятся к вычислению этого минора. 
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(1=2,3,..., 9—1) вычтем первый, умноженный на СиИрго, затем из 
нового /-го столбца (1=3,4,..., 4—1) — новый второй столбец, умно- 
женный на СРрго, затем из получившегося после этой операции 1-го 


столбца — третий столбец, умноженный на СВрГ, и т. д. Закончим про- 


цесс, вычтя из последнего столбца 4—3 раза преобразованный предпо- 
следний, ‘умноженный на Сань. В результате все слагаемые вида 
а Пака, с а >0 будут уничтожены. Эта операция приведет к 
уничтожению всех элементов определителя, стоявших правее главной диа- 
гонали, так как все такие элементы имели [> $ и, следовательно, со- 
стояли из слагаемых с а, > 0. На главной диагонали {= $, иесли а =0, 
то равенства а, +... Ка: =зиа- 24а, --..-- $4. = 5$ показывают, что 
а, =а;=...=а: =0, а, =, так что в 5-й строке на главной диагонали 
останется лишь элемент 5! р*\1 и 


@а—1 9—1 1 
С“ = Е 
Ао = ] (1211) = [91-Ри8"®. 
8—1 л 


$=4 


В точке =. функция % (2) отлична от нуля, так что ДА, = 0. 


„Итак, 4, = 0, и если Е = 0 (а это можно предположить), то Д (Е) = 0. 
Но тогда все числа Сь,: равны нулю, а так как & — алгебраическое чис- 
по степени п, то все’ числа С} равны нулю. Полученное противоречие 
доказывает теорему. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть « — период функции (3). Существует такое 
число \,, зависящее лишь от « и. ® (2), что 


| Р (©) р е—у ит Н-п 1 и-1) ш* (шт Н--п 18 п-Е2) } 


где Р (2) == 0 — полином с целыми рациональными коэффициентами сте- 
пени п и высоты Н. 

Эта теорема выводится из теоремы 1 так же, как теорема 2,1 была 
выведена из теоремы 1,1. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть ® (<) — алгебраическое число, х > 0. Существует 
такое число ‘уз, зависящее лишь от х В», 83 ий &, что 

| вы г | ь в *ХР {2 1 нина ша Ш Ни} 
где Ё — любое алгебраическое число степени п и высоты Н. 

Доказательство. Считаем, что отношение « | « иррационально для 
любого периода « функции ® (2). Если это не так, то теорема вытекает 
из теоремы 1. 

Пусть №2+2* = шш Я -- п2**. Буквами №, ^,, ^,,... будем обозначать 
положительные числа, зависящие лишь от х, а, 8, и 83, но не зависящие 
отп, Н, Ми^. Уравнения (1) и (2) показывают, что ®' (*) и $" («) 
— также алгебраические числа. Пусть поле алгебраических чисел К’ степе- 
ни у, образованное присоединением к полю рациональных чисел целого чис- 
ла 0, содержит элементы ® (4), ® («), $" (*), а у— число из леммы 4,1, 
соответствующее случаю и, = 0. Положим 


Х = 25 (2 у + Пал, | Е А, [+ [У № ^ |), Л=2м№. 44’ 


5 Известия АН, серия математическая, № 2 
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Покажем, что неравенство 


| Е | Е (ма люм Е} (45) 


для М> М, невозможно. Пусть, наоборот, неравенство (45) выполняется 
для еколь угодно больших №. Положим 


ды [Аи М--жем? #8], 4 = (пет, = ЕР ем (46) 


и рассмотрим функцию 


9‹—1'9= № 
1(:)= » У, Сь, Фи (а - а), 
В=0 1=0 Р% 
абы (47} 
а УС 2, |Сбьъы С 
0 
Для производных этой функции справедливо равенство 
с 19-—1 и — 
по У Усы с иене ву (43) 
в=0 1=0 
Оценим числа ри, в, х = ($1 (2-- «))<° —2ах. Из леммы 2 имеем 
Рыья =, Е 
аз - Ас 8-21 
о ЕАМ (48) 
Зазе-еэз9 ’ 
а из леммы 3 
|1, 0, = ей | ра, 2.х| © и 
поэтому 
Пусть 
==, = 1; пора: ВО и. 
= (№-2—2*ехр {№2+2* -- 21 М1], (50) 


Из (48) и (49) находим 
| 15) (2%) | Е Са, т 50! АИФ, 


Разобьсм /““) (2х) па вощественную и мнимую части. Получим 
ту = 25% (2%, | 1) линейных однородных форм от г-- 99%й величин ее. 
По лемме 1, ислысе рапиональные п совокуиности отличные от пуля 


числа С) можно выбрать ‘так, чтобы они удовлетворяли условию (17) 
и чтобы выполнялись исравенства 


Са»! оо 1. Хо Ча о 
а (51) 
2502-Е 1 
(2х у о 


[А (22| << Пе 9 (Заз) + Ша (аз) | <. 


(С+1) 
== 0, ЕАрру НАаОаы 
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Из. (46) и (50) вытекают неравенства 


2 лк Аа МИХ има 
ие“ скачано” ^^ }, ] 


Е 


90 | < ехр 1х 


20 < охр {п (1-х) шМе 


я 


1 хр ры ы о(м. р Км атм я у (52) 
п охр { [1 нь 0 (м =" ОЕ 
250 О т: 1) > ч +0 (им). 
так что, вследствие выбора ^, 
Е 
(53) 


— 7 ехр (м2 +2 лам} 


<е орет Фон 


Выражение 1 (2ох) является полиномом от и. (Символом [з, х (2) обозна- 
чим полипом, получающийся из д (2х) заменой а на 2. Тогда 
1., «(«)= /® (22). Из равенства 


Е 
вх) (= ) Гз, х (1) 41 


[4 


и (45) выводим неравенетво 


: 9 м2 2х м1-- 
о (54) 
где 
М;,х= шах  |Г, «(1)| < 
тЕНО(а =) 
а. А и ДА 
= вах о в а 
ПУ аеноа-) |9 > - о ОЕ Ре | © 
< С! | 1)" < Ааа (55) 


Для 5 и х из (40), веледетвие (52), -(53) и (55), 


ла схр (м2 тм 


Ме ЕЁ 


е м2 им] +0(ехр{ м+м ) 


а ла 
‚ СХрам НА? п № р 
е 6 м. (56) 


Л 


Вследствие (48) получаем: 
Ча-И 1 


В ь Еж) и р а 
+= 3 (36% о И 


0) 1==0) *х-=0 
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По лемме 3, числа р; у, В 1 хи Р, › „ МОЖНО представить в виде 
полинома от @ степени у — 1 с рациональными коэффициентами, причем 
числители коэффициентов и их общий знаменатель И” по абсолютной ве- 
личине не превосходят числа ^ь(2*+!)", так что, вследствие (48'’), число 
"+" Р, а «будет полиномом от 0 степени № < (/— 1) (< - 1) сцелыми коэф- 
фициентами, абсолютная величина которых не больше 5$! (8+0 (2+1). 
Выражение /*, х (2). И”! — В, „ будет полиномом с целыми рациональными 
коэффициентами от 0 и &. Воспользуемся леммой 4,1. Здесь 


о =0, ЕЁ М=у-+п—2, тет, Но Зехрем М, 
№ < (у — 1) ($ +9). 


А Ань ан" (аа а 
С ИВ, (58) 


и для $5 их из (50), вследствие (52), 


Ре е(2+% а +0 атм) зехр (мии 
8, Хх . 


Возьмем $ и х из (50). Если ]., „(2) -Е0, то, по формуле (1,1) 


С ры 
А {(аетауаннем А ^ыьна+ Е о 
-е. > 


— = има 
>е ппу ал О (а 1 №) }ехр {№ Ами} (59) 


Условие (44’) показывает, что для № > №, неравенства (56) и (59) ста- 
новятся противоречивыми; следовательно, ]., х (Е) =0 для $ их из (50) 
и М> /М.. Теперь обычным путем, как и при доказательстве теоремы 41, 
приходим к неравенству 
й 
| ое ткса о Нам о а 
(60) 


Пусть ® и ®' — основные периоды функции ® (2). Функция ] (2) регулярна 
везде, кроме точек то -- то’— о, где т и т’ — целые рациональные 
числа. В этих точках ](2) может иметь полюсы, но порядка не выше 
24—2. Пусть Т — целое положительное число. Введем функции 


т ‚ 
Ет (2) = П 811292 ( 7* а — г >) 
м (61) 
{т (2) = 7 (2) -Ет (2). 
Функция Ёт(2) в точках з=то фтора — «тю, 
—Т<т'-Т, имеет нули порядка 24—2, так что функция /]т (2) регу- 
лярна в полосе С: 3 = то + т'0’— х,— со т е,—Т— ЗЕ. 
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По аналогии с неравенством (38) выводится неравенство 


|Е\Р (ё) |< ет аш. (61) 

Впишем в полосу С окружность Гтс центром в точке 5 = — а. Пусть ее 
радиус равен ру. Тогда 

№Г--0(1 < | —* + ре": | < ль, Т. (62) 


Внутри окружности Гт и наее границе функция }т (2) регулярна. Оценим 
[т (2) на Гт. Для этого оценим [т (2) на границе Е Гт © 
вершинами`в точках 


= (7 2 5) о (7+ зы о 
где целое число ^,, подобрано так, ‘чтобы окружность Гт содержалась в [.т. 
Параллелограмм Ёт, в свою очередь, можно поместить внутрь окружности 
|3|=А..Г. На границе Ст функция ® (2 | «) ограничена числом из, а 
функция РТт (5) не превосходит по абсолютной величине своего максиму- 
ма на окружности |2|=^,,Г. Поэтому, вследствие (61’), на границе Ё.т, 
а значит, и на границе Гут, 


| {т (2) | < ет Т+1 2 0 даоСпм | О» Г) 5 < Сезкатчайит). — (63) 
Выясним поведение Ёт (2) в окрестности точек 2 = 2ах. Положим 
№ = ша | 2х -- то - то’|, где т и т’— целые числа. Очевидно, № 0: 
Пусть 
(2% -- 1) х = го’ -- Ко + =®, 
(22 + З) «= м’ Вю -Е 
где т, г,, А, К, — целые числа. Тогда 
2% + ("п— т!) ®' - (Е — А) ® = (& —=) 0; 
следовательно, 


[&.|-Е |=] 2 


> 
Итак, мы доказали, что хотя бы для одного из любых двух соседних 
чисел х, =хи 2х, =х--1 справедливо неравенство 


п (2х; +1) х — пго 


>, 


© 


^ 
где ги А — любые целые числа. Если |2 — 242% а ‚ то 


у 
Ее 7 — т > № 
74| о | 


для любых целых ги К. Но это условие означает, что 


|2 (2 нциь а, пе о > В М 
Таким образом, среди 2х. +1 чисел х=0, 1,2, ..., Ел сущест- 
вует хо таких (назовем их 1 =0, (,,..., (х,), что 
[Ру (2) | > метан, [ааа аа, = (64) 


р 
Положим $ =2 55. 
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ЛЕММА РО. Пусть неравенство 


о ехр ааа у 1х} 


17 (22) | < е (65) 
справедливо для х=Н, &, ..., БЫ, 6 =0,6,2, ...,ъе-Ь, 208 
т (3^м!+%) 
Р< и Е 
Тогда, если № >. №, это неравенство справедливо для х = 11, 15, ..., 4, 


и $=0,1,2...., з,- 1 @ для, тег жена бе (9. 
Доказательство. Пусть 


У ИА ЕЕ 
ИЕ [хр (© М 9]. 
Неравенство (63) и условия (46) показывают, что на границе Гг 
| (2) | < М = еехр{м? +2 + мм! +} (1+0 атм}, (66) 


Воспользуемся формулой для интерполирования с кратными узлами. 
Получим равенство 


(2 — 24.0) (= — 24,а)---(2— 2 а) |зр /т(0) 45 
т (2) = я о 5-2 те 
Т 


ый 
(5) (21. а (&— 2 о) (= — 21,а). -*(2 — 24, а) р (© — 24; а) 
ое ) | | , 


ин и, в) а, 


&—С 
где Г; — окружность | 21 — (| = ||, а 2 находится внутри Гт и вне 
всех окружностей Г;. Пусть | 2| = 47. |«|. Тогда, вследствие (62) и (66), 


| = 30 2 М __ бто| а | | хор 
[т (2) 0(1) — 4, «| Е № ТТ О) — 2 |< | 


+ 25| «| шах |] (дна) (Г (|| 2+1) 


055 р—1 “| , хо |[@ | 
ПС 
Далее, в силу (65) и (61’), для $ =0,1,..., $» —1 получаем 


пут (ана) | = |121 Се ош) ВР ^ (ан 


— ехр (ко, маны 


< 2°ре $588 лат (Т-+2хь |“ |) > 
<.” ехр [Ма «2 тм] +0 (МХ ехр {М2 им < 


0,4 Моим НХ 
—. ехр { Аим" г. М> М.. 


Кроме того, 


бх, |а | 


№ 
№Г +0 (1) — 2 [а | <0 ( М!+* ехр а з а 


27 М-—1-кохр (№22 аи (0 -- О (М, — 
< Зхехр {№2+2^ | ^2п М! +}, 
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так что 


шах  |/1(2)| <= {%п2Р—1+0 (п 1 №1} ехр {№2+2%4->2и м1 +} т 


12| < 4х |“ | 


2 1 2+2 
Че °'“ехр {м +22 м1) +0 (п М-ехр {М2 хим) < 


—^2и20—2 х я х 
<е ^^п22—^ехр {№242 +2 м-+ № М > У. (67) 
Пусть |2—2н%4| < ео 1=1, 2, ..., Хо, тогда, вследствие (64) и (67), 


РЕ 2 х--\ х и д п х 
о о 


ПЕ осо: 5 Тогда 


5! 4 
О „зы (6). 96 дна 
| 1 (204) ры \ (< г Заз) +1 —— 
№ 
| $ — 2а!; |= ия 
< е^т27-Зехр {м2 +224] +2241 ехр {м2+2*4+^2вм +} {1+0 (1-1) < 
< е^2Р— № ехр (М2) М: (68) 

ЗЗассмотримоснова (0) =, Ма; 5 =0, 1,.5,, зы 
Из неравенств (54), (55) и (68) имеем 


ее 
+ е-ехр (м2 “22а м1} +0 (М1 +хехр { м2+2^ 42, м +%}) (69) 


Применим к числу ], „ (2) И’*+9 лемму 4,1. Здесь 
а =0, &=& п=л, Но < ехрем?*””, 
Мо =% 1—2, №<(—1) (41 +9), 
а вследствие (58), 
А, „<еехр (2+2 ‘АА + {14+ п ^,+0 (Ча-1м)} 2241 ехр {№2242 м1 +} 
Если ]з, «(&) +0, то по формуле (1, Т) 
53 Фе г м2-+2< ЕЕ ь 
пей $р-+1 Ч её |(4+п—2) (п-е уп (9—0 [рег -Нш Ари, м) —- 


к. е-2Е+'т {4 т ЗУ 1 мо (пм) ехр Е РЕ. (70) 


= 


Для № > М. неравенства (69) и (70) противоречивы, так что для М >. М, 
будет [., ‹(&) =0. Теперь обычным способом устанавливаем неравенство 


т. ехр (м2 22а м) з 
| 18) (24; “| <е ое аби О Е. 


Лемма О доказана. 

Пусть теперь М > М, = шах (М№., №,). Неравенство (60) показывает, 
что условия леммы ОР выполнены для р =0. Последовательно применяя 
лемму О, придем к равенству 

Янь (5) =0, $==0, 1 
5 > ЗАМ! + 55 > 2,5). М-4-жехр {№М2+2* | ^2 и). (71) 
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Так как В = 0, то 


У) у) би 1, 


Но тогда из (46), (71) и леммы 4,1 вытекает, что все коэффициенты Сь 
равны нулю, а так как & — корень уравнения степени п, то все числа 
С“, равны нулю. Но это не так. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть $ (а) — алгебраическое число, х >0. Существует 
такое число у,, зависящее лишь от х, ©, Р,, &з, что 


|Р (®) |[> е *® {шан + пин ата НР} 


где Р (2) == О — полином с целыми рациональными коэффициентами степени 
пи высоты Н. 

Эта теорема выводится из теоремы 3, так же как теорема 2,1 была 
выведена из теоремы 1,1. 

Трансцендентность чисел, рассматриваемых в теоремах 1, 2, Зи 4, 
была доказана Т. Шнейдером (4) в 1936 г. 

Теорема 3 может быть использована для построения примеров транс- 
цендентных чисел. 


Поступило 
15. 1Х. 1945 
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ПРАВО-АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ ТЕЛА 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе доказывается, что всякое право-альтернативное тело ха- 
рактеристики == 2 альтернативно. Отсюда вытекает, что из выполнения 
малой теоремы Дезарга на двух прямых следует ее проективное выпол- 
нение. 


Неассоциативное кольцо называется право-альтернативным, если в нем 
выполняется тождество 


(46) 6 =а (55). (1) 
Если ассоциатором назвать выражение 
[а, 6, с] = (а6) с — а (56), 
то тождество (1) равносильно тождеству | 
а бо == 0 (2) 


Алберт (2) доказал, что всякая полупростая право-альтернативная 
алгебра конечного ранга над полем характеристики нуль альтернативна, 
т.е. в ней, кроме (1), выполняется также соотношение 


(аа) 6 = а (аб). 


В настоящей работе доказывается теорема, частично обобщающая ре- 


зультат Алберта: 
Всякое право-альтернативное тело характеристики == 2 * альтерна- 


тивно. 
Этот результат. позволяет положительно ответить на вопрос, поставлен- 


ный автором в (!): 
Выполнение малой теоремы Дезарга на двух прямых проективной пло- 
скости, характеристика которой = 2, влечет ее проективное выполнение. 


$1 
Начнем доказательство теоремы. 
Сначала выведем ряд соотношений, имеющих место в право-альтерна- 


тивных кольцах. 
Поскольку, ввиду (2), [а, 6+ с, 6 + с] =0, а ассоциатор линеен отно- 


сительно каждого из своих аргументов, то 


[а, 6, 6] + [а, 6, с] + [а, с, 6] + [а, с, с] =0, 


* Т. се. равенство 2 а =0 влечет за собой а = 0. 
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откуда 
[а, 6, с] = — [а, с, 6]. (3) 
Далее, непосредственным подсчетом проверяется, что во всяком коль- 
це имеет место следующее соотношение: 
[а, 6, са] — [а, 6с, 4] - [а, 6, с4] = а[6, с, а] + [а, 6, с] а. (4) 
Отсюда при помощи (2) получаем 
с[а, 6, а] = [са, Ь, а] — [с, аб, а] + [с, а, ба] — [с, а, Ва, (5) 
с[а, а, 6] = [са, а, 6] —- [с, а?, 6] + [с, а, аб]. 
Сложим последние два равенства, имея в виду (3); получим 
0 = 2[с, а, аб] — [с, а?, 6] + [с, а, ба] — [с, а, 6] а. (6) 
Из той же формулы (4) при помощи (3) получаем 
— [с, а, а = [с, 6, а] а = — [с, ва, а] - (с, 6, а?] = [с, а, ба] — [с, а?, 6]. 


Подставив полученный результат в (6), после сокращения на 2 будем 
иметь 


[с, а?, 6] = [с, а, аб] - [с, а, 64]. (7) 
Сделав в (6) замену по формуле (7), получим 
[с, а, аб] = [с, а, бра. (3) 
Из (5), (7) и (3) вытекает 
с[а, а, 6] = [са, а, 6] -| [с, ба, а]. (9) 


Перепишем (8) в виде 
[а, 6с, 6] = —Ча, 6, 46 
и развернем полученную формулу: 


[а (66)16 — а[(66) 8] = — аб) <] 5 + [а (86). 


Отсюда 
[(а6) 6 = а [(5с) 6]. (10) 
Подставив в (10) 6-4 вместо 6, получим 
[(а6) 16 - [(аб) с] а - (аа) с] 6 -- (аа) в] а = 
= а[(6с) 8] -Е а[(86) а] + а[(4е) 6] + а((ае) 4}, 
откуда после вторичного применения (10) следует 
[(аб) с14 + Цаа) 16 — а [(6с) @] + а[(46) ®]. (11) 
Напишем очевидное равенство 
— (а) (с4) (6) (са) — а [6 (са) — а (ае1ь = — а [6 (са) — [а (ас) 
и сложим его с (141). Тогда 
[аб, с, 4] + [а, 6, са] + [а, а, в] 6 = а[Ь, с, а] — [а, ас, 6]. (12) 
Но из (4) имеем 
[а6, с, а] + [а, 6, с4] = [а, 6с, а] + а[6, с, а] + [а, 6, с] а, 


и после подстановки тождество (12) превращается в 


[а, 6с, а] + [а, 6, с] а-| [а, а, в] 6 = (а, 6, а‹]. (13) 
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Еще раз применив (4), получим 


[а, ве, 4] - [а, 6, с] 4 = — а[5, с, а] + [а6, с, а] + (а, 6, са], 


после чего (13) принимает вид 


[а6, с, а] - [а, а, в] 6 — а [6, с, а] - [а, 6, [с, 4]] =0, (14) 
где [с, 4] = са — ас. 
Вычтем из обеих частей равенства (11) по [а (5)] 4 + [а (4с)] 6. Тогда 
[а, 6, с] 4+ [а, а, @ 6 + [а, 6с, а] + [а, ас, 6] =0. 
Пусть 4 = 6с. Тогда, ввиду (2) и (1), получим 
[а, 6, с] (5) + [а 6с, + [а, 6с?, В (0 
Но, согласно (8), (3) и (7), 


[а, бе, с] 6 - [а, 6с?, 6] = (— [а, с, 6с] - [а, с?, 6] 6 = 
= [а, с, с6] 6 = ([а, с, 6] с) 6 =: — (([а, 6, с] ©) Ь, 
откуда 
[@, 6,.с] (56) = (а, 6, в] с) 6. (15) 
Заменив в (15) 6 на 6 4, получим 


([а, 6, с] ©) БЪ ([а, 6, с д а- (([а, а, в ©) Б- ((а, а, в] с) 4 = 
= [а, 6, с] (6е) - [а, 6, с] (4с) - [а, а, с] (6) - [а, а, с] (4с) 
или 
([а, 6, с] с) а- (а, а, в] с) 6 = [а, 6, с] (с) + [а, 4, с] (6). (16) 
Заменим в (15) с на с + 4: 
([а, 6, с] а) 6 - ([а, 6, 4] с) 6 = [а, 6, с] (64) + [а, 6, 4] (6°). (17) 


Далее, заменив в (15) 6 на 6 + а, ас на с | и проведя сокраще- 
ния при помощи формул (15), (16) и (17), получим 


([а, 6, №] с) 4 - ([а, а, Ис) Б- (а, а, в] №) 6 - (1а, 6, с] ®)4= 
= [а, 6, 1] (46) + [а, а, №] (6) + [а, а, в] (В) -| [а, 6, с] (4№). (18) 
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Будем говорить, что элемент х кольца относитея к типу и относи- 
тельно пары а, 6, если (та) 6 = х (фа), и что элемент х относится к типу 
® относительно пары а, 6, если [х (фа) а = х [а ($а)]. 

Из формулы (15) видно, что в право-альтернативном кольце элемент 
[1, а, 6] относится к типу и, а элемент [х, ба, а] — к типу 9. 

Такие элементы будем называть специальными элементами типа и 
(соответственно специальными элементами типа 5). 

Если предположить, что в право-альтернативном кольце отсутствуют 
делители нуля, то имеют место следующие леммы. 

ЛЕММА 1. Элемент х относится в типу и тогда и только тогда, 


если 
[х, а, Ь] = 2[6, а]. 
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Действительно, 

[, а, 6] — 2[6, а] = (та) 6 — 2 (аб) — х (фа) - = (аб) = (ха) Ь — х (65а). 

ЛЕММА 2. Если [ал а ] +0, то нуль является единственным элемен-, 
том, относящимся как к типу и, так и в типу ч. 

Пусть  — элемент, относящийся к обоим типам. Тогда, ввиду (10), 

в [а, 6, а] =  [(а6) а] — [а (6а)] = 
= (ва) а — [а (6а)] = [ (а) а — [а (6а)] = 0, 

откуда и следует утверждение леммы 

ЛЕММА 3. Если и — специальный элемент типа и, то иа также 
относится в типу и. 

Пусть и = [$, а, 6]. Из (17) получим 

{[5, а, 6,] (а6)} а - (1$, а, аб] 6) а = $, а, 6] [а (аб)] + [5, а, аб] (аб). 
Применив (8), найдем 
[и (а6)] а + [(иа) а = и[а (а6)] - (па) (аб). 
Отсюда 
— [и, а, 6] а - 2 (виа) а = — [и, а, аб] - 2 (иа) (а6), 
что после применения (8) даел 
[(иа) 6] а = (иа) (аб). 
Вычтем из обеих Частей по (иа) (ба). Тогда после применения (3) 
[иа, а, 6] = (иа) [6, а], 

и лемма 1 позволяет завершить доказательство. 

ЛЕММА 4. Пусть [а, а, 6] 0, а [2, а, 6] =0. Тогда [х, с, а] =0 для 
любых с, 4. 

Из (16), имея в виду (3), получим 


([2, а, с] а) 6 = [5, а, с] (Фа). (1) 
Из (Т) при с = фа получаем формулу 

([х, а, ба] а) 6 = [х, а, ба] (ба), 
которая вместе с (15) показывает, что [х, а, ба] принадлежит как к ти- 
пу и, так и к типу 9, и поэтому, согласно лемме 2, 


[5; а, ао, (11) 

Соотношения (17) и (П) дают 
{[х, а, с] (ба) } а = [х, а, с] [а (6а)]. (ПП 
Сопоставив (1) с (1) и применив лемму 2, как и выше, получаем 
[2,46] =0. (ТУ) 
Из (16) и (ТУ) следует 
{[х, ба, с] (ба)} а = [ж, ба, с] [а (6а)], (У) 

откуда 

{[х, ба, 6] (ба) } а = [х, ва, В [а (5а)]. (УГ) 


Но из (17) и (ТУ) вытекает 
([2, ба, 6] а) 6 = [х, ва, В] (ва). (УП) 
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Как и выше, (УГ), (УП) и лемма 2 дают 


[х, ба, 6] =0. (УП) 
Теперь используем (18), (ПУ) и (УШ). 
{[2, 6, с] (6а)} а = [х, 6, с] [а (6а)]. (1Х) 
Из (17) и (ТУ) следует 
([«, 6, ва) Ь == [ть, с| (а), (Х) 
после чего из (ПХ), (Х) и леммы 2 вытекает 
[х, 6, в] =0. (ХП 


з (18), (ТУ) и (Х!) следует 
(2, ба, а) — [2, ба, с] (64), 


что вместе с (У) и леммой 2 дает 


[2, ба; в] ==0. (ХП) 
Еще раз применяем (18) вместе с (ПУ) и (ХТ: 
([хееаь Ех, см] (ва). (хп 
Из (18), (У) и (ХП) следует 
{[2, с, а] (6а)} а = [х, с, 4] [а (6а)]. (ХТУ) 
Сравнив (ХЛ) и (ХУ) и.применив в последний раз лемму 2, получим 
0. а] =: 


ЛЕММА 5. Если [а, а, 6] -Е 0, а [х, а, [а, 6]] =Одля некоторого х, то 
2.0) =) 
Ввиду (8), из [х, а, [а, 6]] = 0 следует 
егазо]а =, а, 64]. 
Из формулы (15) видно, что правая часть относится к типу ©, левая же, 
ввиду леммы 3, относится к типу и. Из леммы _2 следует, что 


[#. 8, 6] ==0. 


$3 

Предположим, что рассматриваемое кольцо является телом, т. е. 
уравнения 42 = 6, та =6, а == 0 однозначно разрешимы относительно х. 
Из однозначности решения следует отсутствие в теле делителей нуля. 

Если элемент е таков, что ае = а, то из (8) и (2) следует [с, а, @а = 0, 
т. е. при а Е 0 [с, а, е] =0. Отсюда, если еа =, то, ввиду (3), 

а (еа) = (ве) а = а* = а2, 

откуда 2 =а. 

Пусть 6е =2. Тогда, как и выше, 


(6е) а = 6 (га) = фа = 24, 


откуда 2 =. 

Таким образом, в право-альтернативном теле всегда существует един- 
ственная единица; обозначим ее через 1. 

Пусть а + 0. Если элемент 2 таков, что ах=1, то, как показано 
выше, [с, а, 1] =0, а поэтому, ввиду (8), [с, а, х]а =0, т.е. [с, а, 2] =0. 
В частности, [а, х, а] =0. 

Пусть ха =2. Тогда 

аз = а (24) ='(ах)а =а, 
откуда 2 = 1. 
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Таким образом, каждый ненулевой элемент право-альтернативног) 
тела обладает единственным обратным элементом. 


Допустим, что в нашем теле существуют такие элементы а и 6, что 


[ал а,6] 0. 
Из формулы (14) имеем 


[2[а, В], а, 6] -- [х, а, 6] [а, 6] — 2 [а, В], а, 6] =0. (19 


Из леммы 1 вытекает, что — [х, а, 6] [а, 6] = [х, а, 6], а, 6], т. е. элемент, 
стоящий слева, относится к типу и. Таким образом, первые два сла- 
гаемых формулы (19) относятся к типу и. Однако сумма двух элементов 
типа и сама будет типа и, а поэтому из (19) следует, что при любом 
х элемент 2 [[а, 6], а, 6] относится к типу и. 
Если допустить, что [[а, 6], аб] -Е 0, то легко видеть, что единица 
попадает в тип и, откуда [а, 6] = 0, а поэтому и [[а, 6], а, 6]=0. 
Таким образом, всегда 
Па’ а, ]=0% 
после чего лемма 4 обеспечивает: 
а =0 (20 
для любых с, 4. 
Далее, из леммы 5 следует, что 


[а. а, [а,-6] 0. 
Благодаря последнему неравонству в предшествующих рассуждениях 
вместо элемента 6 можно было бы взять [а, 6], после чего из формулы 
(20) получим 
(а, [@, Л, а, [а, ] = 0, 


откуда, ввиду леммы 5) 


а, [а, Бра, ]—0. (21) 
Далее, из (4) и (20) вытекает 
[а, 6] [с, 4, №] = Ца, В]с, а, №]. (22) 
Из (19), (20), (21) и (22) следует 
[а, 6 [а, а, = [а, а, Ы (а, 8. (23) 


Теперь обратимся к формуле (17): 
{[х, 6, а] (ба)} а - ([х,ба, а] 6) а = [х, 6, а] [а (6а)] + [х, ба, а] (аб). 
Из нее при помощи формул (3), (15) и (10) получим 
([2, ба, а] 6) а — [х, ва, а] (аб) ы {[, а, 6] (ба) } а — [х, а, 6] [а (6а)] = 
= (([х, а, 6] а) ]} а— [х, а, 6] [а (6а)] = [х, а, 6] [(а6) а] — [х, а, 5] [а (6а)] = 
= [2 а, 6] [а, 6, а], 


([2, ба, а] 6) а = [х, ва, а] (а6) — [х;а, 6] [а, а, 6]. (2 
Если положить 2 = [а, а, 6] !, то из (9) следуст: 


1 = [ва, а, 6] | [, ва, а], 
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откуда после умножения справа на 6, а затем на а, ввиду (15) и (24), 
получаем: 


ба = ([2а, а, 6] 6) а- ([а, ва, а] 6) а = ([га, а, ] - [2, ба, а]) (а6) — 
— [2, а, 6] [а, а, 6] = аб — [2, а, 6] [а, а, 6]. 
Поскольку из (8) вытекает [5, а а =0, мы получаем 
Юва 6] (25) 
Из (25) видно, что [а, 6]2 относится к типу и, т.е 
[а, 6] 2, а, 6] = ([а, 6] 2) [6, а]. 
Но тогда из формулы (22) следует 
[а, 6] [2, а, 6] = (а, В] 2) [6,-а]. (26) 


Заменив выражение [2, а, 6] в (26) по формуле (25), заметим, что, ввиду 
(20), скобки могут быть опущены. Если [а, 6] +0, то после сокращения 
получаем 


.. ввиду леммы 1 


[а, 6] 3 = — 8[а, 6]. (27) 


Используя, как и при выводе (25), соотношение [с, а, а" =0, из (27) 
и (23) имеем, поскольку =! == [а, а, 6], 


(а, = — (2[а, 5) 21 = — [2, [а, 8], 21] — 2 (а, 8] 21) = 
= [2, 21, [а, 6] —2 (2 '[а, 6]) = [а, 6] — 22 (2 '[а, 6], 


т. е. 2 (2 1[а, 6]) =0, откуда [а,6]=0. 


Таким образом, в действительности [а, 6] = 0. Отсюда (а, а, [а, 6]] =9 
и поэтому, ввиду леммы 5, [а, а, 6] =0. 

Итак, предположение, что в нашем право-альтернативном теле сущо- 
ствуют такие элементы а и 6, что [а, а, 6] 0, привело нас к противо- 
речию. Этим заканчивается доказательство теоремы. 

Замечание 1. Само собой разумеется, что соответствующая теорема 
справедлива и для лево-альтернативных тел. 

Замечание 2. Если предположить, что тело эластично*, т. е. что 
в нем имеет место тождество 


бе 0, 
то оно не обязательно альтернативно. Для доказательства заметим, что 
всякое коммутативное тело эластично: Примером же коммутативного 
неальтернативного тела может служить чело (ЁР,2), [стр. 177 работы 
Брука (*)], если в нем положить 

= А 1, 
и в качестве взять поле действительных чисел. Коммутативность про- 
всряется без труда, но 

о а И 

т. е. тождество (1) ис имеет моста. 


* См. (3), отр. 561. 
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$4 


Для доказательства сформулированной во введении геометрической 
теоремы докажем следующую лемму, отсылая за объяснением обозначений 
и терминов к статье (1), $ 3. 

ЛЕММА. Если малая теорема Дезарга выполняется на двух прямых 
проективной плоскости, то в натуральном теле, в котором точкой А 

служит точка пересечения специ- 
и Ш а) (5) 1 8  альных прямых, а точки ВиО 
как-либо выбраны на специальных 
прямых, имеет место соотношение 


(аа) 6 = а (аб). 


Нетрудно убедиться, что для 
доказательства сформулирсванной 
леммы достаточно показать, что 
точки 1, 2, В (черт. 1) лежат на 
одной прямой. Для этого заметим, 
что все прямые пучка А, по 
теореме 8 работы ('), являются 
специальными. Затем, применив 
теорему О“ из (')* к треугольни- 
кам 256 и 478, убедимся, чте 
прямые 47 и 25 пересекаются на АВ. После этого из той же теоремы О\*", 
примененной к треугольникам 437 и 215, следует искомая инциденция, 

Из доказательства теоремы 10 работы (1) видно, что упоминаемое в 
формулировке этой теоремы натуральное тело является тем же самым, 
что и в только что доказанной лемме. Поэтому это тело оказывается 
лево-альтернативным, а значит, в силу сделанного в конце $ 3 замечания 1, 
— альтернативным. Между тем, хорошо известно**, что в проективной пло- 
скости над альтернативным телом малая теорема Дезарга выполняется 
проективно. 


Поступило 
9. У. 1950 
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ОСНОВНАЯ э-ГАРМОНИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ МНОГОоСВЯЗНЫхХ 
ОБЛАСТЕЙ 


(Представлено академиксм И. Г. Петровсеким) 


Настоящая статья посвящена изучению граничной задачи для 
п-гармонического уравнения * в случае плоской многосвязной области. 
Вопрос заключается в отыскании регулярного в данной области реше- 
ния уравнения (1) по граничным значениям искомой функции и ее 
нормальных производных порядка «п — 1. 


Граничная задача для уравнения 
02 02 к 
Аб -=0 (Аза; в> 1) (1) 


в любом конечномерном случае, в несколько отличной от приводимой 
ниже постановке, была предметом исследований С. Л. Соболева (!), ко- 
торый доказал, при довольно общем предположении относительно гра- 
ницы области и задаваемых на ней функций, существование и единст- 
венность решения, удовлетворяющего в среднем поставленным граничным 
условиям. 

Исследуемая ниже задача в случае конечной односвязной области 
была изучена И. Н. Векуа (?), который посредством общего представ- 
ления решений уравнения (1) через голоморфные функции одной ком- 
плексной переменной свел задачу к эквивалентной системе интегральных 
уравнений Фредгольма и при помощи теоремы единственности доказал 
существование решения задачи. 

Ниже дается обобщение метода И. Н. Векуа на случай многосвязной 
области. Заметим, что в случае двухсвязной области задача решена 
автором в работе (6) также методом И. Н. Векуа, но несколько отлич- 
ным от нижеприводимого. 


$ 1. Постановка задачи и замена граничных условий 


1. Пусть Т — связная конечная область плоскости комплексного пере- 
менного 2 =х + й/, ограниченная простыми замкнутыми непересекаю- 
щимися гладкими контурами Го, /4,..., (р, из которых первый охваты- 
вает все остальные. Под Г будем подразумевать совокупность этих 
контуров; положительным направлением на Г, будем считать то, которое 
оставляет Г слева. Без ущерба для общности мы можем допустить, что 
начало координат принадлежит Г. 


* См. уравнение (1). 
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Пусть кривые 4/,; (7 =1,2,...,рР) заданы уравнениями 
2 = 2; ($), У = 9; (5) (1=1,2,...,р), 


где 5 — соответствующая дуга (0 <$<_4, 1; — длина кривой Г,;). Во всем 
дальнейшим мы будем предполагать, что функции 1; ($), у; (5) 
Ив... м — периодические с периодом 1; и имеют непрерывные 
производные порядка 2п -- 2 по дуге 5. 

Рассмотрим следующую задачу: 

Найти регулярное в Т (действительное) решение и (т, у) уравнения (1) 
по граничным условиям: 


. 


р п—1 ар 

@)=6@), (4) =н®,..- (т) =, = 
где у— внешняя нормаль линии /[,; символ ()* обозначает граничное 
значение выражения, заключенного в скобки, а` {у (5), Л, ($),..., жи ($) — 
заданные на Г, действительные функции длины дуги $, удовлетворяю- 
щие условию: }» ($) имеет непрерывные производные по дуге $ порядка 
<2и—А(Ё=0,1,...,п— 1). Кроме того, от искомого решения и (х, у) 
мы будем требовать, чтобы все его частные производные вида 


окт и 
рт (&<п, т< п), 
где 
О 1 ГО по 9 1 
(ОЧ? аи ео Оба 


были непрерывны в Г - Г. 
Поставленная задача является естественным обобщением задачи Ди- 


рихле, в которую она превращается для п =1. Мы будем ее называть 
в дальнейшем основной п-гармонической задачей * 


Заметим, что принятые нами условия регулярности относительно 
искомого решения обеспечивают справедливость теоремы единственности 


[(4), стр. 236—238], которой мы воспользуемся в дальнейшем. 
2. Введем обозначения 


а-т и, 5 
тат) =, % ($) «А, =0, №. .), 


где и(х, у) — искомое решение задачи. 
Напишем следующие известные соотношения [(?), стр. 240]: 


а от и + и / ае--т-Н И я в акты т + ПР 
&$ \ Освоив [зн дат | 4 в дай дат | 4 ? .3) 


(= =. < щен) ыы) (6) 


ме, д=#— к, т=0,1,...,п—4), 


* 
Для частного случая п = 2 эта задача тесно связана с основными граничными 
задачами плоской теории упругости [см., например, (3}]. 
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которые имеют место для любой действительной функции. (отхиу), 
в достаточной степени регулярной в Г -+- Г. 
Вышенаписанные соотношения дают возможность перехода от гра- 


ничных значений нормальных производных некоторой действительной. 
дет и, 
функции к граничным значениям се производных вида —_„ и обрат- 
2` 05 
но, причем обратный переход осуществляется при помощи (4). В част- 
ности, на основании этих соотношений нетрудно видеть, что функции 
8, п (5) (& +т<п— 1) однозначно выражаются через / (5) Л ($),..., 
‚ (8) и их производные; точнее, 2, п (5), -т=1<п-—1, выь 
ражаются через функции /($),...,/1 ($) и их производные, причем 
производные от ], (5) (<) будут порядка не выше / — А. Поэтому, 
согласно условиям нашей задачи, функции 8, „(5)) -т=1<п—1, 
будут иметь непрерывные производные порядка 2% — 1(1 = 0,1,...,п— 1). 
Е р = . 
Кроме того, очевидно, что найденные таким образом функции бы т (5) 
(А-т<п— 1) удовлетворяют соотношениям (3). 
На основании вышесказанного легко заключить, что условия (2) экви- 
валентны условиям [(?), стр. 211]: 


у-ва.) (55) = ва. (бе) =выь56 ©) 


В 


Приведем весьма важные для дальнейшего формулы, вытекаю- 
щие из (3): 


91 и\+ Газ т а д" „+ ад т 
еее" 

- ОИ т 
ыы ох 55 в р 48 Е 91 т) (и — (6) 


` 


В частности, этим соотношениям удовлетворяют функции 8, и(5) 
(Ет<п— 1). 


$ 2. Интегральная запиеь граничных условий 


1. Будем обозначать через # (5), #(5%), (51), или просто &, Ц, @,, аф- 
фиксы точек линии СД, отвечающие дуговым абсциссам $, 5%, $, соответ- 
ственно. Для удобства обозначим также 


ат „т о 
02^ д2т а дат 
Докажем, что условия (5) эквивалентны следующим интегральным 
соотношениям *: 


ры 4 а я [9% и @ | _ 
ве = м ев а. (вы мо 
Г 


(о-в -4: =), 


где 2 — любая точка, лежащая вне Г -+ [.. 


* Интегралы по Г, здесь и в дальнейшем берутся в положительном направле- 
нии. 


6* 
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Если имеет место условие (5), то соотношения (7), очевидно, выпол- 
няются. Сейчас мы докажем справедливость обратного утверждения, 
именно: если и(х, у) есть действительная функция, заданная в Т-- Ё 

и 
и имеющая там непрерывные производные ват + ти, то из (7) 
2 5 
вытекают условия (5). 

Соотношения (7), как легко видеть, приводят к следующим равен- 

ствам: 


В 


91 и 4 
[ли (5 2 о ас И =0 (для любого 2 вне Г - Г) 
1 
де [5 — 2, . с о] — = О и 
ь 


где с: (1) — действительная функция точки на Г, сохраняющая постоян- 
ное значение на каждом из контуров Г‚;, причем с, (1) =0 при ЕЕ 1%, а“ 
действительная постоянная (1=0,1,...,п--1). Из вышенаписанных 
равенств вытекает [(5), стр. 67], что 


п (Е- в +, (0 = (0) (на Г), е 


Ха (0) = #0 ВЕ Че 


где 7; (1) — граничное значение функции У, (2), голоморфной внутри Т 
и непрерывной в Т ++ С. 

Первое из равенств (8) при { = 0, ввиду того, что и — 90, о — действи- 
тельная функция на Г, приводит к следующему контурному условию: 


ша {до (0 } = (0. 


Из этого равенства непосредственно следует, что су (1) =0 на Д, ху (2) =с 
в области 7 (с — действительная постоянная). Это. последнее вместе со 
вторым равенством (8) (при [ = 0) даст: Хх (2) =0 всюду в Т, и, следо- 
вательно, и — 00, 0 =0 на Г. 

Предположим, что первые А условий (5) уже выведены. Тогда, в силу 
этих последних и (6) (при т=А— 1), будем иметь 


; д" т 1 а д* 
7 и , 
т й [2 ВО } за. ная вы к 
А, ди — 
+ ([— 0 о выл] |= 
—1 


#2 о 
р 1) 45 бой вены) = 0. 
1=0 


Следовательно, из (8) (при [=А) мы получаем следующее конгурное 
условие для У» (2): 


и {ул (0) } = с» (д. 
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Отд» учитывая также второе равенство (8), как и выше, получим: 
9‘ и 
—: — 9, 0=0 на Д,, и тем самым наше утверждение доказано. 


2. Условия (7), очевидн., эквивалентны равенствам 


с 9 1—1 ; а! а 1—1 . й я 
ве | Ню + - № и - + | 26, (9) 


п д #— № к ди 


Е ин 


причем несобственные интегралы в этих выражениях следует понимать 
в смысле главного значения по Коши. 

Используя векторные обозначения, мы можем записать условия (9) 
в виде одного равенства следующим образом: 


да [55% и Ъ \ о (4 О | | =Р(), (11) 


т! "—0 т 
т, т 


где т (1), Е (1) — векторы * с компонентами 


1 
Вт т, о 


соответственно. 
$ 3. Приведение к интегральным уравнениям 


1. Известно [(2), стр. 176], что все регулярные в 7 (действительные) 
решения уравнения (1) могут быть представлены формулой ** 


п—1 


и (гу) = У (9+ ф (+ 
в=0 


р ат м ь- 
+У У Ви" 108 [(2—1)(8— 5), (12) 
1=1 зт==0 
где ф» (2) (&=0,1,...,п—1) — произвольные голоморфные функции от 


комплексного переменного & =х - й/ в области Т, 2; — некоторая фиксм- 
рованная точка конечной области, заключенной внутри контура [5 
(/=1,2,..., В), а Вз, т — произвольные комплексные постоянные, под- 


чиненные условиям 


В и = Вы И Мы ЕЕ 


* Под вектором мы понимаем одноколонную матрицу. 
** Черта над буквой означает переход к сопряженному значению. 
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Заметим, что в предыдущей формуле функции фл (2) определяются при 
помощи й (х, у) с точностью до аддитивных мнимых постоянных, а по- 
стоянные В} т определяются вполне однозначно; иначе говоря, если в (12) 
и (1, у) =0 всюду в Т, то 


фи (2) = Ск (13) 
(& =0,1,...,п—1; Ск — произвольные действительные постоянные), 
Вед = 0 (7 =4,. ао. (14) 


На основании (12) легко видеть, что если производные порядка п от 

функций фл (2) (Ё =0,1,...,п— 1) непрерывны в Г-- КГ, то все произ- 
Ат 

водные вида и (&<п, т<п) будут непрерывны в Г- Г и, 
5 5 

обратно, если регулярное в Т решение и (х, у) уравнения (1) обладает тем 


свойством, что все т (Е <п, т< п) непрерывны в Т-+Г, то 
производные порядка п от функций фи (2), соответствующих по (12) этому 
решению, непрерывны в 7 + Г.. Согласно этому и условиям нашей задачи, 
мы будем предполагать в дальнейшем, что производные порядка п — 1 от 
функции 4» (2) (& =0,1,...,п— 1) непрерывны в 7 + Ё в смысле Гель- 
дера. 

Подставляя искомое решение в виде (12), выразим вектор © через 
функции {» и постоянные В Для этого вектора элементарным путем 
находим следующие выражения: 


п—1 


9(1 = Уж (0 (0 а" (0+9 (0, (15) 


К=0 


где ф® (1) — граничные значения производной порядка А от искомого век- 
тора ф (2) = (Фо (2), Чл (2),..., фик (2)); к (Е), м" (Е) — матрицы, строками 
которых являются компоненты векторов А,» (1), 4+(1) (=0,4,...,п—1) 
соответственно, причем 


йш  -КА (8) 


Арк () = 1 и ! ры 
шв (Й = Знак! 41 (О. п 10 
0 р аи 
#1 МИРНО) 
А: (#) = а» 
АО (17) 
2 (7 = (0, (1,..., О, (1)) — вектор, компоненты которого выражаются 


формулами 


=) у А (18) 


1=1 з,т=0 
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где для удобства введено обозначение * 


9. 


т (= #1 т ("108 [(@ — 2) @—#)]) 


ВЕ ВО... 1). 


(19) 


В дальнейшем весьма существенную роль будет играть матрица &* (1). 
В развернутом виде она напишется так: 


: И, : а, 1! 
Пр А ПоаеАНЕОН 
А. поры о ом оО (20) 
О и 
Подставляя (15) в (11), мы получим соотношения для определения 
искомых величин — функций ф, (2) (&=0,1,..., п—1) и постоянных 
Вт (0=12,..., р: $, т=0,1,..., п 1), причем в -этих- соотно- 


шениях интегралы в смысле главного значения по Коши будут содер- 
жать граничные значения производных от функций ф, (2) порядка < п — 1. 
Но, используя один метод Н. И. Мусхелишвили, совершенно так же, 
как это сделал И. Н. Векуа [(?), стр. 216—217], можно полученным 
соотношениям придать такой вид, что в них не будут фигурировать про- 
изводные от искомых функций. В самом деле, рассмотрим следующие 
выражения, получающиеся при вышеупомянутой подстановке: 


1 (о, (13° да 
р а (21) 
1 (®) 
Ч, = уе = омиене ое оннае о (20) 


т р .—6 

В силу того что компоненты вектора {“” (2) (& «п — 1) — голоморф- 
ные функции в Т, непрерывные в Г--Г в смысле Гельдера, будем 
иметь равенство [(5), стр. 67]: 


пе 


(®) 
О-о в-0 1. в-Еьер, 
3 | 


вследствие которого (21) можно представить в виде 


и 9 (@=0,1;....п— 1). (23) 


т —0 
Г, 


д 
* Следует принять во внимание, что операция 5 применительно к функции 


(от ти у), аналитической относительно переменного 5 = < -- #/, совпадает с обыч- 
ным дифференцированием по =. В частности, выражение (19) есть не что иное, как 
частная и порядка { от функции т 108 [(#— 2. у) @— =. ;)] по переменному &, 


умноженная на ви" 
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Заметим, что каждый отличный от нуля элемент матрицы «к (1) 
(К =0, 1,..., п 1) с точностью до постоянного множителя имеет вид 


[см. (16)] 


Е И 0 
Поэтому, так как, по предположению, координаты 2 (5), у (5$) точек Ё 


имеют непрерывные производные по дуге $ порядка 2п --2, нетрудно 
а, (#) — а; (1) 
В У РИ: 
"—№ 
будут иметь непрерывные производные по $ порядка 2п -{ 1. 
После этого замечания очевидно, что интегрирование по частям в (23) 
дозволено, и мы получим 


видеть [(5), $ 8], что элементы матрицы 


(—1)^ / ав (1) — а, (в) 
Рь (5) = ее : : 


ит "—15 


) +0 @ 


(1-0, А В. ев 


Из (22) имеем также 


ть 


0 ай (а (1 
4» = Е. и 
Г 


Учитывая эти равенства, в результате подстановки (15) в (11) будем 
иметь 


Ве “оу т Е. 


И. к Г 
+ 04, 0% @ +926) (24) 


где О (%, 2) — матрица, определенная формулой 
п-—1 


(ии), (25) 


8 (# — 1) 


а 0’ (=(0,(1,..., 9’ (1)) — вектор, компоненты которого выра- 
жаются следующим образом: 


0: (1) = Ве Ё о + ь | 0, (1 4 Г. у \ 0; (9 -| (26) 
уй 


ИЗ .—6 п 


Подставляя сюда (18) и вводя действительные постоянные 8 


опре- 
деляемые формулами 


З, 1” 
В, не 8) 5>т, 

(27) 
В. .=в, (7=1.9,. ор, бр Оо 
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после элементарных вычислений получим 


©: (4) = о У о) (28) 
7 з, т=0 
Ве [34 87.1, >т, 
о. 0.500 кп (29). 
\ Ве[8 1], Е, 
. в 1 жа . Е . 
5, т (45) = — 69, т (4) + = Роз, т (1) т > =! пот (0 -(30) 
Г Г, 
пы р и, = 0 тольы, п: 


2. С целью получения из (24) системы интегральных уравнений мы 
используем интегральное представление голоморфных функций в много- 
связной области, данное Н. И. Мусхелишвили. Имеет место предложение 
[(°), стр. 180]: 

Всякая голоморфная в области Т функция $(2) такая, что ее дей- 
ствительная часть непрерывно продолжима на Г, представима в виде 


ие и, 
Г 


где ц (1) — действительная непрерывная функция, а с — действительная 
постоянная; при этом и ({) определяется через заданную функцию $(2) 
с точностью до произвольных (действительных) постоянных слагаемых 
на внутренних контурах /[; (7 =1,2,...,р) и единственным образом 
на /», а постоянная с определяется вполне. В частности, если ф(2) = {с 
(с — действительная постоянная), то (1) =0, 16% и в(1 =6,ЕЕ6Г, 
(/=1,...,р), 6; — произвольные (действительные) постоянные. 

На основании этого предложения, если принять во внимание ска- 
занное в $ 3 [см. (13)], искомый вектор $ф(2) можно представить 
в виде 


1 а 
фен (+6Т), (34) 
р 
где (1) = (шо (#),..., и (#)) — (новый искомый) вектор, компоненты 


которого — действительные функции. Так как, по предположению, гранич- 
ные значения производных от компонентов вектора 4 (2) порядка <п— 1 
непрерывны в 7 -+- Ё, в смысле Гельдера, то, при принятых нами усло 
виях относительно гладкости [,, нетрудно видеть, что компоненты век- 
тора и({) будут иметь производные порядка <п— 1, непрерывные в 
смысле Гельдера на Г. [(?), стр. 217]. 

Из (31), переходя к пределу при > 6/Г%, получим 


ОО 
Г 
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Подставляя эти выражения в (24), после перестановки интегралов * и 
некоторых очевидных преобразований будем иметь 


а (1) в (№) \ ® (16) (1) 45  9* (в) =Е (№), (32) 
В | 


где 
а (15) = — [* (&) + ®" (&)], (33) 


ОР ева 6) — да" 6) 
ых а" в 4 


- в ав 4 г О (%, в) ав р 
: (ая от, + ) о ГО (2х, °| 


Очевидно, что (32) представляет собой матричную запись системы 
интегральных уравнений, содержащих в правых частях, кроме заданных 
функций, не определенные пока действительные постоянные В 
(1=1,2,..., р; 5$, т=0,....п—1)**; систему (32) мы можем записать 
также в виде 


а (1 


ы \ к и: \ Ко (› 6) и (Е) 48 + ©* (в) =Р (а), 
Г Й, : 


где 


Ь (10) = — [* (в) — а" (4), (34) 


о ру Во" ("и 


(—(-— цы 


хп и \ Е. 18 :—й ай С Е. \ О (2, 2) а е го о 5]. (35) 
Й т, 


+ ве | №, + 
7й 


ео, 3 о-в 


3. Для определения степени регулярности функций, входящих в (32), 
заметим, что при нашем предположении относительно гладкости линии [, 
имеют место следующие предложения. 

Пусть ф (1) — заданная на Л, функция, имеющая непрерывные в смысле 
Гельдера производные порядка <А по дуге $. Тогда интеграл в смысле 
главного значения по Коши 


С 1 г) а &:) 4: 
* К получающемуся при этой подстановке интегралу =: \ т \ ( :) —! 
0 5—2 
следует применить так называемую формулу перестановки Пуанкаре-Бертрана 
[см. напр. (5), стр. 61—65]. 
** См. (28). 
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как функция от $%, будет иметь непрерывные в смысле Гельдера произ- 
водные порядка < Ё [см. напр., (5), стр. 154 — 155]. 

При тех же предположениях можно показать также, что производ- 
ные порядка < А от интеграла типа Коши 


ЗО 
т 1—5 
Г, 


непрерывны в Т -- Ё в смысле Гельдера [(5), стр. 58]. 

Пусть теперь ф зависит, кроме 5, также от другого переменного # (51). 
Предположим, что ф имеет непрерывные в смысле Гельдера производ- 
ные порядка < по переменному $:, а относительно ‘$ удовлетворяет 
условию Гельдера. Тогда интеграл 


2 ( Ф(, й @ 


т Г 


как функция от 5$:, будет иметь непрерывные в смысле Гельдера произ- 
водные порядка < А, а как функция от 5, будет удовлетворять условию 
Гельдера [(5), стр. 54]*. 

Вспомним, что, по предположению, координаты 2 ($), у (5) точек Ё, 
имеют непрерывные производные порядка 2п -- 2, а заданные функции 
81. о (5) — непрерывные производные порядка 2 — 2 (1 = 0,1,...,п— 1). 
Поэтому из приведенных выше предложений непосредственно вытекает, 
что все элементы матриц а(1),6(1), № (&%,#) [(35), (34), (33), (25), (17), 
(16)] и векторов @” (1), Е (1) [(30), (29), (28), (19), (10)] будут иметь 
относительно своих аргументов (5 и 55) непрерывные в смысле Гельдера 
производные порядка не меньше п. 

Перейдем к исследованию полученной системы (32). Из (20) имеем 


п—1 п (п 1) 
ера" (#) = ПА! (и 0) *, (36) 
Е—=1 


и, следовательно, 4её хх" (1) -Е 0 всюду на Г. Согласно этому свойству мат- 
рицы «* (1), как известно, к системе (32) возможно применить существую- 
щую теорию системы сингулярных интегральных уравнений |[(5), гл. УП] **. 

Вычисляя теперь по формуле Н. И. Мусхелишвили [(5), стр. 427] 
индекс системы (32), в силу (36), находим *** 


Ив де =" (1) Вы рп (п ы а ры 
И о дьчуень--но-о в 


* Н. И. Мусхелишвили проводит доказательство для случая А =0, но предло- 


жение легко может быть доказано для любого (. 
** Известно также, что путем регуляризации можно привести нашу систему к 


эквивалентной системе уравнений Фредгольма, {причем регуляризующий оператор 
строится в явном виде и зависит исключительно от матрицы а* (#) [(5), $ 130; см. 
_ также (?)]. 
*** Символ | ]г обозначает приращение выражения, заключенного в скобки, при 
обходе на Г, в положительном направлении. 
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4. Докажем, что основная п-гармоническая задача эквивалентна 
(в смысле разрешимости) системе интегральных уравнений (32). Из самого 
вывода этой системы следует, что если основная п-гармоническая задача 
разрешима, то существуют определенные действительные постоянные 
в (1=1,2,...,р; 5, т = 0, 1,...,п—1), для которых система (32) 
имеет решение. 

`Допустим, что система (32) разрешима для каких-либо значений 
постоянных В и. Тогда, на основании отмеченных выше свойств ядра 
(матрицы (1, 2)) и правой части системы (32), нетрудно видеть, что ее 
решение ци (#) = (№ (1),:.. и„_1(1)) будет обладать непрерывной в смысле 
Гельдера производной порядка п. Подставляя (1) в (31), мы получим 
вектор $ (2), компоненты которого — голоморфные функции в ТГ, имеющие 
непрерывные в Т -- Г, производные порядка п (см. п. 3). Определяя из (27) 
постоянные Ви (1 =1,2,..., р; зт=О,1,...,п-—1) и подетав- 
ляя их вместе с найденными выше функциями фи» (2) (Ё = 0,1,....п — 1) 
в формулу (12), мы получим искомое решение нашей задачи. Тем самым 
эквивалентность доказана. 

Таким образом, для разрешимости основной п-гармонической задачи 
необтодимо и достаточно, чтобы система интегральных уравнений (32) 
была разрешама для каких-либо значений постоянных В т. 


$ 4. Существование решения 


В этом параграфе, пользуясь теоремой единственности, мы докажем 
разрешимость основной п-гармонической задачи. 

1. Приступая к исследованию вопроса о разрешимости системы ин- 
тегральных уравнений (32), начнем с рассмотрения соответствующей 
ей однородной системы 


а (го) в (1%) + (в) "(04 =0. (38) 
; 
Пусть ц" (1) = (в. (0),..., м’, (1)) — некоторое ее решение. 


Тогда, рассуждая как и выше, легко показать, что функция 
п—1 у 
ц, (х, у) = У = 21[, (2) Е $, (2]], 
&=0 
где 
шу (1) а 
Е (К =0,4,...,п— 4; 267), 
78 


1— 


а 
| 
| 
= 


удовлетворяет всем условиям однородной граничной задачи ({4 (5) = {; (5) = 
=... = /и_1 ($) =0) и, следовательно, по теореме единственности, будет 
тождественным нулем в области Г. Отсюда и из сказанного в $ 3 [см. (13) | 
вытекает, что 


о 


причем С» (А =0,1,,..., п— 1) — произвольные постоянные. Следова- 
тельно, в качестве ци, (1) (К =0,1,..., п—1) мы будем иметь р линейно 
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1 р 
независимых функций (ие (1),...,ц, (1), где 
И 1.2), 
О на всех остальных контурах. 


7 


ие=| 


Отсюда мы имеем всего пр линейно независимых векторов 


ОАО 70, 9 АССР ее 


а 4 ое а оао 3 


( 0, 0, а И 


которые, в свою очередь, очевидно, удовлетворяют системе (38). 
Таким образом, число Ё всех линейно независимых решений систе- 


мы (38) будет , 
р, (39) 


2. Постараемся за счет подбора не определенных пока постоянных 
В: „(/=1,2,..., р; $, т = 0,1,..., п 1) удовлетворить условиям раз- 
решимости системы (32). Эти условия, как известно, имеют вид [(5), стр. 428] 


(РО 9: (0) 50 4=0, г=1,2,...,К, (40) 
7 
где у (2) = [м а И ()) — вполне определенные векторы*, причем 


г 
число А’ этих условий (или, что все равно, векторов у ({)) определяется 
при помощи введенных выше чисел хи А по формуле [(5), стр. 429] 


= Ах, (41 
Подставляя (28) в (40), будем иметь 


у) п—1 Е ) р 
м ею (42) 


1=1 8, т-=0 


где в у: — действительные постоянные, определяемые формулами: 


ан (оо ++ 0140), 


р. 
де (ЗО. ыы} 
78 
(а. РАВ, ПО, 14... п 1) 
Из (41), (39) и (37) находим 


Ё = п?р 


и, следовательно, для определения постоянных 8%, „ мы имеем систему (42) 
линейных алгебраических уравнений с числом неизвестных, равным 
числу уравнений. 


* Они являются линейно независимыми решениями некоторой однородной 
системы интегральных уравнений, связанной с (38). 
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Докажем, что определитель системы (42) отличен от нуля. В самом 
деле, если бы этот определитель был равен нулю, то однородная система 
алгебраических ‘уравнений, соответствующая (42), имела бы нетривиаль- 
ное решение В:/„. Тогда система интегральных уравнений, получающаяся 
из (32) при Ё(#)=0, была бы разрешима для этих В:/,. Обозначая 
решения этой системы через {4* (#) = (№0(1),...,› и»_1 ()) и рассуждая как 
выше, мы получили бы отличную от нуля* регулярную п-гармоническую 
функцию и (т, У), 


= р ое — 
(2,9) = У 2% [ф, (2) $ @)] + ХМ У Вт 227108 [(2 — 24) (2—1), 


8=0 ]1=1 8,21==0 
я три (1 4 
отт мес 
ый 
Вт = 55, ри СУ $>т, 
Вёл. = в 
Вы яе Ве В, 9) 
(Е, $ =0,41,..., п— 1; РЕ ОЙ, роны В т = 0,1,..., ®— 2), 


удовлетворяющую однородной граничной задаче, что, в силу теоремы 
единственности, невозможно. Следовательно, система (42) имеет един- 
ственное решение. Очевидно, что для определенных таким образом 
постоянных Ви система (32) будет иметь определенное решение 
№ (8) = (ш (),..., ип 1 (0). Отсюда, всилу сказанного в конце предыдущего 
параграфа, вытекает существование решения поставленной граничной 
задачи. Заметим, наконец, что примененный здесь метод решения гранич- 
ной задачи можно использовать и для более общего вида эллиптических 
уравнений. 
Тбилисский матем. институт Поступило 


им. А, М. Размадзе 19.ХИ.1949 
Академии Наук Груз. ССР 
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* См. начало $ 3 (равенство (19)). 


О КОНКУРСАХ НА СОИСКАНИЕ ПРЕМИИ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
В. 1951 ГОДУ 


Отделение физико-математических наук Академии Наук СССР сообщает, что 
в 1951 году будут проведены конкурсы на соискание следующих премий Академии 
Наук СССР: 

1. Премия имени Н. Д. Папалекеи в размере 20000 рублей за лучшую работу 
по физике. 

Срок представления работ на соискание премии до 1 октября 1951 года. 

2. Премия имени П. Л. Чебышева в размере 20000 рублей за лучшую работу 
в области математики. 

Срок представления работ на соискание премии до 1 октября 1951 года. 

Работы на соискание премий направлять в Отделение физико-математических 
наук Академии Наук СССР (Москва, 56, Б. Грузинская, 10). 

Премии присуждаются Президиумом Академии Наук СССР по конкурсу совет- 
ским гражданам, их’ авторским коллективам и советским научным учреждениям. 

Работы на соискание перечисленных премий могут ‘представляться научными 
обществами, научно-исследовательскими институтами, высшими учебными заведе- 
ниями, ведомствами, общественными организациями и отдельными лицами. 

Работы на соискание премий представляются на русском языке в трех экземпля- 
рах, напечатанных на пишущей машинке или типографским способом, с надписью: 
«На соискание премии имени. ........». 

При работах, представляемых на соискание премий, должны быть приложены 
авторефераты и краткие биографические данные об авторе с перечнем его основных 
научных работ и изобретений. 

Присуждение премий состоится в конце 1954 года. 

Кроме того, Отделение физико-математических наук сообщает, что в 1951 году 
по конкурсу, объявленному в 1948 году, будут присуждены две премии имени великого 
русского ученого Н. И. Лобачевского за лучшие сочинения по геометрии (преиму- 
щественно неевклидовой). 

Размер премий: 25 000 рублей (в советской или иностранной валюте) и 15 000 руб- 
лей (в советской валюте). 


Отделение физико-математических наук 
Академии Наук СССР 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
15 (1951), 201—204 


С. Л. СОБОЛЕВ 
К ПЯТИДЕСЯТИЛЕТИЮ ИВАНА ГЕОРГИЕВИЧА ПЕТРОВСКОГО 


18 января 1951 года исполнилось 50 лет со дня рождения выдающе- 
гося советского математика, академика Ивана Георгиевича Петровского. 
Работы Ивана Георгиевича относятся к самым различным областям 
математики. Им получены исключительно важные результаты в теории 
дифференциальных уравнений с частными производными, в алгебраи- 
ческой геометрии, в качественной теории дифференциальных уравне- 
ний, в теории вероятностей и в других областях математической науки. 
Работы Ивана Георгиевича относятся к таким отделам математики, 
которые ближе всего примыкают к смежным областям естествознания. 
Для работ Ивана Георгиевича характерны чрезвычайно конкретные поста- 
новки задач, всегда больших и трудных. 

Особенно велика заслуга Ивана Георгиевича в теории систем уравне- 
ний в частных производных. Он выделил и изучил классы систем урав- 
нений, которые обладают свойствами соответственно эллиптических, ги- 
перболических и параболических дифференциальных уравнений. Иван 
Георгиевич установил аналитичность решений систем уравнений с част- 
ными производными, названных им эллиптическими, исследовал началь- 
ные и краевые задачи для гиперболических и параболических систем. 
Все лальнейшее развитие теории систем уравнений в частных производ- 
ных происходит на основе этих работ Ивана Георгиевича. 

И. Г. Метровский исследовал также зависимость решения общего 
гиперболического уравнения от начальных условий. В этих работах ре- 
шен вопрос о так называемых лакунах. Наличие лакун или их отсут- 
ствие связано с важным физическим явлением — диффузией волн. Им даны 
необходимые и достаточные условия существования лакун для случая 
уравнений с постоянными коэффициентами и необходимые условия в слу- 
чае переменных коэффициентов. 2 

В этих работах использованы глубокие топологические свойства 
алгебраических поверхностей и многомерных абелевых интегралов, полу- 
ченные самим И. Г. Петровским в другом цикле интереснейших работ. 

В 1901 году Гильберт поставил вопрос о расположении овалов кри- 
вой 6-го порядка. Созданный Иваном Георгиевичем метод позволил решить 
более общую задачу, касающуюся расположения овалов алгебраической 
кривой любого порядка. В последнее время Иван Георгиевич и его уче- 
ники получили ряд аналогичных результатов по топологии алгебраичес- 
ких поверхностей и пространственных кривых. 

Иван Георгиевич впервые дал полное решение задачи Дирихле для 
"-мерной области методом конечных разностей. 
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За фундаментальные исследования по теории уравнений с частными 
производными Ивану Георгиевичу Петровскому была присуждена Сталин- 
ская премия первой степени. 

Большое значение имеют работы И. Г. Петровского по теории вероят- 
ностей. Некоторые вопросы непрерывных случайных процессов приводят 
к задачам теории дифференциальных уравнений параболического типа. 
Исследуя параболические дифференциальные уравнения, Иван Георгиевич 
получил очень сильные результаты, связанные с законом повторного лога- 
рифма. 

Ивану Георгиевичу принадлежат также глубокие исследования, каса- 
ющиеся поведения интегральных кривых систем обыкновенных Я 
циальных уравнений в окрестности особой точки. 

Свою научную деятельность Иван Георгиевич сочетает с большой 
педагогической, общественной и научно-организационной работой. Иван 
Георгиевич принимает самое деятельное участие в подготовке новых 
поколений советских математиков. С 1933 года Иван Георгиевич являет- 
ся профессором Московского государственного университета имени 
М. В. Ломоносова. Им прочитано большое количество основных и специ- 
альных курсов. Его лекции по обыкновенным дифференциальным урав- 
нениям, по интегральным уравнениям, по уравнениям с частными 
производными оформлены в виде прекрасных учебников, по которым 
учится молодежь. 

С 1940 по 1944 г. И. Г. Петровский был деканом механико-математиче- 
ского факультета Московского ордена Ленина государственного универси- 
тета имени М. В. Ломоносова. На него легла в военные годы забота о 
нуждах факультета в трудных условиях эвакуации. Иван Георгиевич 
превосходно справился с этой задачей. 

Иван Георгиевич является не только крупнейшим ученым, но и 
талантливым организатором советской науки. Его деятельность в Акаде- 
мии Наук СССР очень широка и разнообразна.. В течение нескольких лет 
Иван Георгиевич был заместителем директора Математического института 
имени В. А, Стеклова Академии Наук СССР. В 1949.г. общее собрание Ака- 
демии Наук ССОР избрало И. Г. Петровского академиком-секретарем 
Отделения физико-математических наук АН СССР. Возглавляя Отделение, 
Иван Георгиевич ведет большую и ответственную работу, направляя 
деятельность институтов Академии Наук СССР, работу ее филиалов. 

Иван Георгиевич является главным редактором журнала «Математиче- 
ский сборник», ответственным редактором «Грудов Математического инсти- 
тута имени В. А. Стеклова АН СССР», председателем экспертной комиссии 
ВАК. 

При огромной разносторонней научной и организационной деятельности 


Иван Георгиевич, обладая большим личным обаянием, всегда умеет тепло, 
по-человечески подойти к людям. 


Пожелаем И. Г. Петровскому еще многих лет столь же блестящей 


деятельности на благо нашей великой Родине, во славу нашей советской 
науки. 
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СПИСОК ТРУДОВ И. Г. ПЕТРОВСКОГО 


1928 


. Епусе Ветегкипсеп 2и 4еп АтЬецеп уоп О. Реггоп ипа Г.. А. Газбеги& Бег 


Чаз ОичеШезеве РгоМеш (Матем. сб., т. 35, 105—110). 
1929 


баг 1ез !опсМоп$ ргши@уез раг гаррог6 А мпе [опсМоп сопИпае агЬйгате 
(Сопьрёе$; геп4из, ®. 189, 1242—1245). 


1933 


. Зиг [а юро!осе 4ез соигЬез р1апез гбе]ез её аюбЬмааез (Сотрёех геп4из, 6. 1971 


1270—1272). 
1934 


. ОБег даз а терго Мет (Маёйет. Апп., %. 109, 425—444). 
.О приведении второй вариации к каноническому виду треугольными преобразо- 


ваниями [Ученые зап. М. Г. У., вып. И, 5—16 (совместно с Л. А. Люстерни- 
ком)]. 


‚ Обег @е Т5бзапе 4ег етэюп Вапа\егаиаре ег \Удгтеейииезаесвийе 


(Ученые зап. М. Г. У., 2:2, 55—60). 


. ОБег 4аз УеграЦел 4ег Ги(ертаЙкитуей ошез бузбештз вехбниНевег ОИ{егеп а! е1- 


спипсеп ш 4ег Маве ешез зто &геп РипКез (Матем сб., т. 41, 107—156). 


. Зиг ГасИб 4е 1а ГопсИоп ргшийуе раг гаррогь А пе {опсИоп сопйпие агЫ- 


{тапе (Матем. сб., т. 41, 48—59). 


1935 


Масртах гхи шетег Агре 6 «ОЪег 4аз УетваЦев ег Гобестаигуей етез Зуз(етз 
оемопийсвег ПШегепиаесПипоей ш ег МАВе сшез чтошаАтеп РийК(ез» 
(Матем. сб., т. 42, 403). 


‘Раг егзбей Цапамемащеаре 4ег  \/Агтеейатозоесвите (Сотр. ташй., 1:3, 


383—419). 
1936 


. биг Ле ргоеште 4е Сацейу рог ии зуз6ше @’64пайот$ апх @6мубез рагыеЦез 


Чапз 1е аоташе гбе! (Сотриёе$ геп4шез, 6. 202, 1010—1012). 


2. биг 1е ргоёше 4е СачеБу ропг ип зуз6ёше Пабаше 4’64иайопз аих 46му6ез рас- 


иеПез дапз ип доташе гбе] (Сотрёез геп4из, 6. 202, 1246—1248). 


. О работах академика Ж. Адамара по уравнениям с частными производными 


[Успехи матем. наук, вып. 2, 82—91 (совместно с С. Л. Соболевым)]. 


1987 


. ОБег Чаз Сааспузе пе Рго ета {аг бузбете уоп рагИеЦей ПШегепнаюесН поем 


(Матем. сб., т. 2. (44), 815—870). 


. О системах дифференциальных уравнении, все решения которых аналитичны 


(Доклады АН СССР, т. 11, 339—342). 


. О задаче Коши в области неаналитических функций (Успехи матем. наук, 


вын. 3, 234—238). 
1938 


Исследование уравнения диффузии, соединенной с возрастанием количества 
вещества, и его применение к одной биологической проблеме (Бюллетень МГУ, 
1:6, 1—26). 

О проблеме Коши для систем линейных уравнений с частными производными 
в области неаналитических функций (Бюллетень М. Г. У., (А), 1:7, 1—72). 

Об условиях равностепенной непрерывности семейства функций [Бюллетень 
МГУ, (А), 1—15 (совместно с К. Н. Смирновым)]. 

Оп Ше юро]ору о{ геа! рапе авертас сигуез (Апп. о} Мадй., +. 39. 197—209}. 
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1989 


24. баг Гапа]усИ6 дез зоаИопз Чез зузё6тез 4’6ачайопт$ @1И6тепиеПез (Матем. сб., 
т. 5:47, 3—70). 
1941 


22. Метод Перрона решения задачи Дирихле (Успехи матем. наук, вып. 8, 
107—114). 

-23. О первой краевой задаче (задаче Дирихле) для уравнений эллиптического типа 
и о свойствах функций, удовлетворяющих этим уравнениям (0бзор) [Успехи 
матем. наук, вып. 8, 8—31 (совместно с С. Н. Бернштейном)]. 

24. Новое доказательство существования решения задачи Дирихле методом конеч- 
ных разностей (Успехи матем. наук, вып. 8, 161—170). 


1943 


25. О зависимости решения задачи Коши от начальных данных (Доклады АН СССР, 
т. 38, 163—165). 
1944 


26. О диффузии волн и лакунах для систем гиперболических уравнений (Известия 
к. Наук СССР, сер. матем., т. 8, 101—106). 


1945 


27. О диффузии волн и лакунах для гиперболических уравнений (Матем. сб., 
т. 17:59, 289—370). 

28. О скорости распространения разрывов производных смещения на поверхности 
неоднородного упругого тела произвольной формы (Доклады АН СССР, т. 47, 
258—261). 


1946 
29. О некоторых проблемах теории уравнений с частиыми производными (Успехи 
летел. наук, т. [:9—4, 44—10). 
\ 
1947 


Зо. Н теорий уравнений с частными производными (Юбилейн. сб., иоев. тридцати- 
летию Великой Октябрьской социалистической революции. т. |, изд. АН СССР, 
214—230). 

1949 

31. О топологии действительных алгебраических поверхностей |Дохлайы АН СССР, 
т. 67, 31—32 (совместно се О. А. Олейник]]. 

32. О топологии действительных алгебраических поверхностей [Известия 
-4к. Наук СССР, сер. матем., т 13, 389—402 (совместно с О. А. Олейник]. 

33. О топологических свойствах алгебраических линий ип поверхностей (Веснних 
МГУ № И, 23—27). 

\ чебники 

34. Лекции по теории обыкновенных дифференциальных уравнений (1-е изд. — 1939 г., 

2-е изд. — 1947 г., 3-е изд. 1949 г., М.— Л., ГТТИ). 


35. Лекции по теории интегральных уравнений (М. —Л., ГТТИ, 1948). 
36. Лекции об уравнениях с частными производными (М. —Л., ГТТИ, 1950). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
15 1951), 205—215 


Н. А. САПОГОВ 
ПРОБЛЕМА УСТОЙЧИВОСТИ ДЛЯ ТЕОРЕМЫ КРАМЕРА 


(Представлено академиком С. Н, Бернштейном) 


В работе’ доказывается, что каждая из случайных величин Х, и Х,, 
сумма которых приближенно распределена нормально, причем допус- 
кается определенного вида связь между Х, и Х,, также приближенно 
подчиняется нормальному закону, и оценивается степень этого прибли- 
жения. 


$ 1. Введение 


1. То обстоятельство, что сумма Х, -- Х, = Х двух независимых слу- 
чайных величин Х, и Х, распределена по нормальному закону, если 
каждая из них в отдельности имеет нормальное распределение, составляет 
содержание одной из элементарных теорем теории вероятностей. Обратное 
предложение, утверждающее нормальность Х, и Х», если нормальн& их 
сумма Х, высказанное сначала в качестве гипотезы П. Леви и доказан- 
ное в 1936 г. Г. Крамером (!), далеко не столь элементарно. Кроме до- 
казательства, принадлежащего самому Крамеру, отметим некоторое его» 
видоизменение, приводимое С. Н. Бернштейном [(?), стр. 427—430], где. 
в частности, используется более элементарная теорема Лиувилля вместо 
теоремы Адамара из теории целых функций, используемой Крамером. 

Однако ни оригинальный вариант доказательства самого Крамера, ни 
упомянутое его видоизменение не позволяют непосредственно сделать 
заключение о характере распределения случайных величин АЛ, и Х,,. 
если их сумма Х подчиняется нормальному закону не точно, а лишь при- 
ближенно, а также, если величины Х, и Х»› ие являются вполне неза- 
висимыми. Настоящая работа имеет своей целью исследовать эти вопросы. 
Предварительное сообщение о результатах этой работы сделано в заметке 
автора (3). : 

2. Главный результат работы формулируется следующим образом. 

ТЕОРЕМА. //усть функция распределения ЕЁ (5) суммы 


ТЕ С (1.1) 


двух независимых случайных величии Ху и Х» удовлетворяет условию 


Е. [2 
Е (5) — - \ г | < —ю«5«< о, (1.2 
| 


где < 1 —данное положительное число. 
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Пусть Е, (2) — функция распределения величины ХМ! и 


м 


\ РН) АЗ. 


—М 


хаЕ, (7) ) 56 >00, М = Уь т , 


а У 
Тогда 
| И р ь 
а ела в (и) *, 2-ю, 
1 ‹ 
Е (1.3) 


2де С — постоянная, не зависящая ни от ев, ни от с}, ни от а;. 

Аналогичное заключение справедливо и для функции распределения Г. (1) 
величины Х.. з 

Повидимому, оценка (1.3) не является окончательной и допускает 
улучшение. 

В конце работы расематривается обобщение основного результата длн 
‹лучая, когда величины Х, и Х, зависят друг от друга, а также сделано 
несколько других замечаний, 


$ 2. Сведение к ограниченным величинам 


3. Мы будем считать, что медиана 7%, величины Х, равна нулю. Такое 
предположение не уменьшает общности: если 7; == 0, то достаточно вместо Ху 


рассматривать величину Х, — ти, а вместо Х.— величину Х. + т.. Итак, 
пусть 


Р(х, <<, РХ. <>. (2.1) 


{Знак Р{...} здесь и в дальнейшем обозначает вероятность события, ука- 
занного в скобках {...}.) 


Легко проверить, что при этом условии медиана по величны Хе 
удовлетворяет неравенству 


| 
каково бы ни было неотрицательное < 50. 
Действительно, по определению медианы, 


ка 


Поэтому, учитывая также (1.1), (1.2) и (2.1), получаем 


1 - 
= <Р(Х, < 0; Хх, <т,} ЗР(Х, +Х, <т,} = 
Ре. 
ен \ г Зи 
Уж 
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откуда 


Это приводит к неравенству: 
то — = 
Кроме того, 
Р{Х, + Х,<т,} <Р{Х, < 0} +Р {Х,<т} — 
—Р{х, < 0}-Р{Х, т} < 2, 


так как 
по—ш<-, 
если 
ЕТ и и 
Поэтому 
нь : и 
Е У2* 
откуда 


Это приводит к неравенству: 
ОЕ И. 


4. В дальнейшем потребуется указать такое число а > 0, что 


ов фа 


И 53 ЕП 6 
окажем, что можно взять а = о, если 5 5 50: усть [2 ВЫ рано по 


условию 
1 1 
ео а (2.3) 


Тогда 
йе 
Р(Х,| 24} 2-5. 
Следовательно, справедливо по крайней мере одно из двух неравенств: 
Л 
Р{Х. < —а.} я | (2.4) 
или 


1 
Р{Х. 2 аз} >. (2.5) 
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Примем гипотезу (2.4). Учитывая (1.1), (1.2) и (2.1), получим 


1 


в 
<Р(Х, < 0; Х < в} ЗРК) уе Зе 


8 У 2" 
откуда 
| . ие по. 
У>= В 
Поэтому 
а. < 1,53. (2.6) 


Аналогично рассматривается гипотеза (2.5), приводящая к тому же ре- 
зультату (2.6). 
Из (2.3) и (2.6) следует, что 


ВВ. 


Такое же неравенство верно и для Ё, (1). Действительно, выберем а, по 
условию: 


1 1 


РИЛ, < 4%} <>, РХ, |<} >. (2.7) 


Тогда 


и возможны два случая: 


ИЛИ 
: у 1 
Р {Х, > ао} > Е 
Оба эти случая аналогичны; остановимся на одном из них, например, на 


первом. Имеем: 


бе. Е к. ре х Е 
< «РА, < — 4; Х, < т} ЗР(Х < —а-+т, < 


Л —а-т, 2 
< ——= е 2 ще 
К У2= в 
следовательно, 
1 —а-+т, {2 7 Й 
Э В у 
У е а > г 50 0,075; 
=> 0 
это приводит к соотношению: 
а — т. < 1,5, 


откуда, учитывая (2.2), получаем 


О 9 
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Следовательно, в силу (2.7), 


1 


Е: (9) — №1 (-9) >. (2.8) 


5. Введем вместо величин Х, и Х, новые величины Х,“ и Х,*, оче- 
видно, также независимые, следующим образом: 
ЖЖ Х., если [Х;| <, 
О, если °|Х,;|>М, 


где МИ в. 


Через Ё,* (5) и Е›° (х) будем обозначать, соответственно, функции рас- 
пределения величин Х;°и Х,", а через Р* (2) — функцию распределения 
суммы 


5 = Ху -Х.". 
Прежде всего ясно, что 
12* (2) — Е (+) |< [ а (чо. ьаь (=) 544 5 
<] >м№ | >м 
Это следует из того, что вероятность неравенства 
А ЕКА” 


не превосходит А. Оценим теперь величину А. Так как 


РА, < 0; Х.< У} 5РАХ < < | р. 
ТС 
то 
сое в 
Я (—^) < 2= + УЕ | 7 
М 
Аналогично, из 
РН 
Р(Х,>.0; Х,> 9} «Р(ХИ + | 2 
У 
получаем 
ты 
1 (М) < {о 24. 
ё М 
Поэтому 
со ры. 
аз (9) < 4 + = | а, (2.10) 
п 


ГМ № 
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Точно так же, принимая во внимание (2.2), найдем, что 


ЧЕ, (у) < 4+ —^ \ ее: (2.14) 


[у|>м№ мМ—1 


Неравенства (1.2), (2.9), (2.10) и (2.11) приводят к соотношению: 


х п . сс — о . 
Р* (т) — а - В" ? 4 =в. (2.42) 
—со у 


$ 3. Иеследование характеристических функций 


6. Пусть Г” (2) — характеристическая функция величины Х”: 


гм") = ДеаР“ (®). 


—<5 


Так как |Х* | < 2М, то Г’ (2) — целая функция комплексного аргу- 
мента 2. Равным образом, характеристические функции 


1" @ =М (е"") и = Мех") (3.1) 


также являются целыми. 
Наша ближайшая цель состоит в отыскании оценки снизу модуля 


|1* (2) | в круге 


2? , хз 
-5 | = 
е = = \ СЕ 4х 
2п 
а 
2? 
мт 
означающего, что е является характериетичеекой функцией нормаль- 
ного распределения 
х 4 
Ра {Ф (5) 
Е -- К == у 
Ук \ 


получаем 
2* 2 Й 
[ше а фаетаге" (9) — Ф (91| + 
3 


5 | 


1 № , — не 
\ а аа 
>М 


у (3.2) 


| 


а] 
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Первое слагаемое правой части этого неравенства оцениваем следующим 


образом: 
2№ 


\ е* 4 [Е (2) — Ф (2)] |= 
—2м 
2м№ 
= Р (@ — ФО, — | [№ @ —Фо]ие 42 | < 
м о а 
=» и в ве * (1+), | (3.3) 


М > 
еели |2| <= = (здесь =; определяется формулой (2.12)). 
Второе слагаемое правой части неравенства (3.2) оцениваем так: 


1 чех = 2 С та— 

== 4 —— а 
Ук Г м ах У2= \ : Г. 

1х |>2№ 2м№М 
— Т* © и 7 
Е Й НЕ. 
и мт \ ие *? Чи <-уе . (3.4) 
2мМ-—Т 


Соединяя неравенства (3.2), г. и (3.4), получаем 


И т 
Ро -е * 128" + т 
7 
16 = м- "). и м. 
Роке ИЕ 
№ 21 7 
Га НА. № РИ № 
ВЕЛ и Ре *, = 
т 21 з1 
Ве еше, (3.5) 
если только м == у ше достаточно велико и |2| <Т= Га Но в 
рассматриваемом круге справедливо неравенство 
РР о ео 
а (8.6 
Поэтому, в силу (3.5) и (3.6), 
Е кв 
Ге ета (3.7) 


при |2|<Т, и если в настолько н что выполняется соотношение 
3 21 Е 
128 
18= Ще ге а: - 
Следовательно, в том же круге |2|<Т 


ее 


ее > ть , (8.8) 
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откуда, в частности, заключаем, что /* (2) не имеет нулей при |2|<Г.. 
Т. Так как, по (3.1), 


Г (а) = Л° (8 1"), 


то при |2| <Т обе функции /,” (5) и }›* (2) не имеют нулей, и, следо- 
вательно, их логарифмы 


фи (2) =Шр'* (2) и 92(2) = Ш}, (2) 


являются функциями регулярными. 


Из (3.7) вытекает, ' что 


|| 


* * * 3 С 
О м к (3.9) 
Пусть 2 =2-15, где Ё и $ — вещественные числа. Тогда, в силу (2.8), 


3 


* (8 = |=“ аЕ\* (2) > =“ а 
—© —3 


так как, если выполнено (2.8), то тем более справедливо неравенство 


* > 4 
Е" 9—8 (-9)>5. 


Из (3.9) и (3.10) следует, что 
а" 


Гозо а 


О 
м (25) 


Аналогично находим, что 


; 1 
12 


| /1* (2) | <3е о а (3.12) 


Кроме того, неравенство (3.8) вместе с (3.14) и (3.412) дает возможность 
- оценить модули | }1* (2) | и | /" (2) | снизу. Действительно, 


т 
МЕНА 
поэтому, в силу (3.11), 
и ыЕ | 
1" (@).1 > ТИ а" (3.13) 
Аналогично, используя (3.12), получим 
ес ав. (8.14) 


8. Допустим сначала, что 


а 8415 
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Тогда, опираясь на доказанные неравенства (3.11), (3.12), (3.13) и (3.14), 
можем убедиться в том, что для больших Т },'(2) и }»’(2) при 


4 
7 
[#5 Т,= уе мало отличаются от некоторых многочленов второй степени. 
Е 
Будем основываться на известной формуле, дающей представление 


регулярной в круге функции через ее вещественную часть, заданную на 
окружности этого круга (формула Шварца): 


Де = а, 
0 


где /(2) =и\(г, ф) + № (т, Ф) — некоторая функция, регулярная в круге 

| 2[=|7*| < А, а & = Е, Применительно к функции ф) (2) = ш],"(2) 

получим, полагая А =Т: | 
2" 


ей = По О + т | шла, 
| 


откуда 


фи” (2) = Е. (3.16) 
0 


Из неравенства (3.12) и (3.13) вытекает 


[111729 < (81-3), (3.17) 


каково бы ни было || <Т 
Напомним, что мы рассматриваем только те значения 2, которые 
удовлетворяют, в силу (3.15), условию 


век -И Ти (и) *. (3.18) 


Принимая во внимание (3.17), из (3.16) получаем 


И! 12 а 
1 < ее 


откуда, вследствие (3.18), для малых = > 0 будем иметь 
7 с Гз с 
|Ф:” (2) < ре ==. 
(с1, с», ... — Постоянные). 
Интегрируя это неравенство последовательно три раза, получим 


1 т 
Фа (2) — вл — Виа + 52| 7, (3.19) 


где а., В:, у; — некоторые постоянные, |2| < Т,. 
Аналогичное неравенство имеет место для логарифма ф» (2) характе- 
ристической функции 5" (2) величины Х,". 
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$ 4. Доказательетво оеновной теоремы 
9. Из (3.19), так как ф, (0) =0, следует, что 


[| т ое , 


поэтому 
|: (2 2) — 2812 + у «те 
Следовательно, 
Н* (2) = е=@) = Ава 2-+Н(2) | 
где Н (2) — регулярная в круге |2| <Т, функция, причем в этом круге 


АМИ 
Н (2) |< 21-7 < 281 


Г 
(так как Т.<УТ). Но тогда 
ен (*) = 1 -- Н, (2), 


где 
Нее ЖЕ с (4.1) 
— некоторя целая функция, причем при || < Т, 
‚ Та : 
ГЫ (2) < <. (4.2) 
Итак, 
* О В Кы | . 1 
Л Ме. 2" (1 ДА, (2)) = [1 (8—5 12? ) 
4 
(ву ы +... лама +... 4.3) 
Здесь 
И. Н, (=) 43 1 Н, (=) аз 
м 211 5 Е: ря Ее 
[2|==Т, [2|=Т. 


Поэтому, учитывая (4.2), находим 


У 
12, [< 2-7, || < 


. 
Но ]и* (2), как характеристическая функция величины Х,', будучи це- 
лой, допускает разложение 


Ма 


Й" (2) = 1 ма... Ее ты 


где 


ак = М [(Х,)"|, &=1, 2, 


Сравнивая это разложение с (4.3), получим 


8, Ир И: — @а1, У: нь В, т 21811 = 2%. = ао. 
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В силу найденных оценок для ^, и ^›, отсюда вытекает 


| И 
В — аа | = 
и, для малых => 0, 
р с 
у |= 12—21 < 
2 


А 
(так как т —0 при =-0). Злесь 01? = а, — а!? — дисперсия Х,". 


Соединяя полученные неравенства, находим 


| (2) — ас - 1 2 2| < 96 о И 2 И 44 
| 21 = | и 2С1 т - Са т . 65 т ° (4.4) 


Аналогичное неравенство справедливо и для фо (2) = № ]»' (2). Положим 


272 
ой 


ры 
2 


да (г) = 6“ 


Тогда из неравенства (4.4) заключаем, что 


11° (2) = 81 (2) (1 Н, (2)), (4.5) 


| 


где Но (2) — целая и, при |2| <Т,, ограниченная функция: 


> . 
1» (2) | < вв —7-. (4.6) 


Кроме того, Н, (0) = 0, так‹как ]” (0) = 1. 

10. Соотношение (4.5), указывающее степень близости между харак- 
теристическими функциями },* (2) и в, (2), позволяет оценить уклонение 
друг от друга соответствующих распределений. Для достижения этой цели 
воспользуемся теоремой, принадлежащей Эссеену (4) [см. также (5), 
стр. 212—214)]: 

ТЕОРЕМА (Эссеен). Шусть А, Г и ^>0— постоянные, Е (5) — не- 
убывающая функция, С (2) — функция ограниченной вариации. Если: 

1) Е (— оо) =С (— сэ), ЕЁ (<) =С (05); 


со 


2 \ 17) —6(@) 14 < <; 

3) производная С' (2) существует при всех х и |С' (1) < А; 

г. 

4) \ |- 19-0. | =), где } (1) ие (:)—характеристические функции, 


соответственно, функций Е (5х) и С (1), то 


^ 
| (2) —С (| < %5- +6 (®) т, 
каково бы ни было число #>1, где с (К) — конечное положительное число, 


определяемое числом К. 
Эта теорема непосредственно применима к нашему случаю, если по- 


ложить 
Е=Т, /1@=л"@, в@=Е, ©. 
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Действительно, из (4.5) вытекает, что 


| "9-е <| #59 |, 


каково бы ни было действительное #. Так как Н. (0) 
лая функция, причем при || =Т,, по (4.6): 


ь У 
<“т, 


и так как модуль регулярной функции достигает своего максимума на 
границе области, то при |2| <Т, также имеем 


ЧА ты 
а 
Поэтому 
т р ое 
‚) — 3 
\ щих \ | | 42% ТЕ. 
—Т, | —т, 
Кроме того, распределение, соответствующее характеристической функ- 
ции 2, (1), а именно 
Й х а 
2: 
—\\ С г ах = 6 (5), 
о И \ (®) 
— со 
имеет ограниченную производную: 
=> " 
С' (х) | = ое _. 
Г а. У2к М аИж 
Поэтому теорема Эссеена позволяет утверждать, что 
, х (х—а,) | 
рт 7% с 
м = \ 25" ре. 8 — 
ь ) И 2 в о = 
[й 
= о — ©«х«® (4.7) 


Мы принимали гипотезу (3.15). Если эта гипотеза не выполняется, 
т.е. 


1 


Вии 

619 4 = . 

то неравенство (4.7) тривиально, лишь бы только 
3 


постоянная с, была 
больше 2“ ‚ так как при этих условиях 


с 
нь о 


и“ (ш+) 
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Чтобы получить утверждение (1.3) доказываемой теоремы, достаточно 


заметить, что 
, со 443 


17, @ — Е," (®| < \ аР, (2) 4+ т \ е аи. 


ув Инеч 
= = 


Постоянно фигурировавшее в процессе доказательства требование, что =` 
должно быть достаточно малым, не существенно при окончательной фор- 
мулировке теоремы. Действительно, от этого ограничения освобождаемся 
за счет увеличения постоянной С. 

Отметим, в частности, что если 0, 2 с >0 при всех достаточно малых 
= > 0, где с — постоянная, то будет выполняться неравенство 


<) _ 
и . = 4х вы. 
5 = 


; 1 
какова бы ни была постоянная @® =, лишь бы только = > 0 было |до- 


статочно мало. 
$ 5. Дополнительные замечания 


14. Обратим внимание на то, что доказанная теорема может быть пере- 
фразирована в терминах моментов. Действительно, близость функции рас- 
пределения Л (5) величины Х к нормальной функции распределения 
означает, что близкими являются некоторое число первых моментов рас- 
пределения Р (5) и соответствующие моменты нормального распределения. 
Следовательно, при этом условии, в силу доказанной теоремы, мы можем 
утверждать также, что близки некоторое число первых моментов распре- 
деления К, (5%) и соответствующие первые моменты некоторого нормаль- 
ного распределения Ф, (5). 

Гипотеза полной независимости слагаемых Х, и Х, не является в 
нашем исследовании существенной. 

Пусть Х =Х, + Х, есть сумма двух, вообще говоря, зависимых друг 
от друга величин Х, и Х», функции распределения а рог! которых 
суть РК, (2) и Е. (1). Если функция распределения Р(5) величины Х 
удовлетворяет условию 


(ее о-в оо, 


а зависимость между Х, и Х, такова,. что 
со 


Р(Х, + Х, <} — |} Р-Р, <=, —ю <<, 


— со 
то, вводя независимые величины Х, и Х, с функциями распределения 
Е, (1) и Е, (2) и полагая 


| 


Хх, + Х, = 


ыы 


9 
будем иметь 
[Е —Ф(® |<, 
где Ё (1) — функция распределения Х. Теперь можно применить тео- 
рему п. 2. 
Отметим одно простое следствие теоремы Крамера. 
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Пусть сумма двух случайных ‘величин 
Х = А 


подчиняется закону Гаусса, но величины Х, и Х» не являются, вообще 
говоря, независимыми. Если существует постоянное число а, такое, что 
величины Х, и Х,—аХ, независимы, то Х; и Х» связаны нормальной 
корреляцией. 

Действительно, в этом случае величины (1 - а) Х, и Х, —аХ, неза- 
висимы, и, кроме того, их сумма 


о: 


подчиняется закону Гаусса. Поэтому каждая из величин (1+ а) Х, и 
Х, —аХ, в отдельности подчиняется закону Гаусса; следовательно, вели- 
чины Х, и Х, связаны нормальной корреляцией. 

Наконец, небесполезно обратить внимание на обстоятельство, хотя и 
стоящее в стороне от общего плана работы, но, повидимому, тесным об- 
разом связанное с теоремой Крамера. Подобно гуассовскому распреде- 
лению, распределение Пуассона обладает свойством, выраженным теоре- 
мой Д. А. Райкова (5), вполне аналогичной теореме Црамера. Вместе 
с тем, оба эти распределения — Пуассона и Гаусса — суть предельные для 
биномиальных распределений. Но для последних также справедлива 
теорема, аналогичная теоремам Крамера и Райкова, а именно, если сум- 
ма двух независимых случайных величин распределена биномиально, то 
каждое из слагаемых в отдельности также подчиняется биномиальному 
распределению (или является несобственной случайной величиной). Эта 
теорема есть следствие того факта, что производящая функция (р -{ 29)" 
биномиального распределения имеет полиномиальными делителями только 
функции того же вида. 


Поступило 
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0 ПОРЯДКЕ НАИЛУЧШИХ ПРИБЛИЖЕНИЙ НЕПРЕРЫР ЗЫХ 
ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе исследуются наилучшие приближения непрерывных перио- 
дических функций тригонометрическими полиномами. Даются необхо- 
димые и достаточные условия для того, чтобы наилучшие приближе- 
ния имели заданный (степенной) порядок убывания. 


Введение 
В работе рассматриваются непрерывные функции / с периодом 2х и 
их приближения тригонометрическими полиномами. Через (, (2) обозна- 
чается тригонометрический полином порядка не выше п, а через 
т’ (2) =(„' (5, /) — тригонометрический полином, наименее уклоняющийся 
от / среди всех 2, (2). Мы полагаем ||} || = шах |] (5) | и, несколько отету- 
х 


пая от обычных обозначений, пишем' 


м 
° Введем ряд определений. 

Определение 1. Пусть № — натуральное число. Гудем говорить 
что функция 0, (5, ]) (0<5<л) ость модуль непрерывности #-го 
порядка функции }, если 

о, 6, = шах || Ал / (2) ||, 


| <8 
где. Ал^ } (х) — конечная разность функции } А-го порядка с шагом А: 
Ё 
ИА : 
ди (а) = У (0 (1) ем. 
—0 


Аналогичное понятие уже вводилось ранее С. Н. Бернштейном (1. 

Среди модулей непрерывности всех. порядков особенно важное значение 
имеют случаи А =1 и А=2. Случай А =1 является классическим; вме- 
сто ©, (5, '/) мы будем писать просто © (5, ]) и называть эту функцию, 
как это и принято, модулем непрерывности (16); функцию ©. (5, ]) мы будем 
называть модулем гладкости. 

Определение 2. Зададим натуральное число А. Будем говорить, 
что функция с (5) есть функция сравнения А-го порядка, если она удовле- 
творяет следующим условиям: 

1) с (5) определена для Об < т, 

2) в (5) не убывает, 
) в (0) =0, в (5) -0 при 5-0, 
4) в (5) > С,5*>0 при 5 >0. 


9* 
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>= = 


Нетрудно показать, что если } = 0, то ©, (5, ]) есть функция сравне- 
ния А-го порядка (см. лемму 5). 

Определение 3. Зафиксируем натуральное число Ё& и ` функцию 
сравнения А-го порядка в (5). Будем говорить, что функция } принадле- 
жит к классу Н»[®] ЕН» [©], если найдется константа С, > 0 такая, что 


ы, 8, < С:6@) 05857). 


Вместо Н»[5“] 0<«<\А) будем писать просто Ны“. 
Если для последовательности функций {/„} (п=1, 2,..:) 


в, (5, /^) < С. 0 (5) (0<%6<т, п=Ь 2д....), 


где С, не зависит от п, то будем писать: „Е Н»[®] равномерно относи- 
тельно п. 

Понятие классов Н,[%] является естественным обобщением классов 
Липшица и классов функций, имеющих ограниченную А-ю производную. 

Определение 4. Зафиксируем число х >0 и обозначим через р 
наименьшее натуральное число, не меньшее чем х (р = — [-—«]). Будем 
говорить, что функция ф (5) (0 <5<л) принадлежит к классу №“ (ФЕ М“), 
юсли она 

1) есть функция сравнения р-го порядка и 

2) удовлетворяет условию: существует константа С. >00 такая, что 
для 0<6д- тг 

“ф (1) <С35* $ (5). 


Условие 2) являегся небольшим ослаблением условия «`®ф (т) не 
убывает». Функции класса № будут играть основную роль во всем 
дальнейшем изложении. 

Определение 25. Будем говорить, что функция ф (1) имеет порядок 
Ф (/), если найдутся две положительные константы С. и С, такие, что для 
всех [, для которых определены функции ф и Ф, 


С. $(0 < <С, (0. 


При выполнении этих условий будем писать 


$ (0 = $+(0. 


В настоящей работе мы рассматриваем следующие задачи: 

1. При каких ограничениях на непрерывную функцию Г (и) 
(—1<и< +1) ее наилучшие приближения Е, [Ё; 1, + 1] обыкновен- 
ными многочленами имеют заданный порядок ф (п !)? 

2. При каких ограничениях на непрерывную периодическую функцию 
1(5) ее наилучшие приближения Ё» []| тригонометрическими полиномами 
имеют заданный порядок ф (и ')? 

Подстановка и = со; х сводит задачу | к задаче 2. осхахозно, следова- 
тельно, рассматривать лишь задачу 2. 

Мы рассматриваем задачу 2 для неаналитических функций ] (2). Точ- 
нее, мы ограничиваемся случаем, когда $ (5) Е№* для некоторого «> 0. 
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С. Н. Бернштейн, Д. Джексон и Ш. Валле-Пуссен получили зависи- 
мости между оценками сверху для В„[]|] и дифференциальными 'свойет- 
вами /. Некоторые дополнения к их теоремам доказаны А. Зигмундом 
(формулировки теорем см. ниже). Нам предстоит поэтому получить зависи - 
мости между дифференциальными свойствами } и оценками Е„[]] снизу. 

Необходимо еще отметить, что для ряда неаналитических функций Ё 
известны асимптотические формулы для наилучших приближений. Впер- 
вые такую формулу доказал С. Н. Бернштейн (?), именно, 


Е. [|2 |; —1, +4] =-=— (ш>0. 


Наша основная теорема формулируется следующим образом: 
Пусть ФЕ№. Для того чтобы 


1 
Е, — ф (=), 


необходимо, чтобы для любого натурального К `> а, и достаточно, чтобы 
для некоторого натурального >“ 


®, (5, )— $ (6). 


Изложим теперь кратко содержание каждого из параграфов работы- 

В $ 1 выводятся основные свойства модулей непрерывности высших 
порядков. Почти все эти свойства используются в дальнейшем тексте. 

$ 2 посвящен обобщению теоремы Джексона. Как известно, Джексон (°), 
(?) (см. также (5), стр. 296) доказал следующую теорему: если ] имеет 
непрерывную 7-ую производную /”), то 


Е, [Л < Сь ®) п-т ь(--, №). 


Таким образом, теорема Джексона дает оценку сверху для наилучших 
приближений, если известны дифференциальные свойства аппроксимируе- 
мой функции. 

В 1945 г. А. Зигмунд (18) обобщил эту теорему для одного частного 
случая, именно, он показал, что если 

в. (5, /”) = 00 (5), 
то 


Е =00(—). 


В 1947 г. появилась работа С. Н. Бернштейна (4). Одна из. теорем 
этой работы содержит в качестве следствия такое предложение: пусть 


®, (6, /) =0 (5%) (0<«<%.. 
Тогда 
Ел [7 =0 (п ®). 


Мы доказываем в $ 2 следующее обобщение этих теорем: 
Е, [7 < С, (& +) п-"ь, (--, №) О С-В, 


В $3 формулируется доказанное в работе автора (3) обобщение извест- 
ного неравенства С. Н. Бернштейна ('), (3) для производных от тригоно- 
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метрического полинома. Мы перечисляем затем ряд следетвий из нашего 
неравенства. Они играют существенную роль при доказательстве теорем 
$4. 

В $4 рассматривается следующая задача. Пусть полином {„ близок 
к заданной функции } или последовательность полиномов {!„} достаточно 
хорошо аппроксимирует заданную функцию 1. Как связаны тогда диф- 
ференциальные свойства } с дифференциальными свойствами т? 

_ Если {» образуются из ] посредством регулярного метода суммирова- 
ния рядов Фурье, то ответ тривиален: для того чтобы /6Н»ь[®], необхо- 
димо и достаточно, чтобы &иеН»„[®] равномерно относительно п. Частный 
случай А =1 и сумм Фейера отмечен в книге Зигмунда (см. (15), $ 4.79). 

Оказывается, что этот результат сохраняется и для наилучших поли- 
номов: для того чтобы / ЕН» [6], необходимо и достаточно, чтобы {„” Е Нь [6] 
равномерно относительно п. 

Отметим еще. один результат параграфа: для того чтобы 76Нь^, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы 


(а 


Заметим, что Заманский (13), (14) рассматривает сходные вопросы, но 
его результаты менее полны. 

$ 5. посвящен «обратным теоремам» теории приближения (см. (*), (1?)). 

Хорошо известно такое предложение: пусть 


У ЕЖЕ 


Тогда, если х не целое, 7 = [я]; В = « —», то } имеет непрерывную про- 
изводную /*) 6 Тлрб. 
Случай целого х рассмотрен Зигмундом (16). В этом случае 


®› (5, /@—1) =0 (5). 


Нетрудно показать [см., например, (*)], что эти два предложения экви- 
валентны следующему: пусть О «< Аи 


В] =9 8“). 
Тогда 
®, (5, /) =О (6%). 


1 ь гават 
В работе (') С. Н. Бернштейн доказал также эквивалентность условий 


ЕО (ых) ив (5) = (=). 


Мы переносим эти теоремы на условия: вида 
1 
Е, (1=0(+(-,.)), 
где фе М". 


Кроме того, в этом параграфе доказано, например, такое предложение: 
пусть А — натуральное число и 


ыи-0(+ (8) 
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для того чтобы }6Н» [6], необходимо и достаточно выполнение условия 


лю -о(иь (1). 


В конце параграфа даются уточнения теорем Валле-Пуссена (21?). Анало- 
гичными задачами занимались также А. Ф. Тиман и М. Ф. Тиман [см. (11)]. 

В$б6 доказывается основная теорема. Мы даем здесь же оценку Ё, []] 
снизу, если 


0< Сь8? <, (8, )<С,5 0<а<в< №. 


Именно, тогда 
В (ва) 


пр а. а, 


Случай х =0 установлен С. Н. Бернштейном (1). 

Настоящая работа представляет собою почти без изменений кандидат- 
скую диссертацию автора. Формулировки основных теорем работы опубли- 
кованы ранее (15). Все теоремы этой работы были получены мною в ре- 
зультате занятий на семинаре по теории приближений в Математическом 
институте Академии Наук СССР, и я приношу глубокую благодарность 
руководителю семинара С. Н. Бернштейну за внимание к моей работе и 
ценные замечания. 


$ 1. Проетейшие свойетва модулей непрерывности 


Этот параграф носит вспомогательный характер. Здесь устанавливается 
несколько простейших свойств модулей непрерывности высших порядков. 
Все рассматриваемые здесь функции ],, /»,... непрерывны. 

ЛЕММА 1. Для любого натурального Ё и любого 8 >.0 


© (5, 1 + 1) < к (6,11) Е ох (6,/.). (1.1) 


Эта лемма очевидна. 
ЛЕММА 2. Пусть Е и [— натуральные числа, [< Е. Тогда для лю- 
б0го $8 >.0 


с (8, < 21| (1.2) 
я к (8, < 2 № (8, 1. | (1.3) 
Доказательство. Положим 
| АГ) = 1. 
Тогда для 0<1< А имеем 
А = АА На = а (Г) Аречи, 
откуда = 


| А»^/ (2 ИС: Ан (#0) | = 24| Аыу (9 || 


Отсюда при / =0 вытекает (1.2), а при 0<1<— (1.3). 
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Полагая в (1.3) [=1, находим, что 
в (5, /) < 2", (6, /). 
Из этого неравенства видно, что для любого натурального А 
к (5, 1) —>0 (5—0). (1.4) 


ЛЕММА 3. Для любого натурального Е модуль непрерывности Ё-го 
порядка вк (5, |) является непрерывной функцией от 5. 
Доказательство. Пусть 05 < т, |1 | <1. Имеем 


ны А (2 2) + {Ди (2) — Аз (2)} = 
= Ау ты (2) И@-+ м0 — Ге + 284). 


$=0 
Отсюда 


Аз! (2) | < [Аа (2) |+ Х@ечый —пе+ 80] 


И 


ох (д < в (4) — 8), ) <» 6, + 2%, ®и—5), р. 
Таким образом, 
0 < (1, ) — и 8, Р < 2%, (& (п — 5), 1, 


и так как ®, (й, } >0 при #—> + 0, то отсюда вытекает непрерывность 
функции ®» (5, [), и лемма доказана. 
ЛЕММА 4. Пусть Ё и р- натуральные числа. Тогда для любого 
5>0 
сок (68, /) < р (8, Л. (1.5) 


Доказательство. Индукция по А дает формулу 


д, - 5. узи ецачь. «+ 0л). 
ь=0 =0 
Отсюда и 
ИАА, 2 (2) |< 2 |1! (®) | 
и 


л (рб, 1) < Р^\®ь (5, ]). 
ЛЕММА 5. Пусть № — натуральное число, $ > 0, ч>>0. Тогда 


к (< 5 (5 "к (5, №. (1.6) 
Если, кроме того, 9 < 5 т, `то 


у к (9, |) < 25", (6, [. (1.7) 


Доказательство. Докажем сперва неравенство (1.6). Это неравен- 
ство очевидно для 7) < 5. Рассмотрим поэтому случай 5 < з. Найдем нату- 
ральное число р из условий 


815 р< 8+1. (1.8) 
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г? 
Га 


Тогда < рё, и так как в» (у, /) является неубывающей функцией от 1, 
то, принимая во внимание (1.5) и (1.8), получим 


в (1, В) < в (р8, |) < р'ок (8, /) < (15-1 + 1% (5, = 5 (6-ти (6, |), 
и неравенство (1.6) доказано. 
Неравенство (1.7) вытекает из (1.6), так как 5 + 9<2; для 051. 
Неравенство (1.7) показывает, что для любой [0 и любого нату- 
рального № 
е* (5, /) Е №. (1.9) 
ЛЕММА 6. Пусть | имеет г-ую производную К”. Тогда 
о, (8,0) < | | (1.10) 
и для любого натуральшюго Ё 


Фил (5, № < 5% ($, [©°)). (1.11) 


Доказательство. Оба неравенства непосредетвенно вытекают из 


формулы 
в в 


А+" | (2) = \ Чи... ( АА (ди, + --- и) аи. 


0 0 
$ 2. Обобщение теоремы Джексона 


Здесь будет получено небольшое усиление теоремы Джексона о наи- 
лучших приближениях периодических функций тригонометрическими 
полиномами. 

ЛЕММА 7. Пусть дано натуральное число К. Существует последова- 
тельность ядер {К (1)} (п =0,1,...), где К» (#) есть тригонометриче- 
ский полином порядка не выше п, удовлетворяющая условиям: 


\^. ОБР (2.1) 
В 21% <С, (в =0,4297...) (2.2) 

. к 
еек» (9 142 < С ®) (® + о (2.3) 


—т 


Эту лемму можно считать известной. Как показывает простой подсчет, 
совершенно аналогичный проводившемуся Джексоном (6), (7) (см. также (5), 
стр. 196), в качестве ядер К» (1) можно взять ядра Джексона достаточно 
высокой степени, т. е. положить 
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где А, — целое, не зависит от и, 2№ > # + 2, натуральное р определяется 
из неравенства | 


п п 
2, <Р<5 в, + т 


а 6, выбираются так, чтобы была выполнена нормировка (2.1). 
.ЛЕММА 8. Если последовательность ядер {К»„ ()} удовлетворяет всем 
условиям предыдущей леммы, то 
п 


Ст (14 <С.®”* п=42....). (2.4) 


Доказательство. Имеем, пользуясь (2.2) и (2.3), 


Кали, 014 = Аи 
—п тп р: 
<2и-* \ ГК» (0 [46+ 2 Г ЕК» (0 14 < 
14118" п- |<п 
«(Ки ше +2 К. (04 < 


< “Си ® + 2*С, (#) п" = 2^ (С, + С» (®)) т * < С: & п ^, 


и лемма доказана. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть А — натуральное число. Тогда 


Е, [< С, ® ок (--, Г) © р ). (2.5) 
Доказательство. Пусть  последовательность ядер {К (1)} 
(и =0,1,2,...) удовлетворяет всем условиям леммы 7. Положим 


` к . . 
Бе \к ый ис 9“ (рууе-+и) мы 


— 


Очевидно, с„_1 (5) есть ри те -9 полином порядка не выше 
п— 1. Оценим ||| (2) — с» 4(х)||. Имеем 


1 (®) — виа (2) = (—1)* к, с“ ()уе+ща= 
ее +=0 
= (5-9 5 , (6) ЕР (©) 4. 
Поэтому и 
Е, [< (©) — вы 1 (©) |< \ | Кии (0 ПАР) | 44 < 


к 


< \ | Кия (©) [а (12|, А) 44. (2.6) 
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Оценим последний интеграл. Полагая в неравенстве (1.6) ч=|{|, 
5 =п\*, получим, что 
ы 1 \№ 1 
вк (|2, ) < п (рае. о» = Л). 


Отсюда и из (2.4) следует: 


п п 


(о роь (Пе, 4 «ийвь (—Г) +) Ка © 14 < 


й <» (--,/) С (п =С, (&) М Г) Аи. 6 


Подставляя эту оценку в (2.6), получаем утверждение теоремы. 
Следствие 1.1. Пусть А — натуральное число, г — целое неотрица- 
тельное. Тогда 


ЕС, Пт, (1, 97) ®=13,...). Л) 


В самом деле, согласно (1.11), 


1 1 . 
вы (=, < п-т, (9 о, 
м применение теоремы 1 дает (2.7). 


$ 3. Обобщение неравенства С. Н. Бернштейна 


В этом параграфе формулируется одно обобщение неравенства 
С. Н. Бернштейна для производных от тригонометрического полинома, 
доказанное мною в работе ($). 


ТЕОРЕМА 2. Пусть И > Тогда для любого натурального Ё 


А 
К п 
|< ря 14% 4 (2) |, (3,1) 
2 зщ о 
и неравенство обращается в равенство в том и только в том случае, если 
1 (5) = асозпх - Бзтих - с. 


Доказательство этого неравенства. опубликовано мною в работе (3). 
Отметим несколько следствий из этого неравенства. 
Следствие 2.1 (неравенство С. Н. Бернштейна): 


0 (2) |< п^ | (@) |. (3.2) 


Полагая в (3.1) 5 =—, получаем 


5 < (улья * 
но, по лемме 2, 
УС 


® 


откуда и следует (3.2). 
* Это неравенство доказано С. М. Никольским [см. (3)]. 


228 С. Б. СТЕЧЕИН 


Нетрудно проверить, что два последних неравенства одновременне 
обращаются в равенство только в том случае, если 


[, (1) = асоз их - бзш пх. 


2 
Следствие 2.2. Пусть 090< 6 <—=-. Тогда 


2: п8* — [484 (2) | сть м 
(5 т >) < в 109 (2) | 0 (3.3 


Первое неравенство совпадает с утверждением теоремы 2, а второе 
вытекает из очевидной оценки 
к А 
А и 8 ||. (3.9) 


й 2 , 

Таким образом, для 050 —- ‚ где 0 = сопзё, 0% 0<1, средний 

член в (3.3) заключен между двумя пределами, зависящими только от 6. 
Следствие 2.3. Пусть 0<8<— . Тогда 


| | 
| 1 (2) | < — <, (5, 1). (3.5) 
2 эп в 
В частности, 
к 
[2 (2) [< (>) 5, (>, :,) . (3.6) 
Следствие 2.4. Пусть $ >0 и 0<1<-=. Тогда 
пб ® 
6 (8, 4,) < |) 5. (3.7) 
ош 


пк 
В частности, для 1) = 7 имеем 


®, (5, 1,) < Е ©, (= , г} ь (3.8) 


В самом деле, из (3.4) или (1.11) следует: 


к к 
оо, (8, 1.) < 8" [1 | 
и остается воспользоваться неравенством (3.5). 


Следствие 2.5. Пусть 0<8<т<-. Тогда 


Вы 5 А 
(55) вв (1 #,) <, (8, < (=) в, (пЁ,). (3.9) 


2—5 


Вторая половина неравенства совпадает со следствием 2.4, а первая 
непосредственно вытекает из (1.7). 


$ 4. Дифференциальные свойства тригонометрических полиномов, 
аппроксимирующих заданную функцию 


В этом параграфе устанавливается, что если тригонометрический 
полином {„ (2) близок к заданной функции }, то его модули непрерывности 
можно оценить через модули непрерывности ]{. 


“ 
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ТЕОРЕМА 3. Зафиксируем натуральные числа К и п и пусть 


| ЗОО (--, 7) (4.1) 

Тогда для любого 90 
о, (8,2) о, (6,1) +2 Си, (--, =. (4.2) 
9, (5,6) < (шв) (2+ С,) ) п’ ‚(= зи) в. (4.3) 
в, (8, ) < (мп) Ч-+2С)ь, (8, Л, (4.4) 

| 

|2, |< (т 5) есть, (+, 1). (4.5) 
Предварительные замечания. Неравенства (4.2) и (4.4) пред- 
почтительнее для больших 5, а (4.3) — для малых. Если 8 > —,то (4.2) 


‹ильнее, чем (4.4); однако (4.4) имеет более симметричную Фор и часто 
удобнее в приложениях. 


Доказательство. Докажем (4.2). Пользуясь (1.1), (1.2) и (4.1), 
ммеем 
6, (5, 2,) <, (5, Л о, (5, 1, —Л <, 6, ) + 
< ан ль 


Цокажем (4.5). Положим в (4.2) 8 = = Тогда получим: 


(ед еиниоль, (7) 


зюсле чего (3.5) дает (4.5). 
(4.3) следует из (4.5) в силу (1.10). 
Остается доказать (4.4). Пусть сперва т Тогда из (4.2) следует: 
®, (6, 1.) < ов Св, Л = 
= (+2, (6, р<(в >)” (+2), (8, Л. 


Рассмотрим, наконец, случай а: Из неравенства (1.7) выводим 
ГО (== Г)" < о 9. 1. 


1 
Подставляя эту оценку в (4.3), получаем (4.4) для $ <. 


Таким образом, теорема полностью доказана. 
Следствие 3.1 Пусть для некоторого натурального А и любого 


натурального п 


[7—1 | < С, (-- | 7) (4.6) 
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Тогда для любого 5 >0 
®, (5, ) < С. (Ё) ®, (6, ]) (4.7) 


равномерно относительно п. 
Следствие 3.2. Пусть для некоторого натурального и любого 


натурального п 
й 
7—4, 1< Св, (-,/). 
Тогда 
|< С ® 2, (--,Г) ®=42..... (4.8) 


ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы 16 Н»ь[®], необходимо и достаточно, 
чтобы 
ЕН» [6] (4.9) 


равномерно относительно п, 
Это вытекает из теоремы 1, следствия 3.1 и того очевидного замечания, 
что если выполнено условие (4,9), то ЕН» [в]. 
ТЕОРЕМА 5. Для того чтобы ]6ЕН»ь®, необходимо и достаточно, 
чтобы 


[| =0). (4.10) 


Это доказывается аналогично теореме 4, только вместо следствия 3.1 нужно 
воспользоваться следствием 3.2. 

Неравенства теоремы 3 имеют тот недостаток, что их правые части 
явно. зависят от константы С\. Таким образом, если вместо фиксированного 
номера п и одного полинома {„ рассматривать последовательность полино- 
мов {{„} (п =1,2,...), то С, окажется, вообще говоря, зависящей от п, 
и теорема 3 даст оценки, не равномерные относительно п. Покажем, 
как избавиться от этого неудобства. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть для некоторого натурального К 


ФЕМ№", — /6Нь [9] (4.11) 
и 
9—2 | < бе о п=Ь4...). (4.12) 
Тогда для любого $`>0 
6, (5, #,) < С, (®) $ (5) (4.13) 


равномерно относительно п. 
1 
Доказательство. Пусть сперва 5 > и Из неравенства (4.2) сле-. 
дует, что 


6, (5, &,) <, (5, ) +2 С. (-„-) : 


и на основании (4.141), 


о, (8, 1,) < С. (8) +2 С. (8) = С, 50) (8>-,). (4.14) 
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в с 1 
Рассмотрим случай $ < ее Положим в (4.14) 5 = — Тогда получим 


аи. ‚„)< С ®®(--). 
Из этого неравенства, в силу (3.7), следует, что 
ох (6, 1.) < С ® 8)" (-); 
но так как, по условию, оЕМ№*, то 


(8) в (--)<Сы8) (8<-,). 


Отсюда 
оо, (8, (,) «Сы (® Сие 6) = С, +6) (3 


Окончательно, 


й 
{7 


и теорема доказана. 
Пример 1. Пусть $„ — частные суммы ряда Фурье функции }. Тогда 
для любого натурального № 


0, (5, 5,) < С,; (®) в, (5, 1 18 (5 "+ 1) 
равномерно относительно п. 
В самом деле, по неравенству Лебега, 
| 7 в || < (1 не 1) Еп [7 
где (Г„} — константы Лебега. Но, как известно, 
Саш“ т=Т.0....) 
и, по теореме 1, 
Е Св у 
„Я < С ® в» (=. /). 


Поэтому 
И 
1—3» < Св в) а (+, /) ше. 
Таким образом, выполнены все условия теоремы 6 при 


Ф (5) = в» (5, Л ш (61-1). 
О случае & =1 см. (1), $ 4.79. 
В следующем параграфе будет показано, как можно видоизменить 
ограничения (4.411) теоремы 6. 


$ 5. Обобщение обратных теорем С. Н. Бернштейна 
и Ш. Валле-Пуееена 


В этом параграфе обобщаются и уточняются так называемые «обрат- 
ные теоремы» теории приближения. Речь идет об оценке дифференциаль- 
ных свойств функции |, если известны некоторые свойства последова- 
тельности ее наилучших приближений {Ё„)}. 
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ЛЕММА 9. Зададим натуральное число К, и пусть 


ПУ |<, П=ф0....) (5.1) 
и 
и (5.2) 
Тогда ь 
вх (8 2 виа [954 ©3804. (5.3) 


Доказательство. Имеем, согласно (1.1); 
«к (5, 7) < (5, №) Е ®ь 5, 1). 


Но из (1.10) и (5.2) получаем 


ой (8, 2) 58| |< 5», 
а из (1.2) и (5.1) 
а ПО 
Поэтому 
о (8, ) < 8" + АР, < {8 + Е); 
левая часть этого неравенства не зависит от и, а потому 

ох (5, /) < 2“ ша {5% С, + Ел, 

т 
и лемма доказана. 
Для получения хороших оценок ©» (5, ]) обычно достаточно. взять 


И 
а - Однако не исключена возможность, что в некоторых случаях 


другой выбор п = п (6) может оказаться предпочтительнее. 
ТЕОРЕМА 7. Пусть К — натуральное число, функция в (5) не убы- 


вает и | 
| 1 > |< 
7—1. < Св (.) @=62....). (5.4) 


Для того чтобы ЕН» [6], необходимо и достаточно выполнение условия 
5 1 с 
10 || < Сыпь (=) о (5.5) 


Доказательство. Необходимость условия (5.5) вытекает из след- 
ствия 3.2. Установим его достаточность, для чего воспользуемся леммой 9. 
Получаем: 


с 6, < С, ® (и) + Во (1). 


Положим здесь п=[8 +1; тогда для 0<5<1 будем иметь 
пб = 56] +52 ип!<5; поэтому 
о 


ох (8, /) < С, (А (2^ + в (8) = С, (®) в (5), 


и теорема доказана. 
Отметим два следствия из этой теоремы. 
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Следствие 7.1. Пусть Е — натуральное число, в (5) не убывает и 


1 
СВЕ (-.) ое (5.6) 
Для того чтобы }6Нь [©], необходимо и достаточно выполнение условия 


| * 09) < Сопко (+) (п р 5) (5.7) 


Следствие 7.2. Пусть Е — натуральное число и ФЕМ№*. Если 


7—1 < 69 (.) @=1, 2...) 
|269 || < Суийф (;) Е РЕ (5.8) 


6% (6, 1) < С.Ф (6) (0<5<1) 


равномерно относительно. п. 

Это вытекает из теорем 7 и 6. 

Теорема 7 показывает, что нужно добавить к условию (5.4), чтобы 
получить / ЕН» [©]. Теперь мы получим оценки для к (5, ]), исходя 
только из условий вида (5.4). Попутно выясняется, что при некоторых 
дополнительных ограничениях на функцию 6@ (5) условие (5.5) становит- 
ся излишним. Суть дела в том, что при этих ограничениях (5.4) вле- 


чет (5.5). 
ЛЕММА 10. Пусть 
1—2 || < Ел (0 ИЫ Вы (5.9) 
где Е >Е.>...2Е, 2... . Тогда для любого натурального № 
ПО | < Со МУЗА, па, : (5.10) 


У= 
Доказательство. Зафиксируем натуральное число п, определим‘ 
натуральное р из условий 


и 
и построим последовательность номеров {1} (1=0, 1,...,р), положив 
по ==, 2 ((=1, 2... р-1), прп 


Для оценки &,(® представим {„ в таком виде: 


2) =Шв- хе, (2) —&_ ие 
Так как (у = сопзё, то отсюда 


® (&) 


Мз 


т 


| а) |< У | || 6.44) 
[1—3 


3 Известия АН, серия математическая, № 3 
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Оценим И!®. Имеем для /=1,2,...,р 
01 (2) = п (5) — м (2) = (— и) 0 в), 
откуда 
Пт (2) | 5—1 51 8 


1 — Ра < 2», _ +1. 


1-1 1 


Но И, (2) есть тригонометрический полином порядка не выше пи. Поэтому, 
по неравенству С. Н. Бернштейна, 


А < ие < 29 ыы. (5.12) 
Заметим теперь, что, в силу определения последовательности {п}, 


п<4(п_.-+1) и п<4т—п) дя2<15р. 


Поэтому, пользуясь еще монотонностью последовательности {РГ}, находим, 
что для 2<1<р 


ПРЕ, + = Пт < ты (п, Е Е: 4 (п, а п) Ри + < 
- 
=. Е, (5.13) 
р у» 


При помощи (5.11), (5.12) и (5.13) находим окончательно: 


р р р 
ео ть аля 2, 2 АР, < 
Пр 


р Пай 
<?] А ив = 22 У ив, < 
+1 


И У 5 =. 


п ъ ъ 
о [1 ет 22% У и, а (о + аа > у, = ый (А) у УЬ—1Р.. 
У=1 


у=1 у=4 


и лемма доказана. 
ТЕОРЕМА 8. Для любого натурального К и любого п $ 


п 


«к (5, /) < Си ()м^ № \—1Е,[]] 08 В (5.14) 


У=1 
Доказательство. Имеем 
1—2” || < В» (0 Ч АЛ 
Отсюда, по лемме 10, 
т 
| 4." | < Сь (&) > м А. 

У=1 

Воспользуемся теперь леммой 9. Получаем: 


вл (8, < [ес УЕ, + Е». 


У=1 
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Если п<б \, то — ри Кроме того, 


Ет-1 < Ев < Е (А) в у-1 Е. 
У=1 


Поэтому для пб"! 


в (8, < 2” [С (бе АЕ, С Юн У У Е, = 


У=1 У=1 


У=1 


и теорема доказана. 


Мы обращаемся теперь к рассмотрению вопроса о том, при каких 
ограничениях на {ЁЕ„} условие (5.4) влечет ДЕН» [®]. 

ТЕОРЕМА 9. Зададим натуральное число К; пусть 0 «< Е ифЕМх. 
Для того чтобы }6Нь[$], необходимо и достаточно выполнение условия 


РОО („) иена. 6.45) 


Доказательство. Необходимость условия (5.15) вытекает из тео- 
ремы 1. Докажем его достаточность. Согласно теореме 8, для пб < 1 


сок (8, 1) < Са п* У (+). 


у=1 


Положим здесь п = [51] и заметим, что тогда 8 > для $<1 и, в си- 
лу условия фе №", 


1 [2 
(< С, $ (8) (123. -,п). 


Поэтому для 5<1 


вок (8, Свт 15 9 (8) < Си (В, а) (18) "9 (8) < 


У—1 
< Сав (№, а) Ф (6), 


и теорема доказана. 


Следствие 9.1. Пусть « >0 и ‹фЕ/М№. Тогда для всех натуральных 
К`>а классы Нь[$Ф] эквивалентны. 


Следствие 9.2. Пусть «> 0 и фЕ/М№"*. Если 


4 
М1 бь®(;) @=%2...), 
то для любого фиксированного натурального А > ® 


62а (5, (1) < С» (, а) $ (8) (0<8<1 


равномерно относительно п. 
Рассмотрим теперь следующий вопрос. Как связаны приближения 


функции } с приближениями и дифференциальными свойствами ее про- 
изводных ](г)? 


3* 
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ТЕОРЕМА 10. Зададим натуральное число г, и пусть 


ПУ НЕО Все (5.16) 
где 


и (5.17) 


п= 
Тогда } имеет непрерывную производную } и 
9 — #09 | < бы 6) [еРын + у ие, а: в 
у=п-{1 


С. Н. Бернштейн (*) доказал такую теорему: если ряд > пт Л 


сходится, то функция } имеет непрерывную производную /”). Рассмотрение 


этого доказательства С. Н. Бернштейна показывает, что на самом деле им 
установлено следующее, более общее предложение: пусть выполнены 
условия (5.16) и (5.17). Тогда функция } имеет непрерывную производ- 
ную /<) и 2,“ (5) -> К” (2) равномерно относительно х. В ходе доказа- 
тельства теоремы 10 мы вновь установим это предложение. 
Доказательство. Очевидно, ЁЕ„->0 при п->с. Поэтому 
1, (5) >] (1) равномерно относительно х. Отсюда следует, что если {пк} 


п 
(Е =0, 1, 2,...) есть возрастающая последовательность номеров, то 
со 
1 (%) = 4», (<) + >, , (2) КЕ (%)}. 
В—1 


Зафиксируем натуральное число п и положим 


Тогда будем иметь 
1 (2) — в (2) = У Чь(®,. (5.19) 


где 
О» (%) = и, (х) — Аф п (5). 
Докажем, что формулу (5.19) можно продифференцировать почленно 
г раз, т. е. 
К (2) — 1.0 (® =У 0,” (®). (5.20) 
А—=1 


Для этого достаточно установить, что ряд справа равномерно сходится. 
Прежде всего, оценим И, (5). Имеем 


О» (+) = {вл (=) — 1 (®)} — {фа (2) — /(2)} &=1,2,...), 
откуда 


| О» | < ки = 7 | - | п ка 7 | < Ра а Ри < Ри. 
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Оценим теперь Ик” (2). По неравенству С. Н. Бернштейна, 
Па? |< (27) < 2 (2) Ри. 


Пользуясь этой оценкой, получаем: 


р У 2 -2| 2’ Рин Е У (2 "Рук, н}- 


В=1 к—=1 
Но 
ры 
к--1 В ок и 
РО 92 РЦ У У 
2-1 
Поэтому 


У 10| <2 ( ыы ИУ У У в. = 


В—=1 &—1 у Чи-1 


арын и У У < Сы ыы + у УР 6.24) 
у=т-1 


у=и-1 


Итак, доказана сходимость ряда 2 Вы" а вместе с этим установ- 
’ лена и формула (5.20). Из (5.20) и (5.24) вытекает, что 


|172 — 1 дл < | < ме ОР Г № У, 


К=1 у=п-1 
и теорема доказана. 
В некоторых случаях оценка (5.18) может быть упрощена. Пусть, 
например, 


Рэь р Е (5.22) 
Тогда 
№ у Ё, >. у У, ПИР, СНЕ, > соот Ри . 
у—и-Е1 у=п-Н 


Поэтому при выполнении условия (5.22) вместо (5.18) можно написать 


со 


| < бы У УР, 


у=п- 1 
Следствие 10.1. Пусть / — натуральное число и сходится ряд 


У нЕ, (И. 


п=1 


Тогда 


[@) ) 
Е» [1] < Сы () [ВУЛ Неа 


у=и-1 
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ТЕОРЕМА 11*. Пусть гт— натуральное число и для функции 1 сходится 
ряд 


у т-—1Е, (Е, = Е.Л). 


п==1 
огда для любого натурального # и любого ЖЕ. 
п у 
А < Сс" [и я УЕ, Х „в. . (6.24) 
\ 


У—=1 у=и-Е1 
Доказательство. Имеем 


ие ИА ар Ия ОФ РО 


Отсюда, по лемме 10, 


| 


К? || < Св @, ^) \УРАЕ,. 


У=1 


Далее, согласно теореме 10, 


. | 
[19 —”|| < Сы 6) [ан Уи 
р у=п- 1 ] 
Воспользуемся теперь леммой 9. Получаем 


вк (5, /°?) < Рес. (в, 7) УУинЕ Сы () (ьн вор ив.) < 
ь У=1 у=п-1 


< С»: (, г) | — УЕ, Е а -- № „в, : 


У— у=п-+-1 


Заметим, что 


п 
ПА, < Св (&, ®) п-^ У УЕ, 
У=1 


Таким образом, если пб <1, то 


п со 
вол (8, 1”) < Сь |. Аи „в. 
у=1 у=п +1 
и теорема доказана. 


Эту теорему можно было бы также доказать, исходя из теорем 8 
и 10, но тогда выкладки были бы несколько длиннее. 


$ 6. Основная теорема 


Обратимся теперь к рассмотрению следующего вопроса: каковы не- 
Эбходимые и достаточные условия для того, чтобы 


4 
Е„[] — $ (--) , 
где ф (5) — заданная невозрастающая функция? 


* А. Ф. Тиман получил независимо от меня доказательство этого предложения. 
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Насколько нам известно, эта задача не. была до сих пор решена даже 
для случая ф (5) = 5*. Мы решим ее для функпий сравнения ФЕ №. 
ЛЕММА 11. Пусть ФЕ № и для некоторого натурального > 


вк (5, /) — $ (5). (6.1) 


Тогда существует такая константа с >0, что 


Е„[Я > с (--) р п: (6.2) 


Доказательство. Согласно (6.1), найдутся две такие константы 
< дис, >0, чю 
С1ф (5) < ок (5, ) < С, (5) (0<5<1. (6.3) 
Последнее из этих неравенств, теорема 1 и теорема 3 влекут неравен- 
ство 
* Е 1 
ое) (>) а, (6.4) 
В силу (1.1) и (1.2), имеем 


вк (8, /) < (6, &") Е вк (8, 1—1) < (8, 9+1" < 
<» (5, а Ь 
Отсюда 
Е, [Л > 2 ^ {к (8, /) — в ($, =}. 


Пользуясь (6.3) и (6.4), находим, далее, 


ВЛ >.2—*С:$ @) — С, (и8)*в (-,-)}, (6.5) 


Вспомним теперь, что фе №. Это дает нам для В 


Ф 8) > С, (18) (=). 


Подставляя эту оценку в (6.5), получаем 


Ей > 2 С: Су (и) (1) — С, (и8)*9 (у ы 
= = Св {С' т (и)^— я. (п5)" ) Ф (= . (&< =). (6.6) 


Мы можем без ограничения общности считать, что здесь Са, 
Положим в (6.6) 
1 
О Ты 
5 (>) п < ю < 


Тогда получим окончательно 


Е [7 >С, (уе °(--)=«9 (+), 


й лемма доказана. 


ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Пусть ФЕ №". Для того чтобы 
Л 
ЕЛ (-,), (6.7) 
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необходимо, чтобы для всех натуральных Ё > , и достаточно, чтобы для 
некоторого натурального Ё > * 


ох (5, /) — (5). (6.8) 


Доказательство. Пусть имеет место (6.7), т. е. найдутся две 
положительные константы С; и С., для которых 


св (+) <ЕЛ< с (+) в=1,2,...). (6.9) 


Тогда, по теореме 1 и в силу первой половины неравенства (6.9), для 
любого К имеем 


Си» (=, /)> Е. >49 (--) ®=1,...), 


в» (- р Г) > Сы (=) Шо. р 


Отсюда, в силу ок ЕМ№*, 


О. 


1 ь 1 
и если т <5< › то, ввиду монотонности © и ф, 


«к (5, /) > С12ф (85) (0<5<1. 


Далее, из второй половины неравенства (6.9) и теоремы 9 вытекает 
существование константы С; такой, что для любого #`> я 


6х (5, /) < С1зф (8). 
Этим заканчивается доказательство необходимости условия (6.8). 
Пусть имеет место (6.8): 
Стаф (8) < вк (5, /) < С15$ (8) (5>0) (6.10) 


с С. >0. Тогда, по теореме: 1 и в силу второй половины неравенства 


(6.10), 
. Иа 1 ь 
Е» Л < Си» (--, 1) < Сы (--) р Е 
а по лемме 411, 
1 ` о 
Е, [> Св (=) Ни 
где (1; >0 


Таким образом, установлена достаточность условия (6.3), и основная 
теорема полностью доказана. 


Пример 2. Пусть О «< 1. Для того чтобы 
В й%, 
необходимо и достаточно выполнение условия 
в; (5) = 5”. 
Пример 3. [С. Н. Бернштейн (1)]. 
Бы [| а, , 


НАИЛУЧШИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 241 


В самом деле, 


©, (5, | с0зх|) — 5. 


Приведем в заключение обобщение леммы 11 на тот случай, когда 
оценки в, (5, /) сверху и снизу имеют разные порядки. 
ТЕОРЕМА 12. Пусть О << В< Ки 


0< С, < (6, < С5“. (6.11) 
Тогда 
_ В(и—а) 
Е Л>Сап “0. (6.12) 


Доказательство. Имеем, как при доказательстве леммы 11, 


ЕП >. 2" {шк (5, ) — в (5, ')} >27 (С, — С» (пз)*п-*} = 
И бы а у 


Положим здесь 


1 Е —а 
г вы В 
2С> 
Тогда получим, что 
Е _ Виа) 
Е > 2 (а бп ПР = Ст “0. 
205 - 
Теорема доказана. 
Поступило 
11. У. 1950 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
15 (1951), 243—254 


А. Ф. ТИМАН 


О КВАЗИ-ГЛАДКИХ ФУНКЦИЯХ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Работа посвящена вопросу о природе непрерывности произвольных 
квази-гладких функций. 

Устанавливается асимптотически точное неравенство для модуля 
непрерывности такой функции и исследуется ее наилучшее приближе- 
ние обыкновенными полиномами. 


$ 1. Введение 


1. Постановка задачи. Пусть Л (а, 6) М обозначает класс всех 
непрерывных на данном сегменте [а, 6] функций } (5), удовлетворяющих 
для любых двух точек 1, х. © [а, 6] условию 


[уеду (=) + 1) | «М, — 2]. (1.4) 


Функции этого класса мы называем квази-гладкими. 

Их можно, с одной стороны, рассматривать как обобщение гладких 
функций, впервые изучавшихся Риманом в общей теории тригонометри- 
ческих рядов ('!) и, с другой стороны, как обобщение функций, удовле- 
творяющих условию Липшица: 


|7 (21) — 1 (25) | < К |1, — 12|, 11, 2 6 [а, 6]. 


В 1945 г. А. Зигмунд (2) показал, что в целом ряде вопросов (наи: 
лучшие приближения, дробное дифференцирование и интегрирование, 
теория сопряженных функций, тригонометрические ряды) этот класс в 
известном смысле является более естественным, чем класс функций, 
удовлетворяющих условию Липшица. Было замечено, что квази-гладкие 
функции встречаются во многих задачах, где при грубом обращении 
известных результатов должны были бы быть функции, удовлетворяющие 
условию Липшица. 

В связи с этим представляет известный интерес более глубокое иссле- 
дование их свойств. 

Классический пример Вейерштрасса 


со 


У) = У а*соз (ай 2), а 1, (1.2) 


&=0 
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показывает, что квази-гладкие функции могут оказаться не дифференци- 
руемыми ни в одной точке (5), (°). 
Возникает вопрос о природе модуля непрерывности таких функций. 
Его можно формулировать следующим образом: у 
Пусть 


®* (#) = зар ®({А= эр зар |/(21) — / (22) |, (1.3) 


Е л* (а, ) м ТЕл* (а, М |х,-х, | <Ъ 


где Л* (а, 6) М обозначает класс всех непрерывных на сегменте [а, 6] 
функций, удовлетворяющих там условию (1.1) и принимающих значение, 
равное нулю в точках фи а. Каково асимптотическое поведение ®” (й) 
при #—>0? (Заметим, что рассмотрение подкласса Л’ (а, 6) М вместо 
всего класса Л (а, 6) М вполне естественно, так как из принадлежности 
1 (2) к Л(а, ВМ следует также (2) + Ах + ВЕЛ (а, В) М для любой 
линейной функции Ах - В.) а 

В этом направлении Зигмунд (2), пользуясь полученной им теоремой 
о наилучшем приближении тригонометрическими полиномами функций 
1 (2) 6 Л и известной теоремой С. Н. Бернштейна, установил, что всякая 
периодическая периода 2п функция ](5) имеет модуль непрерывности, 
удовлетворяющий условию 


о ({; П=0 (в =). (1.4) 


Таким образом, приведенный результат дает лишь порядок убывания 
модуля непрерывности, притом только для периодических и квази-гладких 
на всей вещественной оси функций. Последнее ограничение в рассужде- 
ниях А. Зигмунда играет существенную роль. 

Пользуясь доказанной в (4) леммой и теоремой 4 (см. ниже), а также 
известными фактами из теории наилучших приближений, можно было бы 
показать, что свойство (1.4) присуще всем квази-гладким функциям. 

Однако в настоящей работе мы ставим себе целью дать исчерпываю- 
щее решение формулированной выше задачи. При этом, поскольку модуль 
непрерывности и модуль гладкости суть понятия структурные и в этих 
же терминах ставится задача, мы находим целесообразным проводить 
исследование, не прибегая к вспомогательным средствам, например, 
к аппарату конструктивной теории функций. 

2. Результаты *. Основным результатом работы является равен- 
ство 


4 


‹" (№) НЕА ш--+0 (1), | (1.5) 


которое следует из теоремы 3 (см. ниже). 

На протяжении всей работы мы рассматриваем классе Л* (а, ЕЕ 
= Л* (а, 6), т. е. считаем М =1. Это не ограничивает общности, так как 
класс функций, удовлетворяющих условию (1.1), совпадает с классом 
функций М] (х), где ] (<) 6 Л (а, 61. 


у ь. 
Основные результаты этой работы без доказательства были опубликованы 
ранее в (3). 
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Кроме того, мы считаем а=—1, 6=1, хотя все рассуждения остаются 
в силе для любого другого сегмента [а, 6]. 

В $ 2 устанавливается: 

ЛЕММА 1. Всякая функция } (5), принадлежащая классу Л* (—1, 1), 
удовлетворяет неравенству 


тах |/(2) |<. (1.6) 


—1<х<! 


Неравенство (1.6) используется нами в дальнейшем и приводит к 
точной оценке для модуля непрерывности. Однако можно было бы пока- 
зать, что само по себе оно не является окончательным. В связи с этим 
представляет самостоятельный интерес задача о понижении входящей в 


4 
его правую часть константы = 


В $3 вводится в рассмотрение следующая функция, заданная на 
[—1, 1]: 


[ т если х=0; 
ЗЫ 1 1 
(я-1) 2 Пат › если х зы ый . 
ам ен № 
9 =1 *' лабы 
= З(т--1) 27-1 а а 
(в--1) ж- 321 › еслих Е 3 5” р ет }} 
0, О ЧА 
фи (— 2), если —1<5<0 
(п = 0,1,2:3....) 


и доказывается 

ЛЕММА 2. Всякая непрерывная на [—1, 1] функция }(х), принадле- 
жащая классу Л (—1, 1) и принимающая значение, равное нулю в точ- 
ках +1, удовлетворяет неравенству 


[7 (2) |< $: (2), —<=<1. 


В этом же параграфе мы рассматриваем подкласс функций } (2) 6 Л, 
принимающих значение, равное нулю в концах сегмента [—1, 1], и по 
абсолютной величине не превышающих единицу. Мы обозначаем этот 
подкласс через Л,”. В нем содержатся, например, все периодические 
периода 4 функции, квази-гладкие на всей вещественной оси (с констан- 
той М =1 в (1.1)) и такие, что 


2 
16) @— 0 
—2. 


Наряду с функцией ф, (2) существенное место в наших рассуждениях 
занимает следующая функция, заданная на [—1, 1]: 
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О | 
[ла "И, соли УЕ пт): 
и 0, если 2 == 1; 
(Ф› (— 2), если —1< 20. 


В Зи 4 мы показываем, что функция ф› (2) обладает некоторыми 
важными свойствами. А именно, в $ 3 устанавливается 
ТЕОРЕМА 1. Функция ф» (1) 6 Л,* и в каждой точке х6[—1, 1] 


фз (2) = зар |1 (2) |. (1.7} 
ТЕЛ,* 


Пусть при каждом фиксированном 26 [—1, 1] 


$ (=) = зар [7(1)|. 
16 ^* 44) 
В $4 мы доказываем следующую теорему. 
ТЕОРЕМА 2. В каждой точке х6в[—1, 1] справедливо равенство 


= 121) Ш +0 4-12), © (4.8) 


где 050 <. 

Пользуясь этими результатами, мы в $ 4 даем полное решение сфор- 
мулированной в п. 1 задачи и доказываем основную теорему настоящей 
работы. 


ТЕОРЕМА 3. Для всякой непрерывной на [а, 6] функции }(5), при- 


надлежащей классу /\ (а, 6) 1, при 0 << еы справедливо неравенство 


орет + Мой, (1.9) 
где 


Константа и в правой части (1.9) не может быть понижена. 

Существует функция }(5), удовлетворяющая условиям теоремы и 
обращающая это неравенство в асимптотическое равенство. 

В $5 рассматривается вопрос о наилучшем приближении квази-глад- 
ких функций обыкновенными полиномами. 

Имеет место доказанная в (4) следующая 

ТЕОРЕМА 4. Если } (<) ЕЛ (а, 6) М, то для ее наилучшего приближе- 
ния Е» (]) посредством обыкновенных полиномов степени п на сегменте 
[а, 6] справедливо соотношение 


Ри ) (1.10) 


В отличие от периодического случая (2), приведенное в (4) доказатель- 
ство этой теоремы не дает способа, осуществляющего такое приближение. 
В связи с этим С. М. Никольский указал мне на желательность эффек- 
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тивного построения для каждой квази-гладкой функции последовательности 
И 
обыкновенных полиномов, дающих приближение порядка О (---) *, 


В $5 приводится решение данной задачи, основанное на рассмотре- 
нии ряда по полиномам П. Л. Чебышева. 


$ 2. Доказательетво леммы 1 


Пусть 5 — произвольная точка сегмента [—1, 1]. Для определенности 
будем считать, что 0%х<\1. Случай —1<2х<0 ничем не отличается 
от данного. Выберем целое число А > 0 так, чтобы 


ОВ Ай 
ыы 5 — 5 = #141 
Легко видеть, что 
п-+ 1 
к”. (2.1) 


В самом деле, так как }(1) =]/(—1) =0, то, в силу условия (1.1) 
при М =1, |/(0)| <1. Поэтому из неравенства 


|0 —2/() +70 |<1 


И 
следует, что | (>) < 1 Неравенство (2.1) может быть получено теперь 
индукцией. Пусть оно справедливо при п = т; покажем его справедли- 
ИО 


вость при п =т -- 1. Так как 4: = 5, 


то 


Е 


|) — 27 ны) + <, 


Таким образом, при любом п = 0, 1, 2, 3.... 


— т 1 


= 
о Е 


|7 


Рассматривая теперь сегмент [#„, ##41], содержащий точку +, и 0боз- 
Л 
начая для удобетва 140) = 1, К =, К = > (#& а), мы приходим 
к неравенству 
1 
+в. 


* В периодическом случае, как показал А. Зигмунд, эту зацачу решают триго- 
нометрические суммы Джексона. 


248 А. Ф. ТИМАН 


2 > 
Из сегментов [#°), #2)] и [{№, К!1)] рассматриваем тот, который содержит 
точку х. Очевидно, что в средней точке этого сегмента, которую мы 
обозначаем через #,(3), будет 


1 
|7) | А+ ра. 


Из двух новых сегментов, имеющих #„(3) своим общим концом, мы рас- 
сматриваем опять тот, который содержит точку х. В его средней точке &„(“), 
как легко видеть, 


0 Л 
о) ое + нк 


Продолжая этот процесс, мы получаем последовательность точек #(”), 
стремящихся при п-> со к точке х и таких, что 


МЕ Хи 1 + 
=1 


Из соображений непрерывности следует, что 


1 4 


1+ к «3. 


Это завершает доказательство леммы. 


$ 3. О евойетвах функций ф, (%) и ф› (х) 


1. Доказательство леммы 2. Пусть Ж\* (2) (п=0, 1, 2, 3,... 
есть последовательность линейных функций вида 


1) 27144 
п-+ 1) и >0, 


ь (в) = — + 02+ ЗО 


Аи (—2) = @). 


Докажем, что если функция }(х) удовлетворяет условиям леммы, то для 
любого х6[--1, 1] 


|1 (5) | <» (2). (3.1) 


Для этого убедимся прежде всего в справедливости (3.1) при п = 0. 
Предположим противное. Тогда найдется точка х6[—1,1], для которой 


[7 (2) [> № (2). 


1 
В силу леммы 1, должно быть |5| >. з. Без ограничения общности 


можно считать х>0. Рассмотрим точку 2х—1. Из (1.1) при М =1 
следует тогда, что 


|1 (2% —1) — 21 (2) + 1(1|<2(1— 3). (3.2) 
Поэтому, если }(х) > 0, то 


1(2=—1) > —2(1—2) +2 =4, 


что противоречит лемме 1. В случае }(5)<0О рассуждения аналогичны. 
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Предположим теперь, что при п = т для любого д [—1,1] неравенство 
(3.1) верно. Покажем его справедливость при п =т +-1. Предположив 
противное, мы смогли бы найти точку 5х такую, что 


11 (<) | > иен (®). 


Пусть для определенности 0<х<1. В случае —1<х<.0 рассуждения 
аналогичны. Е 

Рассмотрим точку 25 — 1; в силу (1.1) при М =1, мы получаем нера- 
венство (3.2), из которого, если } (5) > 0, следует, что 


в > 21-8) +2 Я =) ее 


й 


т. е. нашлось значение 251 —16[— 1,1], для которого 


12а —1) > 2% (2—1), 
что противоречит предположению. В случае ] (2) < 0 рассуждения анало- 
гичны. Этим неравенство (3.1) доказано для любого х6[—1,1] и любого 
т о 
Рассматривая последовательность линейных функций 


Зы 


Аа, а) ПО, 1, дз...) 
и проводя аналогичные рассуждения, мы докажем, что для всех х6[—1,1] 
| (2) | < А»” (2). (3.3) 
Для окончательного доказательства леммы остается еще воспользоваться 
леммой 1. 

2. Доказательство теоремы 41. Для доказательства теоремы 1 
достаточно, во-первых, установить, что всякая функция ] (5) ЕЛ," удовле- 
творяет неравенству 

|7 @) |<» @) (3.4) 
и, во-вторых, что ф, (2) Е Л,*. 

Доказательство неравенства (3.4) аналогично доказательству леммы 2. 
Приведем его. Рассмотрим  последовательность линейных функций 
А О 1.254, ‹. вида 


У 
№** (1) = —пх + о -й >. 0, 


Аи (—2) Ре ть (7) 
и докажем, что если } (1) Е Л,*, то для любого х6[—1,1] 
|7 (2) | < ^и”* (2). (3.5) 


Так как ] (2) 6Л,*, то |} (2)|<1, что равносильно (3.5) при п = 0. 
Пусть (3.5) верно цля п = т. Докажем справедливость этого неравенства 
для п=т- 1. Если бы (3.5) при п = т + 1 не выполнялось, то нашлась 
бы точка х6[—1,1], для которой. 


аи. 


„4 Известия АН. серия математическая, № 3 
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Без ограничения общности можно считать х>0. Рассматривая точку 
2% —1 и пользуясь условием (1.1), мы приходим, в случае если } (2) > 0, 
к неравенству 
тат +1 
1(2х —1) > —2(1—2) +2. @=—фт (м —1-+ 


= 


т. е. в точке 2% — 16[—1,1] 
1 (2—1) > ^т*”" (25 —1), 


а это противоречит предположению. Аналогичные рассуждения проводим 
для случая ] (2) < 0. Этим доказано неравенство (3.4). 

Для доказательства второй части теоремы 1 следует среди разных 
случаев распределения точек х— 1, х, +1 (#20) на сегменте [—1,1] 
рассмотреть тот случай, когда 


ь3т<Ьи (>20), 41=1. 
Если х—й > 0, то в данном случае 
Л 
<, 1 <2—й< Ц, 
Дл? фо (2) = (а - И) +1 = — 21. 
Если же х—1й<_0, то неравенство |А,?ф› (2) | <2й очевидно. После 
этого остается еще учесть, что функция ф› (2) на [—1,1] вогнута. 
$ 4. Модуль непрерывноети квази-гладкой функции 


1. Доказательство теоремы 2. В силу леммы 2 и теоремы 1, 
мы имеем, что на сегменте [—1,1] 


фз (2) < (2) <, (2). (4.1) 
Кроме того, нетрудно проверить, что 
=, @ —«® < - |2). (4.2) 


В самом деле, пусть ; << Ьни 
3.2 —1 


тп = ут 


Так как < 5, < ии так как звено функции ф, (2), соответствующее 
сегменту [57,, х+1] (п = 0, 1, 2,3, ...), имеет тот же угловой коэффициент, 
что и звено функции $ (2), соответствующее сегменту [1и+1, 1+2], то мы 
получим 

Й : 


©2| в 


Из (4.1) и (4.2) следует, что для всех 26[—1,1] 
$ (2) = Фь (2) + 6 @) (— |2), (4.3) 
где 0< 6, (<=. 
Далее, если , < 1< 41 п=0, 1,2, 3,...), то 


фе» (7) = (1 — 2) + 0, (2) (1—2), 
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Ри Е то 


где 1< 0, (2) < 2. Но так как п < 45 Ш 


а (2) = 5—4 6 (9 4 — 2), 


где.0 < 60. (2) <2. Таким образом, в силу (4.3), мы находим, что 
4 1 
$ (2) —= ша (1 — 12) Ш 4—5 +99 (1 — [2], 


8 
где 0<6 (5) <3з . Теорема доказана. 
Примечание. Из доказательства лемм 1, 2 и теорем 1, 2 видно, что 
если сегмент [— 1,1] заменить на [— с, с], либо на другой произвольный 


сегмент [а, 6] длины 2с, то в правой части неравенства (1.6) вместо & будета. 8 


а в лемме 2 и теореме 1 при определении функций ф, (1) и $>(5) соот- 
ветственно изменится масштаб и область их задания. При этом вместо 
теоремы 2 мы получим тогда следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 2*. Пусть Л* (а, 6) есть класс непрерывных на [а, 6] функций, 
удовлетворяющих на этом сегменте условию (1.1) при М =Т и принима- 
ющих значение, равное нулю в его концах. Тогда для всех хВ[а,6] 


Ф() = зар |/ (| =-ах 6—2 Ч) тео +0) ©—|2-—9)), 


Лел*(а.ь) (4.4) 


где 


еее, ай, 0<0(9 < 


| со 
© 


2. Пользуясь теоремой 2*, мы получим основной результат настоящей 
работы. 
Доказательство теоремы 3. Пусть 2, <, — любые две точки 


сегмента [а 6], для которых 5, — 1, < 


—@ 
1 Предположим пока, что 
х, + 1, За- 6. В этом предположении рассмотрим сегмент [21, 6], длина 
р —а 


2 


Ь 
которого, очевидно, не меньше, чем с = ‚ и функцию 


1) — Ё(5 

А = в-9 +10}. 
1 

Эта функция на [5,, 6] удовлетворяет всем условиям теоремы 2*. Поэтому, 


=, 
2 7 


учитывая, что х, < получим 


|7: (25) — Л: (2, | <, т) ее +0, (21, 23) (2—2), 


23 — 21) 
где 
0<6, (21, 2.) <. 


(6—2) <5(6—а). 


©] ^ 
62] 


4” 


252 А. Ф. ТИМАН 


р + (21) — 1 (5) 
|7) — <) — А) + | | (&—21) < 
Крю М, (6, 24) (@, — 2), 
где 


1) — 1(6 1 р — 2, 
М, (т, 25) = 0, (хи, 2.) И ег а © 


1. —6 112 
зи Е 
Е 


Если 2, + х, >а- 6, то мы рассматриваем сегмент [а, 1.] и функцию 
д 1 7-я +1} 


* 
которая на [а, 2.] удовлетворяет всем условиям теоремы 2*. В силу, того 


ах х у 
что 2, > 5 *, пользуясь теоремой 2*, мы получим 


Та=—- 


|1 (22) — 1» (21) 5-8 (т, — 2) ть + 9, (с, 25) (7, — 21), 


где 
ыя 0< 6: (2, 24) <3 (9 <= 6—4). 
Следовательно, | 
|7 (ез) — 7 (аа) | < 17а (аз) — 9 (аа) | + |9 (и, — в) < 
«р =) Ш т + М, (2, 2.) (2—1), 
где 


х.—а 


1 
Но 5 <М.. 


М» (х, 2.) = 9, о 2) - | ЕЕ 


зв 


Таким образом, мы имеем, что для любых двух точек т; и 2, сег- 
мента [а, 6] 


По) — д | ды а + М. — |, 


т. е. для любого = 
: 1 4 
о — вр |) — 795 войь м... = 4.5 


Функция ф› (2), для которой при #->0 это неравенство обращается 
в асимптотическое равенство, показывает, что константа 25 В правой 
части (4.5) является наилучшей и не может быть понижена. 


$ 5. Наилучшее приближение квази-гладкой функции 


Для удобства выкладок мы будем рассматривать сегмент [—1, 1]. 


Рассмотрение любого другого сегмента [а, 6] принципиально ничем не 
отличается. 
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Пусть 


т 7, (2) = И 2 сов (в аго оз 2), Е 


— ортонормированная с весом 


П. Л. Чебышева и 


на [—1,1]| система полиномов 


й 
У1 — 22 


о О ое 


1 
) 71 (2) Ть (1) 
3 Ут 
— коэффициенты Фурье функции / (5) по этой системе. 

Обозначим, далее, через 5, (1; 2) частную сумму порядка п ряда 


Фурье-Чебышева функции ] (2), т. е. 


5» (1:2) = Х СьТь. 


®=0 


Для каждого п введем в рассмотрение обыкновенный полином сте- 
пени п вида 


та (1; =) 5, (1; 2) +. +5 (1:2) 
ры " 


Р» (7; =) = "] (5.1) 
Е 


образованный по тому же способу, что и суммы Валле-Пуссена для рядов 
Фурье. 
Имеет место 
ТЕОРЕМА 5. Если функция }(х), заданная на сегменте [—1, 1], яв- 
ляется квази-гладкой на нем, то 
с 
шах |/ (1) —Р, (1 2)| <, (5.2) 
—1<х< 
где с — некоторая константа. 
Доказательство. Из формулы 


1 т 
5" =} 10 ть ть Фрея 


—1 


легко получить, что 


п 


5, = 1 (оз (+9) + Вы (1—8 46 65.3) 
где 
. 2т-1 
Яй 5 и 
р», (и) = : 
2 т 5 


— ядро Дирихле и & = агс с08 х. 
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Так же просто проверяется тождество 


ино ыии я ( [47] +1) и], 
Р, (= - - а (5:2) 
а 
где 
7 т—1 
От (12) => № 5% (1; 2). (5.5) 
Пользуясь тем, что, в силу (5.3), 
ога) = ев 7 (с0з 2) [К (Е + «) + Кп (Е — ®) | 4, 
где Е 
та и 
81° 7% > 
Ал (и) —= з я 
2т 3102 > 
— ядро Фейера, мы находим, что неравенство 
тах |/()|<В (5.6) 
—1<к<! 
влечет также неравенство 
| От (1; 2) |< В. 


Отсюда, в силу (5.4), вытекает, что из справедливости (5.6) следует 
неравенство 


|Р» (У; 2) | < АВ. (5.7) 
По этой причине легко доказывается, что 
рт 
Наконец, сославшись на теорему 4, мы, таким образом, получим 
шах |}(2) —Р, (13) | <-—. 
—1«&х<1 


Этим завершается доказательство теоремы 5. 
Поступило 
15. 1.1950 
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ИНТЕГРАЛЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ ТИПА ЗАКОНОВ СОХРАНЕНИЯ 
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


Ищутся интегралы, аналогичные классическому интегралу энергии, 
не содержащие более высоких производных от неизвестных функций 
гиперболической линейной краевой задачи. 

Выписываются явно интегралы второго порядка в трех классических 
краевых задачах для волнового уравнения, соответствующих часто 
встречающимся пограничным условиям: 


Бе 0, (5 + и), = 0. 


Для перечисленных трех задач доказывается существование и дается 
метод построения положительно определенного интеграла /Л-го порядка 
(содержащего производные от и до М-го порядка включительно). 

Выписываются отдельные интегралы высших порядков для некото- 
рых гиперболических систем, в частности для уравнений Максвелла 
в случае полного отражения электромагнитных волн от металлической 
поверхности, ограничивающей область распространения, выписан инте- 
грал ©, являющийся независимой константой электромагнитного поля 
по отношению к классическому интегралу энергии $.. 


ди 
8 дп 


$ 1. Интегралы второго порядка 


Мы будем пользоваться результатами предыдущей статьи автора (1). 
Для волнового уравнения ищем интеграл второго порядка следующего 
вида: 


И (и, 9) — \ (Ви; 9 = [977 Ой —|- В’ © - био, —- Т (и, 9) ах | 


р 


+ | Об, 5) 45. (1.1) 


5 


Здесь 7 (и, 9) и. О (и, 9) — билинейные формы от производных первого 
порядка (Т (и, 9) = аи» -- ви, -- во + во, ---- 8190; ил = 
0?и 
5 дт,дть` 
мирование от 1 до т включительно). 
Дифференцируем 1. (и, 9) по времени и затем интегрирсванием по 


; под значками, встречающимися дважды, подразумевается сум- 


ат 
частям приводим т. к следующему каноническому виду: 
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р 
(Вил) — (би — (Вии); + (бши)и + 19} 4 + 


а \ Вин. 9х — Вит + бд, + Вии, 
8 


м) — | (Визы — (шз): — (ВЧ) + Би — (вйщ); +] 
+1 


-- Вили 9; — Вии -- Финн — бы -- быт + 
- И) —- Ри = (61). Ко] -.. кв — — ее Че) } 4$. (2. 1) 


По теореме 5 статьи ("), для того чтобы (1.1) было интегралом, т. е. 
сохраняло постоянное значение во времени, должны выполняться некото- 
рые общие условия, в частности, должны обращаться в нуль коэффи- 
циенты при каждой отдельной производной в квадратных скобках под 
знаком объемного интеграла выражения (2.1). Приравнивая нулю ко0эф- 
фициент при их, заключаем, что 


В =6. 


Далее, приравнивая нулю коэффициент при из; в первой квадратной 
скобке и при и: во второй и вычитая полученные при этом равенства, 
найдем 


обе 


28; — 36; — вы 
2. — 0. 


Отсюда следует, что 
В=ф= пост. В=Ы. 8.0 
Далее, приравнивая коэффициенты при и; ии; нулю, получим: при +7 
— (Ви Ва и" =0 


— (В ВИ) +2 те =0, 
26-6) =0, 


и при ё =] 


0 — ей м вН мг 
к Ви ч- 21 — =# Г 2" 0 
26 = 0. 


Таким образом, Фй- 6! =0, 6 =0 при фиксированных значках. 
А последние равенства, как было показано в (*), дают следующее пред- 
ставление для вектора 6: 


ы = УВ ва. В 


1=1 
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Здесь 6? — постоянный вектор и В; — постоянный тензор, удовлетворяю- 
щий условию антисимметрии: Ви = —В„. Когда мы будем приравнивать 
нулю коэффициенты при более младших производных, то в них будут 
входить только такие производные от $ и &, которые обращаются в нуль, 
в силу (31.1) и (35.1). Таким образом, интегралы второго и первого по- 
рядков вида (1.1) существуют (как легко проследить) независимо друг 
от друга. 

Перейдем к поверхностной компоненте выражения (1.2), причем рас- 
смотрим в отдельности четыре следующие предельные задачи: 


1) и ИН, 


ди 
и {( т), = р ти, ),= 0. 


Задача 1. Выпишем прежде всего контурные тождества, содержащие 
производные до второго порядка включительно, следующие из волнового 
уравнения и пограничного условия данной задачи. Ниже имеется в виду 
специальная система координат, когда ось Хи направлена по внешней 
нормали к 9, а остальные оси — перпендикулярно друг к другу в каса- 
тельной плоскости (по направлениям линий главных кривизн). 

Пусть для элемента цилиндрической поверхности вс с образующими, 
проходящими через 5 и идущими параллельно оси времени { = Я.И, 
поставлена специальная задача Коши: 


Поставленная задача Коши при произвольных начальных функциях 
и*, и,”, как известно, не имеет смысла (2), но в дальнейшем звездочки 
в правой части будут отброшены, упомянутые функции зафиксируются 
так, что поставленная специальная задача (К) приобретает смысл в силу 
того, что краевая задача | имеет определенное решение. Объемные 
производные первого и второго порядков на с определяются следующей 
системой равенств через полные производные от «задаваемых функций 
Я 


т—1 
ша Ру д р __ 9%т (21, 2›-- т) ) 
Пт = о РИ а, 19Ы д. 
7=1 
К 
РАМЕ: о 
ди” п у 4и НЫ Р.2. | 
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Отбрасывая в правой части звездочку, именно, полагая и” =0, и” = ии, 
мы получим вместо (К,), (К›) соответствующие системы 15, И5., .... 
Переходя в начало координат специальной системы, помещенное в любую 
точку поверхности 65 (где Р; =0, Р„, =0 при ]=]а, ...), получим 
следующие тождества задачи 1: 


О а. НО, (Е5',°) 
и =0, 7+1; ] 
из + Ри = 0; (1550) 
Чин == —АЩ, = — ры 


т. 


Последние тождества можно получить и непосредственно из пограничного 
условия и волнового уравнения данной краевой задачи, но использование 
теоремы Коши — Ковалевской (?) делает процесс разыскания всех контур- 
ных тождеств более систематическим. 

Выражение под знаком канонической поверхностной компоненты, вхо- 
дящей в (2.1), в силу контурных тождеств в задачах 15,9, 1550, приво- 
дится к виду: 


>. 


т Ви,Ктн + О (и, 9)} + бин. (4.1) 


Полагая В =1 и "| з=0, получим, в силу (35.1), для любой не исклю- 
чительной поверхности, что 6'==0 и О (и, 9) = Кио, (все исключитель- 
ные поверхности легко находятся, в частности шар будет такой поверх- 


ностью). Таким образом, можно выписать следующий интеграл второго 
порядка задачи Г: 


у (и, 9) = \ ( № ака у О) ах -- | Кио, 4$. (5,1) 
р = =1 


Полагая В =0 и симметризуя и, © в выражении (1.41), мы можем, 
казалось бы, выписать еще интеграл следующего вида: 


т т-1 
Р (и, °) = ( 2 да У, ила — |» и, 94$, (6.1) 
В 4—1 = 


но последний принадлежит к нулевому классу, как легко проверить 
по формуле Остроградского (т. е. равен нулю). Заметим, что в формуле 
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(6.1) проекции 6’ можно заменить на орты /; тогда 65" заменится на 
п — единичный вектор, идущий по направлению внешней нормали к 6. 
Выписанный здесь интеграл (5.1), принадлежащий к классу С, был 
найден частным методом С. Л. Соболевым в 1945 г. (3). 
Если бы вместо (1.1) мы стали искать интегралы более общего вида: 


©2 (и, 9) = ) {Визу + ии Е ‘Аш; + Аш; 
р 


- ие + дао Е Т (и, 9} т + | 9 (и, ) 45, (1*.1) 
Е 5 


то интегрированием по частям по 5х; подчеркнутых членов можно было 
бы привести последний интеграл к виду (1.1), причем следует положить: 


722 о 


В" — ‘а— а“. 


| 


При таком интегрировании по частям под знак контурного интеграла 
выделятся следующие члены: 


р т 
ио;А со (п, 2) —= и, А ‚ 
иго ьай соз (п) = а?ио,. 
Выражение под знаком канонической поверхностной компоненты (4.1) 
заменится в таком случае (в условиях задачи Т) на следующее: 
а п п 
52 {(—ВКи» -|- А Ив п) | 0 (п, 9)} + Ь ИО. 
Таким образом, полагая 


т 


< А" в= У 4* сов (п, 2;) = ВК, О (и, 5) =0, а=@= В =0, 
=! 


можно интеграл записать также в следующем чисто объемном виде: 


й т 
6» (и, 9) = \ 2\2 ишак и - 4х. (5*.1) 
о 


Для справедливости чисто объемного представления (5”.1) достаточно, 
р: ве к ме 

чтобы существовал вектор А” с непрерывной |@у А = Акв О, для кото- 

рого выполняется предельное условие на 5: 


т т—1 
к 
А" = У, А^ соз (п, 2) =ВК =—В УР, 
В=1 1 
(подробнее на соответствующих достаточных условиях для 6 мы оста- 
новимся позже). 


Задачи Ши ИП. 

Заменяя в правых частях равенств (К.), (Кь), (Кз) величины и“, и” 
через и, — и и переходя в начало координат специальной системы, мы 
получим следующие контурные тождества задачи Ш: 
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ш 
и, =— йй; ( 51°) 
и; = — (пи); + Ру; Ио) 
ил: = — Вик; уз, ды ЗЕЕ В 
т—1 
аз [ди — ви Р, ди ] 
йо =. 
— ИитРУРк—ииРд; 
т—1 
а 4 /|—йи Р, ди 
о а Ваау, ЕЕ АА ВОЙ : Ш 


У— 


т—1 
ие о УЕ Ч. М НА. ОИ 
1—0 


Параметр В и вектор 8, определенный формулой (3.1) при исследовании 
объемных условий на интеграл, оставались независимыми друг от друга. 
Мы увидим, что они не вступают между собой в контакт и при изучении 
необходимых и достаточных условий на поверхностную компоненту 
интеграла (2.1). Именно, ниже устанавливается, что члены, содержащие 
множителем В под знаком поверхностного интеграла выражения (2.1), 
интегрируются по времени независимо от остальных и тем самым опре- 
деляют поверхностную форму О(и, 3). 

Таким образом, интегралы, соответствующие В и &!, существуют неза- 
висимо друг от друга. Полагая В =1, й==0 и используя контурные 


Шосо Шоо . 
тождества 5:9, 50, можно члены, стоящие под знаком контурного 
интеграла в выражении (2.1), переписать в следующем виде: 


ии -- Ипа | ии — шиоь = (иво), — бов + ии = 
т—1 
= У (ин): — Рон + щий} — № (шит Ч ив) = 
р 
т—1 т—1 


= № (ин — Виз + щий} —№ В (и == Хон) а 


5 5—1 


т -1 т—1 
2 (- 2 чи ви) я ый д 2 [- (м); о; + Руио; + пои] — Мио, - 
5 р 


т—1 
- ки ХК ^^ + Ру и, — 1, (во; + и] — Мих: — даю } . (6*.1) 


1=1 


Отметим, что последний переход в равенствах (6.1) получен интегри- 
рованием по частям подчеркнутых членов А9и;, по касательному к по- 
верхности 5 направлению 5;. Для нас принципиально важно установить 
законность такой операции, поэтому рассмотрим данный вопрос подробно. 
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Проверим выполнение необходимых и достаточных условий для того, 
чтобы выражение 


т—1 
Я м У [чих + (во); ш; + дит} 45 (7.1) 
8 1= 
было интегралом нулевого класса. 

Возьмем малый элемент поверхности с, однозначно проектируемый на 
касательную плоскость с точкой касания в О', и проекцию такого элемента 
обозначим (0. Пусть 2, 4%, ..-, Я г 
— специальные координаты с цент- 
ромв О’ии, У.,..., Ут — специаль- 
ные координаты с центром в переменной 
точке Р на с. Для простоты будем брать 
только такие й, которые являются зна- 
чениями на 5 для функции от т неза- 
висимых переменных Й = (11,...,7»), 
определенной и имеющей непрерывные 
производные первого порядка в т-мерной окрестности 5. 

Возьмем вместо (7.1) интеграл, распространенный только на св, и 
выпишем точнее подинтегральное выражение: 


т—1 
о [Ча 
Тр (озуа Ро аи, Рио) |@2— 


т—1 
=. ‚ди, Эро ди , 
= ( У (о ны и] Тао’. (7..1) 


1=1 


т 


Вводя обозначения с0$ (х», у;) = Сь;, можно написать следующие очевидные 
равенства: 


тк = аи + Сыу» СыСи = ды, Е | О при Е, 
У: = 6% + Сыхь, СыСы= ды, 1 при &=[ 


т--1 
Вр тр—1 
Оо бе нь би — т, г-У 1+ АИ 
1 


71 


т—1 
Й Я ОЙ 
№2 Сабля = ды — СыСть Ст Т › ЗЕ в 
= 
т--1 т—1 1 1 а С 
0 
У, Сыр» = Ст ТЯ УХ Сир, =Т-т, СтСы = =”; 
в=1 У ег: 
Эл Оу се ау ЭРУ 24 
оба Сы С [Рыба = 
т—1 т—1 и в 
ры ЭР а. ди ди. 
= У бы [С— Х СыРь [5 = >, О Ева Нда, } 
= = В=1 . 1=1 
| т—1 
Эро ди аи а 
а ОО 8.1 
ду; Эду; > 2 Эт ` 
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Далее, заменяя в (К.) функции и", и„” на и, —Й№и и выражая из полу- 
ченной таким образом системы объемные производные через полные, 
найдем 


и 


аи 
-х ибн о да - к сбыбь{ Г в 


о В,1=1 


З в а 
—Р^ (> ыа НЕ У — р | Рывит + 


У—=1 


Г —. = ви |. в > 5.) + СиСтйьит + 


у=1 


Са с нь Е о (= о р - — 2=) |. (8,.1) 


Умножая (8.1) на Т4о', интегрируя по частям по х» по области с’ и скла- 
дывая затем с (8.1), умноженным на Т4с', получим под знаком интеграла 
(7..1) следующее выражение: 


а?и аТС,.С у аи 
— 19 [Сы днб, тя = - = - ао + 


Р 18 
+ №°Т а Рь,Сц т 2 У 


Р; 4?и 
— СыыРьСыт» — СыР в те + 2Ст (Сота та + Си т) Е, 
4 (Р 
и |2С бити -— Эбьбнле — 266 = [Е и 
4 ГР Р‚ аР, ат С: 1 а 
ое по 
+ 2С Сы дж» —- Сбыт дт, 9%, 9% р 


С.С а 
ее - бе у 


+ Сыры 5, не — = (+) и 


Здесь коэффициент при ит», если принять во внимание равенства 


т—1 


У! СыРь = Сир 


к 
СтСту + СуСыР.Рь — 2СтСьРь = СтСт; + СтСт — 2СтС т = 0, 


оказывается тождественно равным нулю. 
` ди 
Коэффициент при производной -—_ также легко подочитывается и 
ми! 


оказывается равным нулю: 
Р‚ 
йоТ С Ск — СиСь — 2СтСь 7 — 


17 р В 
== 2С Св т -- 2СиСы -тз -- 2СиСь о 
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На основании тождества 


т—1 


У СыСы = дк — СотСит = бык — — 


1 


проверяется, что коэффициент при первой производной, имеющий вид 


сс. 24% _ ЧТ6ыюн Ва ВИНЕ РИС . 
т д и Аа варка Мо итак длит 
рр РНР 1 аР 4Р 
Аи в р риа 
ТО МЕР д; РТ (зе? + Рь т) = 


обращается в ноль. 
Коэффициент при и тоже, очевидно, будет равен нулю, если 


Р.Р» 
9 = — РиСьСьй? = (= == 8, Ру» АИ. 


Так как в качестве с можно было взять любой элемент поверхности 5, 
то подинтегральное выражение‘ интеграла (7.1) является поверхност- 
ным идеалом задачи, и, следовательно, на основании необходимого и 
достаточного признака, величина Й является интегралом нулевого клас- 
2807"). 

Отметим, что интегрирование по частям по поверхности 5 будет всегда 
приводить к правильному результату, если его производить следующим 
образом: 

1) перейти в` подинтегральном выражении на с к одной и той же си- 
стеме специальных координат 41,..’., Хт © центром в О’, лежащим на с; 

2) пользуясь контурными тождествами задачи, выразить все объемные 
производные через полные производные от функций поверхностного базиса; 

3) преобразовать интеграл по с в интеграл по элементу касательной 
плоскости 0’ и затем уже на соответствующем элементе касательной 
плоскости с’ выполнить интегрирование по частям в терминах полных 
частных производных. 

Ясно, что тогда разность между исходным интегралом и тем, который 
получится после такого интегрирования по частям, будет интегралом 
нулевого класса. После этого уже можно считать с бесконечно малой и в 
окончательном выражении перейти в начало координат О”. 

Выражения, возникающие под знаком поверхностной компоненты ин- 
хегралов, носят не случайный характер и имеют, в частности в каса- 
тельных ортогональных осях (после перехода в начало координат спе- 
циальной системы), инвариантный вид. 

На основании предыдущих рассуждений, в частности формулы (6.1), 
можно положить 


т—1 


0 (м, 9) — У [(2й = Юя) и)9; — й; (и; —- и0)] —- Рио: + й?Кио 


1 =1 
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и выписать следующий интеграл второго порядка задачи Ш: 


т-1 т 


у т-1 
ЕР и, о), Ува + ) | Хок Руший + 
1—1 


$=4 А=1 


т—1 
+ #; (и; + и;9)] + био, — №? № Руша 4$. (9.1), 


9—1 


Если положить й ==0, то из выражения (9.1) получим соответствую- 
щий интеграл второго порядка задачи П. 

Так же как и в задаче Т, полученное представление интеграла второго 
порядка не единственно. Например, непосредственной проверкой легко 
убедиться, что следующее выражение будет также интегралом задачи Ш: 


©2 (и, 9) = \ [шнон + вии + 5 (Нйио = Нчихи)\ 42 -Ё 


р 


== 
ы > (^ =—- 2) и; + Риго, — радао Н -- Ри Н\%; + 
В 
т—1 
Г. Уно Ру] И И 
7—1 
Здесь вектор Н имеет компоненты Я. с непрерывными первыми произ- 
водными Нгв ДО и нормальную компоненту, подчиненную условию 


БН": = На =2й. 


Его касательные составляющие на 5 произвольны и их можно взять 
равными нулю (здесь считаем, что такой вектор для ОР существует). 

Положим топерь В =0 и выпишем только те члены из-под знака 
поверхностного интеграла (2.1), которые содержат множителями проек- 
ции вектора 6", к ним прибавим также производную искомой формы пер- 
вого порядка О (и, ®): 


ВР (ше - щит) - Бить — БЕ щи — Био + 97) (10.1) 


а 


Если, использовать контурные тождества задачи Ш, положить на эле- 
менте с’ касательной плоскости: 


т—1 
9 (и, 5) Х ино; = 
1—1 
ео ва в 
= 
+ о. ыы Вы + Ки + в Чи, = О, (и, 9) (10*.1) 


и затем проинтегрировать ©, (и, 9) по частям на с’, то (10.1) можно 
представить в следующем виде: 
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т—1 
т (шло оь Ваше) + Ч 5 {Би (— №0) — Био — бшино) = 
т—1 т : я 
- [№ -- о — АБия = ил - Ри = Уи — Ия а - 
7 


Е 


НЕ и - ир® — УЭии + у’щ - -. .) Ве С 8 


т—1 С 
=. 77 5. 
п 7 4у 2 
+ и + У (-+ ив о ЕТ Руйы + ...) а: с (11.1) 
1=1 3 

Здесь использована зависимость между объемными и полными производ- 
ными, в частности равенство 

4?и 0?и ди 

ба — ‘02 + Ря Е ое 

й 

Но 9, чь, и, и, в задаче Ш являются функциями поверхностного базиса, 
поэтому в каждой квадратной скобке коэффициент при каждой полной 
производной должен обращаться в ноль (1). В силу этого, из первой квад- 
ратной скобки, стоящей множителем при 9, заключаем, что Я =0, а 
‚тогда из второй квадратной скобки найдем "| —=0, что вместе с (3».1) 
обращает вектор 6’ тождественно в ноль. 


Задача ТУ (и, {ии =0). 
Рассуждениями, вполне аналогичными вышеизложенным, можно найти 


только один следующий интеграл второго порядка вида (1.1) для задачи ТУ: 
т-1 
| У ила + иго: 45. (12.1) 


ТА 


Е (и, ч) 


Будем искать не зависящий от системы координат интеграл второго 
порядка, более общего чем (1.1) вида (причем не будем выписывать не- 
сколько раз члены, которые получаются друг из друта интегрированием 
по частям по области 2): 


Г. (и, 9) — \ [Ви тон + Ио - Вию; + 
р 


+ ино, ЕТ (и, о} ах + \ 0; (и, 5) 45 
8 


т 1 
Не умаляя общности, можно считать все тензоры В”", 6", В" сим- 


метричными относительно перестановки двух любых значков. Производ- 
ная от Т.(и, 9) по времени после приведения к каноническому виду 


запишется: 


= => \ В) о ши); — (Вин); Ч Ищи + ---] 96 + 


р 
+ и) — (Вии) — (Ви) + (щи +... ] 9} 42+ 


+ | ВИС — (Вии) Соь | БТ + Вия + +. .} + 


5 
ий т 9 
+ (Вью, — (Вы): СТо, + "ини — (бин) оь + 


Ч (6ии)ьо + (Вии) С + (Мин) о, — (Миши ---}) 48. (13.1) 


б Известия АН, серия математическая, № 3 
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Приравниваем нулю коэффициент при Ими; В первой квадратной скобке, 
причем считаем, что никакие два значка не совпадают друг с другом; 
тогда получим равенство: 

УВЕ: 

т 
Знак я обозначает суммирование коэффициентов по всевозможным пере- 

1147 

становкам значков, перечисленных под знаком суммы. Так как тензор 
в предположен симметричным относительно перестановки двух любых 
значков, то отсюда следует, что 


вия Е 0 
(если все значки различны). Далее, так как и ии —в фиксированный 
момент не зависящие друг от друга произвольные функции, то, применяя 
теорему о делении тензорных плотностей к выражению (1.*1), заключаем, 
что ВИЙ и ВИ должны быть тензор.ми второго ранга и могут быть 


обозначены через ВУ (т. е. не должны зависеть от значка [). 


Приравнивая нулю коэффициент при и; в первой квадратной скобке 
выражения (13.1), найдем, что 


Вии = Ви — 69. 


Приравнивая коэффициент при ив; нулю, где все три значка различны, 
находим | 


в#—0, (++). 
Если приравнять нулю коэффициент при #1, то получим: 
(ВЯ — 6,9) — ВИ Ы=0. 


В силу предыдущего, круглая скобка обращается з ноль и, следовательно, 
ВИ есть вектор, равный 6 (не зависит от значка 1). 


Таким образом, интеграл (1.1) можно переписать в двух следующих 
видах: 


1 (&, 9) = ) {бин -- БЧикол -- био, + Миши, + Т (и, °)} ах + 
И) 


+ } О, ®) 45; 


5 


О — ) (ВЧ + ВЧииол | Виа, + Виш, ЕТ (и, 9)) ах + 
Ь 


+ | 0, (в, о) 4. 


8 


Матрицы 69 и ВИ, по предположению, симметричны, следовательно, 
поворотом осей координат билинейные формы 69и„, Вйби, он могут быть 
преобразованы к диагональному виду 


т т 
м Вино, = Чи № №, 


1=1 1=1 
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но последние будут инвариантными только в том случае, когда В; = В, 
№; =^ (не зависят от значка 1). 

Таким образом, интеграл /[ (и, 9) должен совпадать с интегралом (1), 
изученным выше. Применение необходимых и достаточных условий к 
Т; (и, 9) дает только один интеграл следующего вида: 


Г (и, 9) = | (изои ини) 4х + гй (и, 9) 45. 
р 
Объемные компоненты интегралов / (и, 9) и Г, (и, 9) переводятся друг в 
друга интегрированием по частям, так что можем написать равенство 


1 (и, <) — ) (иной —- ии9 и) ах - ) 0 (и, <) ИВ == 
р 5 


= \ (инди - ииои) а ) [0, (и, 9) + ино: — ино] 8. 
Ь 8 


В случае задачи 1: 


ин |5 = ии |5 = 0, ш |5 =0, И И: 


Следовательно, 


И 91 — ИО = Шт = — Кинь} 


{й) (и, 9) == (ИД (и, 9) — Ки — (К = К) И Оп = 0. 


В случае задачи П: 


т-—1 
ВА 
ИО И — № Рули, 
1—1 
т-—1 
А 
(Ру — Ру) ву; = 0. 


— 


В случае задачи Ш: 
т—1 
ии — ин» = У, (ин; — ий), 
1—1 
что после использования контурных тождеств и интегрирования по частям 
приводит (как и в задачах Т, П) к равенству: 


ЕШ (и, ч) = ЕШ (в, 9) 2 (, 5), 


где Е! (и, 9)— интеграл первого порядка, найденный ранее бжыя 
2 (и, 9) — некоторый интеграл нулевого класса. 

о предыдущее, можно сформулировать следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 1. В рассматриваемых задачах существует только один, 
принадлежащий в классу С, интеграл второго порядка пространствен- 
ного типа (вида (1“.1)) в том смысле, что все остальные интегралы 
отличаются от него лишь на интеграл нулевого класса. 

Однако введение интегралов второго порядка Ё»› (и, 9) в математи- 
ческую физику целесообразно, в частности, в силу справедливости сле- 


дующей теоремы. 


5* 
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ТЕОРЕМА 2. Найденные выше интегралы класса С первого и второго 
порядков являются независимыми друг от друга константами задачи. 
Действительно, пусть существует зависимость: 


Е» (и, 9) =} (Е! (и, 9)). 


Заменяя здесь и на Ки, где К — произвольное число, мы придем к ра- 
венству: 


(ЕЕ!) = АУ (Е), 


которое означает, что если существует зависимость между Е» (и, 9) и 
Е, (и, 9), так только линейная. Но последняя также невозможна, так как 
разность 


2 (и, 9) = Е, (и, 9) — КЕ, (и, 9) = 


== \ (ити - ии Фи — йо; — Во!) 4х  (.. 
2 8 


не может быть интегралом нулевого класса, вследствие нарушения объем- 
ных необходимых условий ('). 

Отметим, что, в частности, классическую энергию Ё = Е, (и, 9) можно 
зафиксировать, а величину Ё’, (и, 9) изменять по произволу. 

Перейдем теперь к рассмотрению интегралов второго порядка другого 
типа. 


$ 2. Существование положительно определенного интеграла 
Ех (и, и) любого порядка № 


Откажемся теперь при отыскании интегралов от попутного доказатель- 
ства их единственности. Пусть при перечисленных выше краевых условиях 
(1, П, ПТ) для волнового уравнения существует интеграл порядка М сле- 
дующего вида: 


Ем (и, 9) = \ ы . 9" ах -- \ Ом (и, °) 45, (1.2) 


1 
р 01... дат тда;, дк и. -дтитдх, Е 


т 
где # =1, 2, :... 7-1 У =М —1, Ом(и, 9) — форма от производ- 
У=1 
ных и, © до а № —1 (при М = 1, 2 существование такого интеграла 
ее выше). Докажем, что тогда существует интеграл Ему = 
== Ё м2 (и, 9), имеющий следующий вид: 


Ем+2 (и, 9) =—- 
\ оУтац Э\+ 2, а 0 
— С х- \ №1 (и 9) 45 (2 2) 
И 1 = : : 
р 9х, `` тдх,дх,дт дз, ". . “ттт дз, дз, да 5 


где Ом--1 (и, 9) — искомая форма от производных до порядка М -{ 1 вклю- 
чительно. 
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Интегрируя по области Р выражение (2.2) по частям по 2; и ть, при- 
ведем его к виду 


Ем-Ё> (и, 9) = \ о«изоии ах + \ {Ом (и, 9) - ви, - 09 — во} 48, (3.2) 
ь 8 


где для краткости положено 


9М№и деи 
= А, 614 = 2 (Лён, = С 
1 1 7 
9х, 1... Оли тдх, 1 в=4 е 


Ре 
, 


деи 
5 (= с08 (п, 5). 


Если заменить в (3.2) фигурную скобку на 
@м- (из, Чи) = Омч (ии, Фи), 
то получим интеграл 
Ем (из, Чи) = Ем (ии, ®и), 


который существует, согласно сделанному выше предположению (т. е. 
сохраняет постоянное значение во времени). 

Займемся изучением дополнительных членов, которые выделились при 
интегрировании по частям. Прежде всего заметим, что выражение 

Р = чи. — физ о, = Стоиь- он — ди; - Со (4.2) 

инвариантно при переходе от прямоугольных} декартовых координат 
к прямоугольным же, причем если ] = т = п, то соответствующие члены 
взаимно сокращаются, так что Р остается инвариантным и не меняет 
своего значения, если ] будем изменять от 1 до т — 1 включительно, что 
впредь и подразумевается. 

Производную от искомой функции будем относить к Р-му классу, если 
она содержит Р-кратное дифференцирование по переменной ха. 


Производные и®; при фиксированном [/[„ принадлежат 


дфи о 
Эт, 0, 
к одному и тому же классу 1--[„. Точно так же производные ©од и 
‹и; принадлежат к одному и тому же классу [„. При этом одна из на- 
званных пар (например, левые множители в выражении Р) принадлежат 
к нечетному классу, а вторая пара обязательно принадлежит к четному 
классу. Заметим, что в условиях задач Ш, П, как показывает система 
контурных тождеств И15у, объемная производная нечетного класса 2у--1 
выражается через полные частные так, что из коэффициентов, стоящих 
при старших производных, конечными оказываются только коэффициенты 
при производных на единицу сниженного порядка, т. е. при производ- 


ных порядка 2%. 


Действительно, 
т—1 
ди — Аи Р; ди р 
=—= ——— = — > ть рав = — Е и ыы: 
Ит 05, Я Е 7? дх НЕ 


71=1 
т—1 
"у = — (бин Ри Уи + -. 
1=0 
т—1 т—1 } 
Иттт = — У ти = — У, И пи); Ру; 
=0 


1=1 


п—1 


ши | — и + я 
0 


{= 
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Здесь в правой части имеются в виду полные частные производные, мно- 
готочием обозначены члены, содержащие полные производные порядка 
< 2-1, но имеющие бесконечно малые вместе с Р; коэффициенты, 
а также члены с производными порядков & < 2%, которые могут иметь и 
конечные коэффициенты. 

В случае задачи Т, как легко проследить по системе контурных тож- 
деств 15, в силу наличия тождества ит = — Кит | +... и его след- 
ствий, снижение порядка полных производных на единицу (при конечных 
коэффициентах) получается в производных четного класса, т. е. в дру- 
гой паре множителей выражений Р. 

Таким образом, после перехода в выражении (4.2) к полным произ- 
водным, мы получим сумму одночленов следующего вида: 


ат, а РЕ РРЕ АЕ, 
а Не соо || В =... 


8 8, 8т—1 = @ @ бт—1 
ддт = + ОИ дЕ°дт т - От 


многоточия имеют тот же смысл, что и выше. Здесь возможны два случая 


т—1 т—1 
1) — 3) == № ©; — № == . 
1=0 $=0 
когда снижение порядка получается в червых множителях выражения Р 
т—1 т—1 
2) Уя=м, Ума. 
$=0 1=0 


Во втором случае однократным интегрированием по частям* по х; по 
плоской области со’ мы получим вместо Р билинейную форму ами (и, 9) 
от производных порядка А < М Е 1. 

Таким образом, в трех перечисленных задачах Т, П, Ш для волнового 
уравнения, которое часто встречается в математической физике, мы при- 
ходим к следующему равенству, определяющему поверхностную билиней- 
ную форму интеграла м-р (и, ®): 


О м-н (и, 9) = Ом (ив, Эн) — ами (и, 9). (5.2) 


Так как существование интегралов Ё, (и, 9) и ЕЁ, (и, ©) было установлено 
выше, то тем самым доказано существование интегралов любого по- 
рядка М№ вида (1.2). 

Заметим, что переход от интеграла Ёх-+ (и, 9) к интегралу (3.2), рав- 
ному Ем (и, 9), равносилен прибавлению к последнему определенного 
интеграла нулевого класса. Отсюда следует, что если Ех (и, и) > 0 и мо- 
жет обращаться в ноль только при и==0, то этим же свойством обладает 
Ем+2 (и, и). Действительно, пусть Ех (Ди, Аи) =0, тогда Аи=0; если, 
кроме того, учесть пограничное условие, например, задачи 1, и|з =0 (или 
задачи Ш, (и -- #и); =0 при #й`> 0), то отсюда следует равенство и ==0 
(вследствие теоремы единственности для задачи Дирихле). 


* Интегрирование по частям производится в терминах полных производных. 
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Таким образом, Ех (и, и) отличается лишь на интегралы нулевого 
Е ЕСА ь 
пм , пм / ,уУу= а. ри этом все квадратичные инте- 


класса от Е/( 


гралы Ем (и, и) строго определенно положительны. 

Между конечным числом интегралов Ё,, Е,,..., Ем не может суще- 
ствовать линейной зависимости, так как соответствующая линейная комби- 
напия не может быть интегралом нулевого класса, в силу нарушения 
необходимых условий в объемной компоненте (они вообще являются неза- 
висимыми константами задачи). Можно было бы показать, что, наоборот, 
вся бесконечная совокупность интегралов Ем будет линейно зависима 
(конечно, на множестве решений, имеющих производные всех порядков). 


$ 3. Явная запиевь интегралов третьего порядка 


Найдем интеграл третьего порядка задачи 1. В данном случае на гра- 
нице 


|! 


г _ а 
8 9%; | 


поэтому система Коши — Ковалевской (К,) примет вид 


Ит =-— 
г (т) [653 
А: 1 
и; — т . 


Система (К,), выписанная на стр. 258, в данном случае может быть 
переписана в виде: 


а Руми, 
Ч), 97; (- т ит Ру» 
т—1 
Итт == — о Чу. 
=® 


Приведенные ниже выкладки ясны без комментариев: 


` т—1 
а и 
= — Ит; Рут = и; — Р; Уи р; 


т—1 т—1 РР. 
ыы а и а ( Пи 
Уши = а У [Риз (1 т 92; т 7]: 


Отсюда находим выражение всех объемных производных через полные 
произволные от функций поверхностного базиса: 


м д. м. волков 

Ир == 5; (5) = У 25, = + 2 те )| 

ив = — Риш — 55 т = у 
й а Ё = (==) т = 5.) | — (=) 78. — (=). 


т—4 ;Р2 т_1 и Р.и 
а и, ил, И] а в а гл в 
т= У (рем рые} — те х [Ре (+) + ( т ) 


1—1 — 


Далее, напишем очевидные равенства: 


аи» 

а = ил + Ратул 
2 

Чи» 


Е 
р. — Итьу + Ряйтть 74 
7; 


т—1 Чи, 

3 
У —_ — Рут 1 у т "Ра 
9=4 7 1=1 Е 


т—1 


а? -—— 


и т 
Хит = ть 
= 


Здесь инь хотя и объемная производная, но она выражена через полные 
из системы (15,), продиференцированной два раза по времени. Далее, 


т—1 
Иттк = И ИВ — № Ир, 
1=1 


откуда подстановкой в (*) найдем выражение объемных производных 
третьего порядка через полные: 


т—1 


И тк а? Ри 
р мил 2 РГ кл У (-2 Ру _ — 2) тк д: ый 


Читу 
о 7=1 
Итуь = 9х; — Ранк -+ т? ‚И 
`ди; 

1 

Чик = 9. — Рить, 
т—1 Т 
а? Руми» (т5,) 
чи УР + (2 тб + Рут + т ор а 


= 1 
ПттА == Инк- 2 


г : 
т-—1 


Иттт == Иит — У ити; Оо, м 


1=1 
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При разыскании интеграла третьего порядка задачи [1 мы используем 
прием, изложенный в $ 2. Именно, умножая выражение (4.2) (стр. 269) 
на Гас’, мы получим 


ГРас' = (СЧ зьь сх ии Сю :)Таб' — [— Риз вь -- Рико инь] 4с'. (1.3) 


: . ‚ р. 
Зое А, та, т РАС за 
В дальнейшем значки #, у, №, [ изменяются от 1 до т—1 включительно 
Соответственно (1.3) перепишем в развернутом виде: 


[Что + иттОтак - Е ИттОттт -Е р + Чт тт — 


— ИОтЕк — ИтОтт — ИткОттьв — ИттОттт — Ик Озтьк — ИутОтт — 
— Риио вк — Рин тт —* - * — Рин тт + 
- Риикчик + Риит9 ит + + Рита т] 90°. (2.3) 


Здесь подчеркнутые члены сокращаются. 

Выражение (2.3) инвариантно и его можно вычислять в каждой точке 
поверхности 5, в начале координат специальной системы, построенной 
для этой точки. При переходе в начало ‘такой системы пропадут все 
члены, содержащие множителем Р;(1=1,2,...т— 1), и многие другие. 

Далее, дифференцированием зависимости 


т—1 


И тт — Ив У, В, =О0 
1 


можно получить тождество 
т—1 


Итту — И п] ву Рьь — ив я Рук; = ==0: 


К—=1 


Принимая во внимание конгурные тождества задачи, в частности, только 
что выписанное, можно в начале координат написать равенства: 


т—1 т—1 
ВОД О-о икР. ко 
С] п бп 
х У пкиРжо, (2) 
1=1 Д+К=1 
итак = — ИтРикО и = Кии. 7 


Используя вышенайденные системы 1$,, 1$,, 15, и выполняя в терми- 
нах полных частных производных однократное интегрирование по частям, 
мы получим в начале координат специальной системы: 


а а (и \ а (Ри 
— И; Оутк: = (+0 [- Рн () = ( 20 + 


| 
т—1 т—1 | 
=%»*(— У в. а 2 Ры ин — У „РР ЯКИь т то РиРиРии 9, = 
Ув =1 $, В (= 
т—1 т—1 ы 
= „к (К — 2Рь) ик— У АРумыь- У, РеРыРии 9», 


®,)=1 В, 1=1 


а (ор, "ни — 
ИттОтЕк = (— Фик. : У >: ( 7 9х, г И ту 


1=1 


т—1 т—1 
= К9льитк — 2ипРьк Ок — Фпкйт У, Рук. + и, К Я Рибьк. 
ув=1 Е =1 


— 
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На основании (71) и (25), вместо (2.3) мы получим под знаком по- 
верхностного интеграла следующие выражения: 


т—1 ь.. т—1 
О. (и, 9) = № (4К —АР/л) ик Кино и -Н 29, К УРиРьь — 
в—1 п 
т—4 


—5 № (ильРиь Фо -Е ВР Он). 
в=1 
Итак, имеем явное выражение для интеграла третьего порядка задачи Г: 


т-1 т - и: т—1 
ТЕ ( = р Ух ыы ах яг {Ки Эт Е 2и. 9 К о РиРьь-+ 
24=1 &1=1 Е =1 
т—1 т—1 


ЯР > (+ ЯР = В) пн —2 Ур (и„кР О = и,Р пнли»л 45. 


9=4 .в=4 
Аналогично можно найти интеграл третьего порядка в задаче Ш: 


ПЕД: (и, 9) = ( — инкО ик + ра шин» ) ах 
р 


В =1 А=1 


Е А (в, +; и ") 9 Е 21:0 Я й и:Р: из Е 
5 


2 (АК = 2Р‚;Кй + АР. + ЗК?) они — пион — 
- 2 (— 2Ри. КА + 2Рьь;й? = 2Р,;Р.;.Й) ой - 


+ #Рииои ЗЕ и й Е в) ин9и — я Инт — Ру 9: Е 
\ р 
4 й т 
+й (в ея .) ИО - Ит [Рэя = ЯФх В, Фи + Рыз® — 


—й (а т ®] + Зри + #2Кио, |4; 
а. 5 = 1оаа, ЕЙ. 


Этот интеграл был найден в дипломной работе В. А. Колесниковой. 


$ 4. Билинейные интегралы для некоторых, известных 
в математической физике систем уравнений 


Рассмотрим упругие колебания неподвижно заделанного твердого тела 
произвольной формы. Пусть каждая внутренняя точка конечной области Д 
—> 


к моменту { получает смещение на вектор и, проекции которого на прямо- 
угольные декартовы оси 21, х›, т, обозначим через ит, и?, из. На контуре 5, 
ограничивающем /), смещения равны нулю, а внутри Д удовлетворяют 
известным уравнениям теории упругости: 
ри = (А 2) и, А в) и) в из), 
ри = (А+ 26) из + (А в) (ив и, НЫ (и: + из), 
ри = (А + 25) из3 + (А в) (в и) и (и + 3); 
|= 0 о, (1.4) 
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Здесь р — объемная плотность массы, которую считаем постоянной, ^, и— 
известные в теории упругости постоянные. Обозначим через 91, 972, 93 
второе решение той же задачи, которое, в частности, может совпадать и 
с первым решением и\, и?, из. 

Общим методом, преодолевая довольно сложные вычисления, можно 
было бы разыскать следующие интегралы первого и второго порядков 
данной задачи: 

> > 


1, (и, 9) = \ [(% + 2) (и: 1911 + и, 9? - изз93) 
р 


1 

- в (тот изо и 2912 | и539 53 -- и, 3913 -- из 2032 + и: 291 
+ 9579 1* + из" 13 из" + 32023 | изо?) 

-А (#22911 + и 1922 | и. 1033 - из 11 | и22033 | из?) 

ды 


: 4 
Е р(апой + ито - иво; ше, 
й] 


И" (, 3) = ) {(\ + 2ы) (911 - и,29 2 + из 3033) - в (вот - изо 
р 
#17912 - и, 3913 + и23023 - из 2932) - (А - в) (1291 и, 3031 
+ и>303? - и 195? + и 933 - и, 1933) -- © (печи + шо? + изо) ах; 
р (. о) = \ [ит - и: 9? | 1303 — (ой —- Ио + #3413) ] ах. 
Ь 


3 
Т. (м, 5) = \ {+ 2ы) о ий би и? (изр” Эзз" + Из оз" - Изз1 Оз! 
Ь +=1 
- и" Фо - Ил 12 9332 - Изз? 33° 13° 9132 и112 9112 и, 130113 
- #123 9123 + #113 923 + Из 923) - и (^ - 2) (и 11" 931 ва! 9, 
 и>2? 9зз? + Илл? 9522 - и 13 938 - Из 9333) - [и (+ 2ы) + 
+ (+ в): ] (131 911 а 9х из? 9з? Е И 12° 9122 + и133 9133 
+ #533933) Е и (+ в) (и 133 Оз" + и 13 913" и 23 рз" - Изз 1 9133 
- #111 9133 + 121 9233 + И223 903? - 133 9122 - 233 93° - Изз? 0538 
- и1з? 9153 - Иа? 933 - Иа: 912? - Из! 91° Иа" 9122 + 112 Фо 
- и? Ф1ой + 53? 9131) + (А в) (© 24) (изз? 915" - из 91 + 
#131 933 + Из 9113 - 333 953? -Е Из? 9ро* - Изз* 9333 Изз* 923 
ил! 11? + 12" Оо? + ил? 9" Иа аа") Е [№ (А в) + © в]. 
- Изо аз - И" 133 - И233 0112 + Ил? 9118 Ио 33? - И12? 931) 
р (^ - 28) (изв + ще - вый 92) 4 ви (из ов иво + 
+ из зи - из р - из зе ще ар) + (А и) (из Ча + 
изо и зе 9 и чае из р + из* #9 »,)} 42 + 


Зло 


А Л ам р, р 9°т(хьх1). 
ео - 2) (дея, ин? 45; не Ри = 9 


7 
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> > > > . 
Интегралы /, (и, 9) и [,*(и, 9) совпадают с классическим интегралом 


энергии (отличаются лишь на интеграл нулевого класса). Интеграл 


[$ (@, 9) был найден в дипломной работе И. Ф. Павловой, выполненной 
под руководством автора. 

Непосредственно дифференцированием по #, подстановкой ии* вместор 
правых частей уравнений (1.4), затем интегрированием по частям, а также 
использованием контурных тождеств задачи можно убедиться в том, что 
выписанные выражения действительно сохраняют постоянное значение во 
времени. 

Рассмотрим электромагнитные волны в конечной пустой трехмерной 
области О произвольной формы (односвязной или многосвязной), ограни- 
ченной металлической поверхностью 5 с идеальной проводимостью. 

В классической электродинамике совершенно не рассматривается взаи- 
модействие поля тяготения и электромагнитного поля, поэтому все даль- 
нейшие вычисления имеют в виду пустое галилеево пространство, отне- 
сенное к декартовым координатам 11, 1, 1., 1. = (скорость света 
принимается за единицу). В дальнейшем '5., 'х›, 'х. означают специальные 
координаты, именно '’1. направлено по внешней нормали ко, а’, '2. — 
по направлению линий главных кривизн в касательной плоскости. Вообще 
штрихованными буквами мы будем обозначать соответствующие величины, 
отнесенные к специальной системе координат. 

Рассмотрим трехмерный вектор № с проекциями на оси ‘'х:, ‘5, ‘хз, 
равными 


Внутри области Р должны выполняться классические уравнения Макс- 
велла, а на поверхности 5, вследствие идеальной проводимости, каса- 
тельные 'Ё\, 'Е? электрического поля Ё и нормальная составляющая 'НЗ 
магнитного поля Н должны обращаться в ноль. Таким образом, для обла- 
сти О ставится следующая краевая задача: 


ОЕ 


9 == 206.5 ] 
—- — го Е внутри 2; (М) 
ФуЕ = 0 ) 


Ме ГМ В на (М3) 
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Пограничные условия мы запишем в виде следующих равенств, легко 


получаемых преобразованием (Мз) и последующим дифференцированием 
полученных при этом тождеств: 


(Е? -- 'ЕР,)з==0, (Е +'ЕзР,)з=0 
(Н.М)в = (НаР, + 'Н?Р, — 'Нз)з==0; 


9'Е? 9'Е? 
д'=; Г 9 РА р 2, ры о Р.Р; + 'ЕзР»; = 0, 


о Е 
9'х; нЕ ра — 2} и. __ — ое __ р, В; + 'ЕЗР.; ==0, 


а ЭН Эм ЭН ка 
дз (Н, №) = (5, м) + ы А 


Здесь имеется в виду специальная система координат, определенная выше. 


Переходя в начало координат, где Р, =Р, =0, Ри = =. ‚ получим ра- 
р 
венства: 
9’Е! В ’Ез 9' Е? = ’ЕЗ Е Е 
Е Е 
я 9 _0'Н* _ ИН - 
д’; = Н?Ру,, 9’. == д' =; = В; , И 8 1, 2; (Мз°) 
О’ Е 0'Е’ = Е(-+ 1 в. )=— 
9 бд 9 Е 


Пользуясь зависимостями (М5°), нетрудно непосредственным дифференци- 
рованием по времени и последующим интегрированием по частям убе- 
диться, что, наряду с классическим интегралом энергии @!:, выражение 


3 т 
6. = ( м а 


9х. д дж, дх 
Бы т 


2 
+\ (кев+ ры а 


8 1=1 п; 


будет также сохранять постоянное значение во времени. Заметим, что @, 
и ©› являются независимыми постоянными задачи, в частности, ©: можно 
фиксировать, а @, изменять по произволу за счет выбора начального 
возбуждения. 

Дальнейшие исследования автора будут посвящены приложениям инте- 
гралов высших порядков, имеющих характер дополнительных к класси- 
ческим законам сохранения. В частности, из интеграла 4, будут извле- 
чены следствия. 


Поступило 
16. ХТ. 1949 
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3. И. КОЗЛОВА 
РАСЩЕПЛЕНИЕ НЕКОТОРЫХ В-МНОЖЕСТВ 


(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


Работа непосредственно примыкает к предыдущим статьям авто- 
ра (1), (2). 

Рассматривается вопрос о расщеплении плоского В-множества Н СТ, 
пересекаемого параллелями к оси ординат Р., по множествам абсолютно 
первого класса и подкласса не выше “< О, в трансфинитную сумму 
непересекающихся слагаемых Н,, являющихся В-множествами, для 
которых все множества Р.Н, компактны. 


Мы будем рассматривать множества, лежащие в пространстве произ- 
ведений двух бэровских пространств [ху = [. Х [у, которое в дальнейшем 
будем называть плоскостью. 

Для каждого плоского множества Н С [у мы будем рассматривать 
семейство всех линейных множеств Р..Н, где Р, обозначает множество 
всех точек плоскости с постоянной абсциссой х. Нас будут интересовать 
некоторые взаимоотношения между свойствами плоского множества Н 
и свойствами всех его сечений Р,.Н, а именно: в том случае, когда 
множество Н является плоским В-множеством, а все множества Р..Н 
представимы в виде трансфинитной суммы непересекающихся слагаемых 
некоторой специальной природы, 


Р‚.Н = У 0,, (1) 
5<а 


где «< О и не зависит от х, можно ли представить Н в виде трансфи- 
нитной суммы непересекающихся слагаемых НЕ, 


Н= У НЬ, 
5<а 


с тем же значением «, где каждое из слагаемых НЕ является В-множе- 
ством, а все суммы 
УР, Не 
< 
той же природы, что и суммы (1)? 
Задачи такого рода получили название задач о расщеплении В-мно- 
жеств. 
Первый результат в этом направлении был получен Н. Н. Лузиным: 
Всякое плоское В-множество Н, для которого все множества Р...Н 
состоят не более, чем из счетного числа точек (имеют мощность №), 
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расщепляется на счетное множество униформных В-кривых так, что 
из двух кривых этого семейства всегда одна лежит под другой 5, 
стр. 244]. 

В том случае, когда множества Р...Н состоят из конечного, но, быть 
может, неограниченного числа точек, возможность расщепления плоского 
В-множества Н на счетное число униформных В-кривых 


у =, (12), У=ф>(2),..., У=Чф(т),... 


таких, что кривая у=оф„ (2) всегда’ лежит. выше кривой У = фт (7), 
когда п”> т, была доказана А. А. Ляпуновым (*). 

В случае, когда все множества Р..Н являются вполне упорядочен- 
ными вверх множествами порядка <, где «< О, возможность расщеп- 
ления плоского В-множества ИН на вполне упорядоченное вверх семейство 
униформных В-кривых того же порядка была доказана мной (*). 

В случае, когда все множества Р..Н являются рассеянными * мно- 
жествами порядка «о, где «< О, возможность расщепления плоского 
В-множества Н на рассеянное семейство униформных В-кривых того же 
порядка, если х — трансфинитное число второго рода, и порядка х — 1, 
если х — трансфинитное число первого рода, была доказана мной (1). 

Целью настоящей статьи является продолжение работы по изучению 
расщеплений плоских В-множеств. Нас будет интересовать тот случай, 
когда все множества Р...Н являются множествами абсолютно первого 
класса ** подкласса не выше «, где «< О. Мы покажем, что расщепление 
плоского В-множества Н в трансфинитную сумму непересекающихся 
слагаемых Н:, являющихся В-множествами, для которых все множества 
Р.-Н; компактны, в этом случае имеет место. 

Бэровские пространства /[, и [, мы будем считать соответственно 
множествами всех иррациональных точек эвклидовых пространств /.. 
и /у, как это делается обычно. 


(о) 
Пусть Е= Е} есть линейное множество абсолютно первого класса. 


Если х — трансфинитное число первого рода, то обозначим через Е" 


множество, которое получается из множества Е {=} путем выбрасывания 
всех его компактных порций; если & — трансфинитное число второго рода, 
то положим 


ПЕР, 


а’ а 


Наименьшее число В такое, что 
ЕВ 
{ } =— 0 ’ 


называется подклассом множества Е. 


Будем рассматривать плоские В-множества Н, для которых все мно- 
жества Р..Н являются множествами абсолютно первого класса. 


* Рассеянным множеством называется всякое множество точек, не имеющее 
плотного в себе подмножества. ; 


** Т.е. такое, что всякий его гомеоморф также первого класса. 
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Наименьшее из трансфинитных чисел х таких, что все подклассы 
множеств Р,.Н меньше х, когда х пробегает [,, назовем порядком мно- 
жества Н. 

Известно существование плоских В-множеств порядка © [(5), стр. 422]. 

Пусть Н=Н!®}. Обозначим через н {=} множество, образованное 
всеми точками (Р„-Н)(®, когда т пробегает Г... 

ЛЕММА. Если Н с [у есть плоское В-множество, для которого все 
множества Р..Н являются множествами абсолютно первого класса, то 
и Н(°} есть В-множество при всех «< О. 

Доказательство. Пусть Н=Н{®} есть плоское В-множество, для 
которого все множества Р,-.Н являются множествами абсолютно первого 
класса. 

Допустим, что построены плоские множества Н {8} ‚ являющиеся В-мно- 
жествами при всех В< а, где я«— трансфинитное число первого рода. 

Так как бэровское пространство [., мы рассматриваем как часть 
эвклидовского пространства /,,, то мы можем рассматривать Н как 
В-множество пространства ху. 

Множество всех точек пространства /Л;.и,, имеющих постоянную абсцис- 
су х, обозначим через-Р.. Так как все линейные множества РАНЫ 
являются множествами абсолютно первого класса, т. е. одновременно 
абсолютными Ё: и С5, то и множества Р,. и 9) будут одновременно 
абсолютными Г. и С.. На основании теорем П. С. Новикова (8) и 
В. Я. Арсенина (7), с множества НИ} в пространстве Ух 

й 
| 


вдоль оси ОУ, (Н“ У)”, будет В-множеством. Тогда В-множество 
т у 


{1} — Нм) 


о, 


в пространстве У, будет иметь каждое из линейных множеств 


= хе ый 
Р. (66 — — Не“ 1] множеством Р, при любом х, как разность между 


- НЫ 5 ней 
замкнутым множеством Р.. (В 7); и множеством Р,„-Н® У, 


щимся абсолютным С5. На основании теоремы В. Я. Арсенина (°), 


являю- 


Е И кн@-3 у — 2 


== 
в пространстве /,„ будет В-множеством, а следовательно, т будет 
В-множеством и в пространстве Ги. Образуем теперь в пространстве Гу 


В-множество . 
{е- -1} 1 


А О 


которое в пространстве /,„ будет иметь все множества Р,- М, 
замкнутыми множествами абсолютно первого класса. 
В-множество 


и № не и = м а 2, 


{1} не- 


—1 
в пространстве Г.„ будет иметь все линейные множества рб" } 
замкнутыми множестваии абсолютно первого класса, так как в точках 


б Известия АП, серия математическая, № 3 


282 3. И. КОЗЛОВА 


к ео. 
ЕСГ В-множество Н®-'? пересекается параллелями оси ОУ по 
замкнутым множествам абсолютно первого класса относительно обоих 
пространств [у и Уи. 


Та—1 
Допустим, что построены В-множества г. и УГ } для всех хп 
х линейные множества Р., И являются ‘замкну- 
для которы ж а, у 


тыми множествами абсолютно первого класса относительно пространства 
Я {е—1} 
хи, а Р.‚.- И аа 
лютно первого класса относительно пространства уу. 
Рассмотрим Б-множество 


являются незамкнутыми множествами . абсо- 


ри. 


оу оба». т $1 2-- 


Поместим это множество в пространство /.,. Так как линейные множе- 


1 
ства Ро и . являются множествами абсолютно первого класса, т. е. 
212. 


одновременно абсолютными Ро и С, то и множества Р,- У В ; В про- 
1%2. в 


странстве Л,, будут множествами абсолютно первого класса. Тогда, на 
основании о П. С. Новикова (5) и В. Я. Арсенина (7), замыкание 


{®— —1\ Те—1 
у ` Е ый ; 
множества ие н.а» В пространстве Ли вдоль оси ОУ, и ны будет 


В-множеством и, значит, В-множество 
у {1} 
у сы 
т ых У 11. т 
в пространстве /,, будет иметь каждое из линейных множеств 
== Г Л у Г а 
р. 2 РИ 
с КУ, ня И а 
множеством К. при любом х, как разность между замкнутым множеством 


«—1 У ъ а«—1 
Р.(У у } кн рх И и множеством Р.И - ки ‚.„’ ЯВЛЯющимся абсолютным С.. 


На основании теоремы В. Я. Арсенина С }\ 


Е «1 у ыы 

А я ь „= И } у{“—1} 

п; $14. . (У п; 1,. ра РС т в 

в пространстве /,, будет В-множеством, а следовательно, 1—1} 
т 

будет В-множеством и в пространстве /.,. Образуем в пространстве 1ь 


В-множество 


НЫ 


п; 
а - 12° т 


которое в пространстве /;, будет иметь все множества Р,. у{“—1} 


п-1; 1 12 п 
незамкнутыми множествами абсолютно первого класса. 
В-множество 


О и 
ве 11 ег: ни, = (СЁ ы и К ) 


в пространстве /,., будет иметь все линейные множества рее 
®;%.1 


И т ие 
замкнутыми множествами абсолютно первого класса, так как в ча 
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(%—1 &«—1\ 
ОКО ты н В-множество у . с ‚; Пересекается параллелями оси ОУ 
12 ь 2° 


по замкнутым множествам абсолютно ' первого класса относительно обопх 
пространств. 
Пусть теперь 


й о 

> в > ее нм ее у{“-1} _ р и@-1} 

п 8; 111. п--1 я 3 ТЕ Фон в 
6-5 п >>. >в ы 


Расемотрим систему В-множеств 


и—1} Та—1 | Та--1 | — 
А О и ь ка 


Положим 
у(—!} = | | (= 
п=0 


В-множество ие не содержит точен, принадлежащих изолирован- 
ным компактным подмножествам множеств рН Действительно, если 
точка 4 (5%, Уо) принадлежит некоторому изолированному компактному под- 
множеству множества. Р,. ИН! 3, то найдется такая полоса Бэра т-го ранга 
тй АС (хо, Ус), что рН а будет компактной порцией мно- 


жества рН, Это значит, что 
4 (то, Уз) и и 


РЕ аль 

Следовательно 
= — &—1 

4 (о, о) Е У а т © Ая }, 


а а 


откуда 
Чьи Е ПВ. 
п =0 


Г—1 
Рассмотрим теперь В-множество ©,“ }. Пусть 


НИИ 


4) й 
Это будет В-множество, так как Р,- 6.’ 5 есть множество абсолютно 
первого класса, т. е. абсолютное Ро. 


Возьмем 
5—1} У. Пи ть {2—1} 


и построим В-множество 
Та—1 а—1\ [&—1 
о 
которое будет пересекаться параллелями оси ОУ по множествам, точки 
которых содержатся в бесконечном числе полос первого ранга Г, в то 


а Га 
время как СМ,“ а 1} будет пересекаться параллелями оси ОТ по 
множествам, точки которых содержатся лишь в конечном числе полое 


первого ранга /+. 
{—1} < 
Допустим, что построены множества М» для всех кп, где 


&—1 
любое из множеств Ми м пересекается параллелями оси ОУ 


6* 
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по множествам, точки которых содержатся в бесконечном числе полос 
# 
К-го ранга [+4,.1,_1» Подчиненных полосе (Е —1)-го ранга Гл, ва: 
Рассмотрим В-множество 


Пусть 
С 


в=0 
п 


“—1 
Это будет В-множество, так как Р,.- № @ } есть множество абсолют- 
®—о 
но первого класса, т. е. абсолютное Ко. 


Возьмем а — Им Г{=—1} 
5. Тт-1 $1:1:..4 п т -1 
и построим В-множество 
ъ 
&—1 &—1 ‚р 1 
МЕ и = (5— т Х Па, т) - У бы }, 


которое будет пересекаться параллелями оси ОУ по множествам, точки 
которых содержатся в бесконечном числе полос (п + 1-го ранга 1; 
подчиненных полосе п-го ранга 4[+:,.4„, В то время как 


м &— 1} 
Му, а п ь Ги... . ©» { 


.. абы , 


будет пересекаться параллелями оси ОУ по множествам, точки которых 
содержатся лишь в конечном числе полос (п + 1)-го ранга Г. ;,. 
чиненных полосе п-го ранга [:,1,.. и. 

В-множество 


ты? ПОД 


&—1 
м } = У м, 


а 


будет характеризоваться тем, что каждое из множеств М Ее +1 к в 
пересекается параллелями оси ОУ по множествам, точки которых содер- 
жатся в бесконечном числе полос (п + 1)-го ранга 1 


ных полосе п-го ранга [,.. 


т? подчинен- 


т’ В ТО время как 
{#1} ыы ВИ 
&— < &—1 
СМ. ЕР № фк 
в=0 
пересекается параллелями оси ОУ по множествам, точки которых содер- 
жатся лишь в конечном числе полос (п -+ 1)-го ранга Теа подчи- 
ненных полосе п-го ранга пы... .4р: 
Множество 


м- — по М.“ 
п 


со 
. «т» { 23 } 
будет В-множеством, получаемым из множества У бк" : путем уда- 
в=0 
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ления с каждого перпендикуляра Р, всех изолированных компактных 


порций множества Р...Н Ри. Действительно, если 


9 (ву) ен“. С (М9 уе), 


то 


9 (у) ЕН “9. СУ 56н ее 


Та 41 
где бьС о } =0 при & т, а значит, 4 (2о, Уо) принадлежит неко- 


торому множеству в. и 
4 (2, у) СМ} — С пы М„@- = Бы См, @-9, 
и, следовательно, * к 
(то, у) ЕСМ,“ 


при п > т, где т — некоторое натуральное число. Если $ < т, то 
т—1 
9, д) 66. Ув“ и чес. 


Это значит, что на прямой Р., в каждой полосе (п— 1)-го ранга 


—\ 
Га, л,_1 99 (%%› Уо) множество Р‚,. У 6» 1 состоит из точек, принад- 
®=0 
лежащих лишь конечному числу подчиненных полос п-го ранга 
Г.и,..л„_щ4и При всех п_>. т. Следовательно, 


= 


1 
{а—1 
Я АТИ й фе ) 
в=0 


является компактным подмножеством множества Р.,, зя &» (“—1) азначит, 
А—1 
и множества Вано, Если $ > т, то 


(ть. Пс У @ и че, ЕСМ 0. 


Это значит, что на прямой Р., в наждой полосе (п—1)-го ранга 


[н...ли_1 99 (2%, Уо) множество Р,, КУ 1} состоит из точек, принад- 
в=0 

лежащих лишь конечному числу подчиненных полос п-го ранга Г; ,. 

при всех п >$> т. Следовательно, 


Ри ге 


и 


со 
{а—1 
является компактным подмножеством множества Р., . 8. бк }, а значит 


ый 
и множества Р„,.Н@ }. Если же точка 
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Р (71, 91) еа {1 — Им А 


УХ 


Го—1\ . 
то это означает, что р (71, у!) © М„° $ при бесконечном числе значений 


п, например, 71, п»... ., Пи, ... + Следовательно, в каждой полосе (п„—1)-гв 


со 

ранга Тель Аир эр (21, У1) точки множества Р.,. р ©» содержатся в бес- 
В=0 

конечном числе подчиненных полос п,-го ранга Авт" Значит, 


точка р (5х1, У!) не попадает ни в одну из изолированных компактных пор- 
со 


а—1\ 
ций множества Р..: № &», а следовательно, и множества Р;,-Н = 
в=0 


Тогда множество Н(®) = м0 + у{=—!} будет В-множеством, получен- 


ет 
вым из множества Н (1) путем удаления с каждого перпендикуляра 


&—1 
70 всех изолированных компактных порций мно/«ества Рх.Н( } ь 


Если построены все плоские множества Н (93, являющиеся В-множе- 
ствами при всех Во, где о — транефинитное число второго рода, то 
множество 


НН} =] Н{8) 
В<х 


есть также В-множество, что и требовалось доказать. 
Пусть И есть семейство плоских В-множеств М, 


АИ 


для которых все множества Р... №; компактны. 

В-множество Л’: назовем изолированным множеством этого семейства, 
если для всякого значения 2,61, найдется некоторый интервал 
(у (то), У." (10) на прямой Р.., содержащий Р.,- № и не содержащий ни 
одной точки ни одного из множеств Л» при & ЕЁ, а семейство мно- 
жеств №, лежащих в области (И.№:) х Г,, либо целиком распадается 
на две части множеств, лежащих выше и ‘ниже М;, либо некоторые из 
множеств Л», при &'- & распадаются на две части, одна из которых 
лежит выше, а другая ниже В-множества Л., причем каждая из этих 


частей также пересекается параллелями оси Ото компактным мно- 
кествам. 


Счетное семейство В-множеств М», 


для которых все множества Р.М; компактны, назовем рассеянным семей- 
ством множеств, если в каждом его подсемействе по крайней мере одно 
множество оказывается изолированным. 
0 а 
Пусть 0 =0( 0} есть рассеянное семейство В-множеств /Л.;, для кото- 
рых линейные множества Р.‚.. М: компактны. Если определены все семейства 
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В 
множеств 0/8} для В < о, где х — трансфинитное число первого рода, то 
1 
обозначим через 0(°} семейство всех неизолированных множеств №» се- 
о &—1,. 
мейства 0( }. если же х— трансфинитное число второго рода, то 
положим 
Ла 1 Го 1 
ел = П (8х. 
В<« 


Так как О есть рассеянное семейство В-множеств №:, то существуег 
такое число «< О, что 


Я} 0, 


Наименьшее из трансфинитных чисел х таких, что А — 0, назовем 
порядком рассеянного семейства В-множеств (/. 

ТЕОРЕМА. Всякое плоское В-множество Н < [.,, для которого все 
множества Р.-Н являются множествами абсолютно первого класса, 
порядка «< О, можно расщепить на рассеянное семейство плоских В-мно- 
эжсеств №, для которых все множества Р‚.М№ компактны, того же 
порядка х, если х — трансфинитное число второго рода, и порядка и — 1, 
если х — трансфинитное число первого рода. 

Доказательство. Пусть Н с [у есть плоское В-множество, для 
которого все множества Р‚.-М являются множествами абсолютно первого 
класса, порядка «< О. 

Применим метод трансфинитной индукции. Достаточно показать, что 
теорема верна для 

1) де, 

2) =’ п, где п>2, и’ — трансфинитное число второго рода, 

3) « — трансфинитное число второго рода, 

4) «= а" - 1, где и” — трансфинитное число второго рода. 

Пусть х =2. Это значит, что В-множество ни} —=0, где Н() полу- 


чается из множества Н=Н} путем удаления с каждого перпендику- 
ляра Р., всех изолированных компактных подмножеств множества Р,-Н. 
Таким образом, каждое из множеств Р...Н является суммой изолирован- 
ных друг от друга компактных множеств. 

Согласно лемме, 


откуда следует, что 


Но В-множество 
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где В-множество Иа сн} ‚ характеризуется тем, что каждое его линей- 


ное множество Р„.Ип И в пространстве /., представляет собой 
незамкнутое множество абсолютно первого класса. Так как 


н(}. су, — У в), 


где о характеризуется тем, что каждое его линейное множество 
Рин, является замкнутым множеством абсолютно первого 
класса, то 


НН} — У 6,3. 
В=0 


В-множество. м аа а Ма {©} ‚ где В-множество М» = Н@ } характе- 


ризуется тем, что каждое его множество М» К "[,..1„_4 пересекается 
параллелями оси ОУ по множествам, точки которых содержатся в беско- 


нечном числе полос и-го ранга 4[:,:,..:„_4:„, Подчиненных полосе (п — 1)-го 
п—1 


о 0 
ранга 1[:,..4„_1› В ТО время как см,“ К т @ы } пересекается 
&—0 
параллелями оси ОУ по множествам, точки которых содержатся лишь 


в конечном числе полос п-го ранга [::,..„_1:, Подчиненных полосе 
(п — 1)-го ранга Гал,.. 
Следовательно, 


Мб} = пы М} = (М, ©} + м, 6} м, +...) (м+м, +...) . 


т * 


а 


о 
где В-множество К» = № М д } получается из множества ИН путем уда- 
—7® 


ления с каждого перпендикуляра Р. всех порций Р..-Н.-[11,..4и_ при 
т> п, точки которых в каждой полосе (й — 1)-го ранга 4[+,..+,_и содер- 
жатся в конечном числе подчиненных полос А-го ранга Г, 4 при 
всех >. п. Тогда 


—1%% 


ХУ п.м, 


=п 


будет В-множеством при всех значениях п. 
Пусть 


МК, ва 


Построим плоское В-множество 
И = (66-6 Хх. 


В-множество 
№ ЕЕ И’. 1 


таково, что все его линейные множества Р... №, компактны , так как они 
замкнуты и в полосе (& —1)-го ранга 4[:4,..4‚_, их точки содержатся 
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лишь в конечном числе подчиненных полос А-го ранга [:1,. 4, (1, при 
всех натуральных значениях К. 
Множество М. образует семейство В-множеств %: 


Хо = {м о} - 
Допустим, что из В-множества Н выделены семейства В-множеств 
4. Яр 
к = {М№ } 
24. 
для всех «п, линейные множества которых Р,-М№ “" * компактны, 


- ЗЕ 


$118. 
каждое из множеств М Е изолировано, так как 


1... Ч $14. 1141. А—1 $111... В—1 ра $111.. ЯЕ—1 р 
М» СИ» =(Гь . "СГ -Еь ХИ. дк аа 


#4... Яр 
причем плоское В-множество И/ь никаких других точек множества Н, 


41... 
кроме множества №» ‚ не содержит, а 


Пусть 
еее == Е (Кл ы РН 


Ако =Й, а. У, & : 
\ и—о 


Так как А„ К, , то 


а см 
[п >24. Ч : 


Построим плоское В-множество 


$11:..5 $141... Зи— За. $113... и 
т. > * = (2 ЧЕ ме В 1). [::,. 


1” 


В-множество 


п 
.. За — ИЛЬИ И ИИ Ят . 10 
м! =” й =. \6#) 
К=0 


таково, что все линейные множества НОВ компактны, так как они 
замкнуты, и в полосе (&—1)-го ранга [:,:...:„_. их точки содержатся лишь 


в конечном числе подчиненных полос -го ранга Пи. а При 


всех > п +1. 
Множества М№„”``"" образуют семейство изолированных друг от друга 


В-множеств 
У ей у } 


при переменных значениях 1,,1»,...,ш и постоянном значении п, так 
как Ми" с И" п, а И" никаких других точек множества НЯ, 


кроме №#*", не содержит и 
ОН -. И! 12... ее 0, 


хотя бы при одном & #1’. 
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Так как В-множество Н таково, что каждое его линейное множество 
Р-Н является суммой изолированных друг от друга компактных мно- 


экеств, т. е. 
со 
Пк. 0 
=1 
2) 
0) 10} 
5 АО (0: 
НЕЕ. 
к=0 
$43...1 
то множество Н расщепляется на счетное число В-множеств №,‘ "т, 
со со | 
112... $18... 
И У С 
п=0 . ПО Ц, 4,... т ато 
компактны, каждое из мно- 


линейные ‘множества которых Р.,- №»! »-- т 
жеств /№„/ =. п изолировано, так как 
Мы. Чт © И... 


> ДН уда 


Ио = 


т—1 т) х в т 


= (ыыы 
а множество И/„Ъ#---т никаких других точек множества НЯ, кроме №!» - т, 
не содержит и 
И. -т Ише. 4т == 0 
при п -Е= т или хотя бы при одном & ={», если п =т. 

Следовательно, семейство В-множеств {№ ""*..т} образует рассеянное 
семейство В-множеств, линейные множества которых Р..- №." т компакт- 
ны, порядка 1. 

2 теорема верна. 


Таким образом, для & = 

Пусть х =о* | п, где п>2, и для всех о’ < а теорема верна. 
«—1\ 2 

Множество Н® 7 = 0, а В-множество Н (< } имеет порядок, рав- 


ный 2. Так как теорема верна для х =2, то множество НЫ? расщеп- 
ляется на рассеянное семейство В-множеств {/№„}, для которых все линей- 


для которого все 


ный множества Р‚.М№, компактны, порядка 1. 
Так как проекция на ось ОХ В-множества №, 


линейные множества Р.М, компактны, есть В-множество, то из теоремы 
стр. 282] следует, что множество низших точек В-мно- 


Мазуркевича * | (3) 
жества №, есть униформное В-множество. 
Рассмотрим В-множество М№,. Множество всех низших точек [,! мно- 


жества №, будет униформным В-множеством так 'же, как и множество 
его высших точек [.5›'. Пусть уравнения Г! и Г..' соответственно будут 


у — ф: (2) и Уу= $» (1), 
где функции ф, (1) и $> (7) определены на /1„М№,. Проведем внутри В-мно- 


жества №, кривую [,', имеющую уравнение 
__ Ф!: (2) + $» (2) 
ат 
* Теорема Мазуркевича: Множество всех низших точек плоского В-множе- 
ства Н есть аналитическое дополнение, униформное относительно оси ОХ. 
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Часть В-множества М,, заключенная в замкнутой полосе, ограничен- 
ной кривыми /[.1! и Г.31 (соответственно [,.! и [,›!), будет также В-мно- 
жеством М№,' (соответственно М№,!), для которого все множества Р.‚. М, 1 
(соответственно Р... №.) компактны. 

Пусть [4' есть множество всех высших точек множества №,! и /Д.! 
есть множество всех низших точек множества №,'. Пусть их уравнения 
соответственно будут 


у = $. (7) и у=., (21). 


Часть плоскости /.,, заключенная между В-кривыми [11 и [,5!, опре- 
деленными на множестве „М, будет В-множеством, не содержащим 
точек В-множества №,. Обозначим это В-множество через В: 1. 

К В-множествам М№,' и М№,! применим тот же процесс, что и к В-мно- 
жеству М. Получим В-множества Ви В.!, не содержащие точек 
В-множества №, и лежащие между кривыми [,'и [.,5!, а В-множество 
/Й, распадется на четыре В-множества /М,1!, М№:2!, №11, №21, между 
которыми будут расположены соответственно В-множества В.!', В.!, В. 1, 
причем каждое из множеств №51, где х=1,2, В =1,2, пересекается 
параллелями оси ОУ по компактным множествам. 

Применяя к множествам М№\.', М, 21, №11, №2! тот же процесс, полу- 
чим В-множества В.!, В+, Вз+, В.", не содержащие точек В-множества Л, 
и лежащие между кривыми Г! и Д.,'. 

Если этот процесс продолжить неограниченно, то получим неограни- 
ченную (или конечную) последовательность В-множеств 


ВВ В о 


совокупность которых образует дополнение множества Л, по ‘отношению 
к В-множеству, заключенному в замкнутой полосе, ограниченной кри- 
выми [ти 1..1. 
—ы Та—9 
Обозначим через Ни 2} часть множества НИ“ }. (П.М, х Г), лежа- 


и 
щую под  В-множеством №, и через На } — часть множества 


&—2\ 
И (П.„.№, х Г,), лежащую над В-множеством №,. Так как множества 
р..Н о и Р‚.-Н и являются множествами абсолютно первого клас- 


1 
а—2 } 


й 
са, то множество всех высших точек множества На и множество 


го 
всех низших точек множества Н а } будут униформными В-множества- 
ми, которые обозначим соответственно через Л.' и Л,'. Получим два 
В-множества 


1 1 
По А, 


лежащих соответственно между кривыми Л,!, Г! и Л,1, Г,›!, определен- 


= 
ными на множестве П„/\,, и не содержа щих точек множества Н ее 
Пусть 


0, = М, + У В» + Ви- Бы. 
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Рассмотрим В-множество №. Применяя тот же процесс, что и к мно- 
жеству Л№,, выделим последовательность В-множеств 


ъ в п 
В. т Е Ен юж 


не содержащую точек В-множества Н и совокупность которых обра- 
зует дополнение множества /„ но отношению к В-множеству, заключен- 
ному в замкнутой полосе, ограниченной совокупностью всех низших и 
всех высших точек множества /„, которые обозначим соответственно 


п 
через Г.” и Г”. 


Обозначим через и часть В-множества 
ь в—1 
(НЕА + У ) (п.м, хь, 
в=1 
лежащую под В-множеством М№„, и через Рае — часть множества 


"Зо. 
(н н 2%) (П.М, х1ь), 


лежащую над В-множеством /Л„. Так как множества ре! и 
р еаы являются множествами абсолютно первого класса, то мно- 
жество Л,” всех высших точек множества Н„1@-?} и множество Л»” всех 


—2 
низших точек множества И: } будут униформными В-множествами. 
Получим два В-множества 


Ро и. В Ат 
лежащих соответственно между В-кривыми Л”, [1^и Л,", [,›”, не содер- 


жащих точек множества Н(“—?}. 
Пусть 


= М, + У В," +0," +". 
Г 


Образуем В-множество 


В —=С 5 Оь. 
А=1 
Тогда 
сны В". 6" + УРл-ЬА. 
в, п ®=1 п 
Множества 


НВ оо рыч: ВВ 


будут В-множествами, пересекаемыми параллелями оси ОУ по множе- 
ствам абсолютно первого класса, порядка « —1. По предположению, они 
расщепляются на рассеянные семейства В-множеств, пересекаемых парал- 


лелями оси ОУ по компактным множествам, порядка, не превосходя- 
щего х — 2. 
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Следовательно, все множество Н расщепляется на рассеянное семей- 
ство В-множеств, пересекаемых параллелями оси ОУ по компактным 


множествам, порядка, не превосходящего х — 1. 
Пусть х — транефинитное число второго рода, и для всех а’ «а те- 
орема верна. 
Пусть 
а а а. 


Множество 
Е, = П.Н} 


будет В-множеством, как проекция множества, для которого все линей- 
ные множества Р...Н "} являются множествами абсолютно первого класса, 


т. е. абсолютными Р. (`). 
Очевидно, что Ё„—> Ёш при п< т, а 


Па, =0, 
п=1 


так как подкласс каждого из множеств Р,.Н меньше «. В-множества 


В, =— лас ВЬ, 
В. Е Е›-СЕз, 
В» У Въ С Ета, 


будут попарно без общих точек, причем В». ии = 0. 
В-множестзо 


М, =Н (Вых 1) 


будет иметь порядок „+1 | 1. По предположению, его можно расщепить 
на рассеянное семейство В-множеств, пересекаемых параллелями оси ОУ 
по компактным множествам, порядка аи: 


М, = УМ. 
7 
Следовательно, множество 


Н= УМ, 


п=1 


расщепляется на рассеянное семейство В-множеств, пересекаемых парал- 
лелями оси ОУ по компактным множествам, порядка о, 


Н = М, =2> м = М, 
п = п 7 р" 


так как порядки &“„41! слагаемых семейств В-множеств {№7} при посто- 
янном п и переменном /, расположенных в плоских В-множествах Ви х [,, 
могут быть как угодно велики, не превосходя х. 
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Пусть « =о” + 1, где “” — трансфинитное число второго рода, и для 
всех а’ < ох теорема верна. 


Множество 
*) т к 
В ны: (2) 
’<а* 
Построим В-множества 
а бе Га" 
ОН ра 
а’ а” 
Плоское В-множество 
9 =Ких 1, 


’ 


ея 
таково, что множества Р‚.О, имеют точки каждого из множеств НС 7, 
дея ©. 


Рассмотрим полосу п-го ранга /[;:,.;. Пусть 


т 


Е" = П.Н), 


$13... 


К-т — П Е} { 


< а 9112.1 
а а 


Плоское В-множество 
На ве. Ка Хх И 
таково, что линейные множества Р... 01:-Чи содержат точки каждого из 
множеств НН ‚ где о’ < о“. Пусть 


о Зоб 


нь 
Таким образом, мы получаем ряд плоских В-множеств 


0>0:5.-50:5.... 
В-множество 


@ = Це, 


обладает тем свойством, что для любой точки 4 (хо, У.) ЕО на прямой Р,,, 
в любой полосе Бэра п-го ранга Т,..л,94 (%о, Уо) содержатся точки каж- 


дого из множеств Н{®}, где <“. 
Докажем, что 


Н-О =% (3) 
Действительно, если точка 4 (5, у) ЕН.О, то это означает, что, каково 
бы ни было п, полоса Бэра п-го ранга [14,..4, 2 9 (то, Уо) на прямой Р.‚, 


имеет точки каждого из множеств ИН}, где. “< =’. Но чак как 
4 (5, У) ЕН, то это означает, что 


(2, у) ПН} =, 
м’ а* 


что противоречит равенству (2). 
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В силу равенства (3), 


несо-сПо. — У со. 


П—=0 ®=0 


Применим к множеству НЯ следующий процесс. 
Рассмотрим В-множество 


ПУ ==). 
В-множество 
Ло —= И 


имеет порядок, не превосходящий «”. По предположению, его можно 
расщепить на рассеянное семейство В-множеств, пересекаемых паралле- 
лями оси ОУ по компактным множествам, порядка, не превосходящего м": 


Мо= УЖ Мь. 
в 


Рассмотрим полосу п-го ранга И 5. И В: ней В-множество 
1113 -.б $11... —1 $111... 19 
И’, =0, СО» й 


В-множество 


$141. Зи 1 90° 


11а. 


м И 


$153.. 


будет иметь порядок, не превосходящий а”. По предположению, его мож- 
но расщепить ‘на рассеянное семейство В-множеств, пересекаемых парал- 
лелями оси ОУ по компактным множествам, порядка, не превосходящего &”: 


д т => м 


Следовательно, В-множество 
5. -Ап 
М.= № Мн 


21, ь-.-б 


расщепляется на рассеянное семейство В-множеств, пересекаемых парал- 
лелями оси ОУ по компактным множествам, порядка, не превосходя- 
щего =”, 
24». Ч 
п 
К; %:, 1. "3 , 
ТОРЕ п 
так как каждое из слагаемых семейств {Л„.„ ”} при фиксированных 
п; 1, 12,..., т  ОтТделяется одно от другого плоским В-множеством 


И’: ®, которое не тер в себе ни одной точки других семейств 


$142.. ав 


р р и 
В-множеств и И’, : И’, ” =0, если хотя бы одно в +1’, где 
Е < п. 


Этим процессом мы исчерпаем все В-множество Н, так как 


Не с0= УИ, 
где гк. 
И’, ео у у" 2..1 


11, 1». У 
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Следовательно, В -множество 
со 
= УМ 
п=0 


расщепляется на счетное число В-множеств, пересекаемых параллелями 
оси ОУ по компактным множествам, 


п=0 п В, бп И; би» 4»... 1; В 


которые образуют рассеянное семейство В-множеств порядка а" =“ — 1, 
так как каждое из слагаемых семейств В-множеств {Мк Е 9" при фикси- 
рованных п; й,1,..., порядка, не превосходящего х”, отделяется 
одно от другого плоским В-множеством 


и. = ог а о. = р ея 
где о В 
9." биту оба 
причем множество у = никаких точек других семейств В-множести 
не содержит, а 


п’ 


$143.. т 


5: д 
И, "И = 0 
при п = т или хотя бы при одном в == &', если п = т. 
Таким образом, теорема верна при всех значениях «< О, что требо- 


валось доказать. 
Поступило 
25. ТУ. 1950 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
15 (1951), 297—308 


И. М. ВИНОГРАДОВ 


АРИФМЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД В ПРИМЕНЕНИИ К ВОПРОСАМ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧИСЕЛ С ЗАДАННЫМ СВОЙСТВОМ ИНДЕКСА 


В работе дается новый элементарный вывод ряда законов распреде- 
ления чисел с заданным свойством индекса по простому модулю. 


Обозначения. Примем обозначения: 

а) 9— простое число, превосходящее 2; тах — индекс числа х по 
модулю 4 при выбранном основании; п — делитель числа 9—1 с усло- 
вием 1п<9—1; у=н"; А — целое число, не делящееся на 4. 

Ь) х’ определяется сравнением 22’ ==1 (то4 49), если х не делится 
на 9; х’=0, если х делится на 4. 

с) При целом 7 функция с,(%) определяется для всех целых х равен- 
ствами: 

с, (2) =0, если х делится на 4. 

с, (2) =1 — у, если х не делится на 4, а ш4х—^ делится на п. 

с, (5) = — у, если х не делится на 49, а ш4х—” не делится на п. 

4) 0 — число с условием |0 |< 1. 

е) = — произвольно малое положительное постоянное. 

Г) Символическое неравенство А < В при положительном В показы- 
вает, что | А| В" не превосходит постоянного числа. 


©) Символ У обозначает суммирование, распространенное на указан- 
2 


ные заранее значения 2. 
Нетрудно убедиться, что функция о,(2) обладает следующими свой- 


ствами: 


с., (1) = в,(1), если г, ==" (то4 п); 
в, (11) = в,(2), если х, ==х (то4 4); 
»—1 . а--1! 
0: (@) == олушаь (У): ых с: (2) =60; > д, (#} =0. 


т=0 х=0 


Настоящее исследование имеет целью показать, что присоединение 
: моему методу двойных сумм (1934—1937 гг.) особого способа исчер- 
пывания области суммирования может служить источником чисто ариф- 
метических подходов к решению разнообразных вопросов теории чисел. 
В качестве примера здесь дается новый арифметический вывод закона 
распределения чисел с данным значением остатка от деления на п ин- 
декса по модулю 4 (краткое описание этого вывода было дано раньше (1); 
близкие к указанному по основной идее новые выводы даются также для 
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закона распределения индексов по модулю 4 и для закона распределения 
чисел вида р- № с данным значением остатка от деления на п индекса 
по модулю 4 при условии, что р пробегает простые числа. 
ЛЕММА 1. Имеем 
п—1 
Ув. (о, (9) = в, (уз). 
8=0 
Доказательство. Справедливость леммы в случае, когда по 
меньшей мере одно из чисел хи у делится на 4, очевидна. Рассмотрим 
случай, когда ни одно из чисел х и у не делится на 4. Если шут —г 
делится на п, то 
6 (2) в:-› (У) = 03 (2) вз++ (7`У1') 


равно (1 — у)? в случае, когда $ == шах (то п), и равно (— у)? в осталь- 
ных п—1 случаях. При этом 
(1—5) +®— 0 (= =1-у=о, (92). 


Если ша ух’ —г не делится на п, то 0.(2)0.+,(У) равно (1—) (— у) 


в случае, когда $ == 114 х (то4 п), равно (— у) (1—5) в случае, когда 


$ - г== 114 у (топ) и равно (— у)* в остальных й — 2 случаях. При этом 


(1 — у) (— у - (—») (1(— у) + ®— 2) (= у): = —у=ов, (ут). 
ЛЕММА 2. Пусть 


а-1"—1 


РЯ = х У в: (1) в: (х - 2). 
х=0 з=0 
Тогда 
1. Если 3 делится на 4, то имеем 
ВР —= (9 — в,(1). 
2. Если 3 не делится на 4, то имеем. 


Р. =, (4). 


Доказательство. Согласно лемме 1, имеем 


а—1! а—1 
Р.,‚ = У в, ((в+ 2) т) = У в, (1 - =’). 
х=0 х=1 


В случае 1 отсюда находим 


Р.з= Ув, (4) = (9-1) в, (1). 


х=1 


Рассмотрим случай 2. Когда х пробегает значения 1,...,9—1, то 
1 - 21’ очевидно пробегает значения, сравнимые с числами 0,4,..., 9—1, 


кроме 1. Поэтому 
а—1 
РВ > в, (и) — с, (1) = — с, (1). 


и=0 
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ЛЕММА 3. Пусть У — целое положительное, М пробегает т целых 
чисел М,,...,М»ь с условиями 


М И М Е 5, 


8 (М) — функция, значениями которой могут быть лишь 1 и —1, наконец, 


МНО 50 
Ом, тк = У Усь(@е-у. 
х=мМ-1 У=1 
Тогда имеем 
5 | = и Итч. 


Доказательство. Находим (обозначение Р, ,‚ имеет смысл, ука- 
занный в лемме 2) 
М4 У 


быт. < < У | Узечи, 
М х=М-+! у=1 ь 
п—1 


р р и а < 
: 8=0 


п—1 ой 


< Уту У (У с. (#9) = ту у У Рули, 0. 


$=0 х=0 ‘у=1 г У:=1 У=1 


Но, согласно лемме 2, для У пар значений у и у, с условием у=у, 
имеем Ру, о = (9 — 1) (1 — у), а для оставшихся У?— У пар значений 
у и у, имеем Ру у, о = — (1 — 5). Поэтому 


(ва) Им... 
М 


\<т’(и— (Уи) та, 
Ум, у, |< УУта. 
М 


Замечание. При 0<У<0,54 сумму Им, у, можно расематри- 
вать как сумму значений с,(7), распространенную на целые точки (т, у) 
области параллелограмма с вершинами (М, 0), (М + У, 0), (М + У, У), 
(ЛГ 2У, У), причем стороны, соединяющие первую вершину со второй 
и с третьей, к области не причисляются. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть М — целое число, О — целое число с услсвием 

М-9 
5.= У. 6,(7). 


х=М-1 


Тогда, полагая О =\У 4, будем иметь 
21 
5 <Уч(в +25). 


Д оказательство. Введем обозначения 


[28 
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причем сначала будем считать, что й>З3 (следовательно, +21 и 
4> 36). Очевидно, 0<0—0,<2.3*. Произведение 5,0, можно рас- 
сматривать как ‘сумму значений с,(5), распространенную на целые 
точки (т, у) (т. е. с целыми х и у) области прямоугольника с верши- 
нами (М, 0), (М + 0,0), (М, 0О.), (М + 0, 0.), причем стороны, соеди- 
няющие первую вершину со второй и с третьей, к области не при- 
числяются. Из этой области мы выделим область прямоугольника 
с вершинами (М -{ 0%, 0), (М + 0, 0), (М + 0%, 0%), (М + 0, 0%}, а к остав- 


шейся области (квадрат со стороною длиной 0.) применим способ исчер- 


пывания по схеме, изображенной на чертеже, при помощи параллело- 


граммов с номерами 0,1,...,‚т, стороны которых соответственно имеют 
длины 
0 ус 9. 
9, вы, - ; 3 


(значения ©,(х) для одних параллелограммов берутся со знаком +, для 
других параллелограммов они берутся со знаком —). Очевидно, имеется 
один параллелограмм с номером 0 и при целом $ с условием 0%; <: 
4 р 
имеется 4.3’ параллелограммов с номером $. Применяя лемму 3 к па- 
раллелограмму с номером 0 (т =1, У =0)) и, при каждом $ с условием 
—1 
0<5;<т, к3"  четверкам параллелограммов с номером $ ( т —&. Г = %) ‚ 
\ | 
наконец, замечая, что после исчерпания всех параллелограммов 
останутся неисчерпанными или же окажутся излишне исчерпанными 


9" 
ЛЕМ 


области треугольников с общим числом целых точек 5 а такие 


область выделенного выше прямоугольника с числом целых точек, мень- 
шим 2.30%, получим 


15.0 < Уч + Уч +33 Уч +... +3104 Уч + 38. +2.3°0,, 


рр 
15-1 Уз (1+3 они г) Из а (57 +25). 


Очевидно, последняя граница для |5,| верна и при 1<й<3; это сле- 
дует из тривиального неравенства |5,|<0О=йУа. 
Замечание. При О%М, М-+{О< 4, обозначая символом Г, число 


чисел ряда х =М+1,. ‚ М + О с условием 114 х == (тод п), будем 
иметь 5, =Т,— О, 
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ЛЕММА 4. Пусть У и В — целы? положительные, М пробегает т 
нелых чисел Му,..., Мы с условиями 


М + УЗМ,, М. + УЗМ.,..., М. +УЗМ, + 4, 
а Г, пробегает [ целых чисел с условиями 
+В ЗЬ,, Г, +ВЗГЕ,,..., + ВЫ -+и, 


8 (1Г) и 5(Г)) — функции, значениями которых могут быть лишь 1 и 
—1, наконец, 


му т +В В 
н= вм) Х УХ»8(1) У Хо, (ау. 
М х=М-+ = Г За ЛЕ 
Тогда имеем 
|# |<УВУт4. 


Доказательство. Мы будем применять лемму 2. Имеем 


1 
Е 


Ру, И = 


а—{1п—1 ру в ? 
<"ив У р Уеечи) ы 
У= р 
> 


о вЫ: 
=тив ХХ У Уф и), (1, 
У: =1 У=1 г, =1 г=1 
где ф(у— у.) равно 4—1 при у=у, и равно —1! в противном случае. ' 


Поэтому 


Н? < тУ!В (У (4— — (7*—У)) (В (1 — у) — (В* — В) ») т У*В*; 
|Н |< УВ Ути. 
ТЕОРЕМА 2. Шусть п=4—1, М и М№- целые, 9 — целое число 
с условием У <0<0,54, 2 — целое число с условием У п< 8 < 0,5, 
наконец, 


мМ+0 М4 


Ш= У ФУ 6. (2). 


х=М-1 8= М-Н 


Тогда, полагая О =пУа, #= Уп, имеем 


21 А ‘2 т ок\ 
1] <У1 ( п 27 < 2,5) тЫ 2,5} < 


Доказательство. Пусть А, [,,...,Гл удовлетворяют условиям 
леммы 4, пусть Г, пробегает значения [,,..., и 5([) = функция, 
значениями которой могут быть лишь 1 и —1. Рассмотрим сумму 


м--о Г-в ЕВ 


(2) = 2 В в С) 


х=м-1 8=6-1 г=1 


302 И. М. ВИНОГРАДОВ 


причем сначала будем считать, что #23. Для этой цели к произведе- 
нию УО, в отношении суммирования по х применим способ исчерпывания, 
соглавно схеме, использованной при доказательстве теоремы 1 (см. черт. 
к доказательству теоремы 1). Нетрудно видеть, что при заданном х 
в сумму Р(52) войдет не более чем А слагаемых с;+,.(7) с условием, 
что $-+” по модулю п сравнимо с одним и тем же числом. Поэтому 


| Е (+) | < шах (В (1—5), Ви Пу В. 


Повторяя рассуждения, аналогичные приведенным вы доказательстве 
теоремы 1, применяя при этом лемму 4, легко найдем 


|0, < АИГ, Уй (1+ 5 т (№ + 2.30.) 


2 2шл 
< АИРЯ 1-2 к т) ву 42,5}. 


Последняя граница для.|У| верна и при 1<й 3; это следует из трн- 
виального неравенства 


|у |< 20 = ААУЧ. 
Чтобы теперь оценить сумму И/, представим ее в виде 
МЕ м-9 
УНР ба, Ува 
&==М-Е. х= М-Н 


и введем обозначения 


= 5 ТЫ 


причем сначала будем считать, что (2.3. В произведению И’Й,. но 
теперь уже в отношении суммирования по $, применим способ исчерны- 
вания согласно схеме, подобной использованной при доказательстве теорс- 
мы 1, заменяя М, О, т, О’ числами №, @, а, 2у, а переменные хи у— 
переменными $ и г. Нетрудно видеть, что в сумму 1($) войдет не 
более чем одно слагаемое, равное 1— у, не более чем одно слагаемое, 
равное 0; остальные слагаемые будут равны —у. Поэтому 


11 ($) | < шах (1 — у, Оу) < 1. 


Повторяя далее рассуждения, аналогичные примененным в доказа- 
тельстве теоремы т и пользуясь при этом найденной выше оценкой 
для |У|, легко получим 


ТУ а Г ры 
[72| < 25 Уч (вт + 2,5) (1+ нае 


+ 
|| <Уа 


Е 
а м - 


Последнее неравенство справедливо и при 1<#Ж<3. Это следует из 
тривиального неравенства 


|< =#Ип< 19. 
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Замечание. При О0<%М, М-+0< 4, обозначая буквою Д число 


чисел ряда х =М+1,..., М-+О с условием, что шах сравним по 
модулю п с одним из чисел ряда М№М--1,..., М-- И, будем иметь 
И =Р— 02%. 
ЛЕММА 5. Пусть у и у, — два числа ряда 0,1,...,4—1, 
а—1 п1 
Ву, у, = о р с, (29 - К) в. (ту, + №). 

х=0 $=0 

Тогда 


1. Если у=у, =0, то имеем Ву, у =49(1— У). 

2. Если только одно из чисел у’и у, равно 0, то имеем Ву, и =0. 

3. Если ни одно из чисел у и у не равно 0, то при у=у,: имеем 
Ву, , = (4 — 1) в, (у,У'), а при у, не равном у, имеем Ву, у, = — в (у1У'). 

Доказательство. В случае 1 имеем (лемма 1) 

а- а а—1 
‚г 
Вии = » Ув. (№) в. (®) = У вь (АК) = 90, (1). 


Х==0 $-=0 х=0 


В случае 2, предполагая для определенности у, = 0, имеем 


4—1 п—1 п—1 а—1 
Ви, (ху А) св = 212 ® УЕ 
х=0$=0 = 2=0 
В случае 3, полагая ’ = шац у’, находим 
р 
Ву, у, = У 25. в. (у1У'2 —- АУУ" А) = 
2=0 $=0 
а—1п—1 
—= я в; (2) в, (2 + А (угу м 1)). 
2=0 5—0. 


Поэтому, согласно лемме 2, при у=у, имеем 
Ву, и, = (9—1) в—, (1) = (9 — 5% (9), 
а при у, не равном у,, имеем 
Ву, у, = — в, (1) = — в. (у). 
ЛЕММА 6. Пусть 


9—1 9-1 ё 
5.= Х ХЕ) т (9) + (ау №) 
х=0 у=0 
а—1 4—1 
Е (2) >0, ч)>0, У) <, . Х (9) <У,.,. 
хе у=0 


Тогда имеем 


15,1 < И Х.У.4. 


Доказательство. Имеем 
п—1 п—1 9—1 4—1 9—1! 


15. < 315. < УХ, Х Х Уч 191) © (ву + &) (аи, НИ. 
8=0 


8=0 х=0 у=0 у,=0 
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Согласно лемме 5, отсюда находим 


а21а—1 
р . а , 
15 <Х, > > (9) 1 (4) Ви, 

у=0 у,=0 
где Ву, положительно только в двух случаях: Ву, положительно 
и<9(1— у) в случае, когда у=у,; Ву, =у в случае, когда у ии 
отличны от 0 и не равны между собою, причем ш4у,У’ не делится 
на п. Часть правой части найденного неравенства, отвечающая первому 


елучаю, не превосходит 
а—1 


Х,4 (1—5) Х (п (9) = Х,У,4 (1— у). 


У=0 


Часть, отвечающая второму случаю, не превосходит 


а—1 9—1 2 
хм У Утфл(и) = - т ( и) < <Х.У, 4. 


У=0 у,=0 И=0 
Поэтому 


|5» Г <Х,У,4 (1 — у) + Х.У,4\ = Х.У.4, |5,|<У Х,У 44. 
ПЕММА 7. Пусть М, №, Х, У — целые, Х0, УЪ0, 
М--Х МУ 


Ух У Ета и-Ю; ОЕ 058 


х=М-1 У=мМ-1 


Гогда имеем 


5<авхту 1 +++. 


Доказательство. Сумму 5 легко приведем нк виду, рассмотрен- 
ному в лемме 6, если вместо Ё(х) и ч(у) введем новые функции & (7) 
и 7, (У), определяемые равенствами 


(2) = У (а), (= У, 


где суммирование по х, распространяется на значения х, с условием 
т; == (то4 4), а суммирование по у распространяется на значения у, 
с условием у, Е=у (то4 4). Применяя лемму 6, мы вместо Х, и У, теперь 
можем взять Ху и У, с условиями 


х х \2 г 
И о 7 < 5гА* 9 ееми Ад, 
. [У р 
Иа | ( те ъ "д < Ву . ‚ бб У 0, 


причем всегда будем иметь 


;. о Е м а 
УХ, «ху о. о т 
УХ, У,4 у -+ 


ТУ. 
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ЛЕММА 8. Пусть х и у пробегают целые положительные числа, 
принадлежащие двум возрастающим последовательностям. Пусть, далее, 


1< ИМ, мы < ЗИ, 
5 = УУЕ@® т 3/) <, (ху - К), 


где 0 < Е (1) < №, 0 <\(у) < № и суммирование распространяется па 
а 


По и. 


Тогда имеем 


" = 
5 МАЕ, ра Инт +1 


Доказательство. Пусть Ё <Р. где Е. — достаточно малое по- 
ложительное постоянное, меньшее 1 (в противном случае лемма три- 
виальна). Из области суммирования выде- 
лим области с номерами 0,1,..., ту где 
то — наибольшее целое число с условием 
2% < ЁР-\, согласно схеме, изображенной 
на чертеже. Область с номером т пред- 
ставится прямоугольником с основанием 


длиною * 
7’ —Е 
= <, 


н высотой длиною 


сек 


{127 


Число областей с номером т при т=0 будет 1, а при т>0 будет 2 
Часть суммы 5, отвечающая одной из областей с номером т, согласно 
лемме 7, будет 


м! +-2= 


2 Е м 
ПАН НЕЕ 


< №26 С ^ 


эт {7 2*- 


Часть суммы 9, отвечающая точкам, не принадлежащим ни одной из 
выделенных областей, будет 


мм к. 
Поэтому 


2% зэт-4 
ло“ ,(: и», = М р. 


ЛЕММА 9. Шусть х, у, т пробегают пе делящиеся на 4 целые поло- 
эсительные числа, принадлежаиие трем возрастающим последователь- 
постям. Пусть, далее, 10, < 0. < М, 


5=УУ»УХс„ (тут + ^), 


306 И. М. ВИНОГРАДОВ 


где суммирование распространяется на область 


ИП <<<0., атЗМ Шу=ЕЪ 
Тогда имеем 


«му тех 
Доказательство. Имеем 
5= Ув (4) 5% 


тде 4 пробегает целые положительные числа, делящие одновременно 
числа хотя бы одной из возможных пар значений х и у (следовательно, 
а<уИМ); при этом 


- У, У, У, (Фаулт + ФА), 


где А == (А, (то44), 2, и у, пробегают частные от деления на 4 значе- 
ний д и у, кратных 4, причем суммирование распространяется на область 


и = М 
ть 


Эту область можно подразделить на < ш № областей вида 


= —^ Чт 


и М ь 

ие ут < 4? ' и: < 2. 
Но при у, < М число 1 (у.) пару, ит с условием ут = у, будет << №. 
При этом часть ба. суммы ба, отвечающая области такого вида, может 
быть представлена в форме 

_хмхя 
бал = а (Уз) о», (ж1у» + №), 
тде х=ЕХ, + и п), и суммирование распространяется на область 
М 
Г < 4: < к , 115 Заз . 


Применяя лемму 8, найдем 


Ме и а* 1 94? М Рь 
бал < 42 ЕЕ © 


1-е 
а и г + Е 7 пм, 
= мт (1 №? и: т С 


МЕММА 10. Пусть №>.55; й— произвольно малое положительное 
1 Е 
постоянное с условием 0% $; Р- произведение некоторых простых 
н 
3 
чисел, не превосходящих №`; 4 пробегает все не превосходящие М дели- 
пели числа Р. 


Тогда значения 4 могут быть распределены среди < классов, где 


т и 1 4 
Учите чи, 
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Для значений 4, принадлежащих одному и тому же классу, в (а) со- 
траняет неизменное значение. Часть классов включает только значения 4 
с условием 

р ЧА 
ам и. 
Для каждого из остальных классов существует целое положительное Н 
44 две возрастающие последовательности (7) и (у) целых положительных 
чисел с условием 


_ 

д а \ 

такие, что все числа класса, взятые каждое Н раз, получим, если из 
всех произведений ху выберем лишь удовлетворяющие условиям 


ну" ету) =: 

Доказательство. Эта лемма есть лемма б моей статьи (?) при 
условии, что у = св = -- При этом условие, что М >. №, где М, — до- 
статочно большое постоянное >55, заменено (что вполне достаточно для 
правильности всех рассуждений доказательства леммы) условием М > 55. 
Кроме того, отмечено, что для значений 4, принадлежащих одному 


классу, и (а) сохраняет неизменное значение. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть М >. 55, р пробегает простые числа, 


5= Хей. 
р<мМ 


Тогда имеем 
1 


5 < №!" С, с=И течи * 


Доказательство. Пусть Р — произведение всех отличных от 4 
1 


3 . 
простых чисел р с условием р<М°, а О — произведение всех отлич- 
1 


ных от 4 простых чисел с условием М У. Пусть, далее, р, и р. 
пробегают простые делители числа О, 4 пробегает делители числа Р, 
наконец, т пробегает целые положительные числа, не делящиеся на {. 
Находим 


ов 
У У о, (рр. +) +5 40(№) = \ Ув (@) в, (ат +, (1) 


где в левой части суммирование распространяется на область р‚р. < М, 
(р., р») =1, ав правой части суммирование распространяется на область 
ат < М. 

Согласно лемме 10, значения 4, не превосходящие Л, можно распре- 


делить среди < №" классов (й произвольно мало). Сначала рассмотрим 
Й 


3 а 
класс, включающий только значения 4 с условием 4 < М№ . Сумма 
слагаемых правой части равенства (1), отвечающая заданному значе- 
нию 4 этого класса, может быть представлена в форме 

и (а) У в. (т-+ А), тЕт + 114 4 (то4 п), А,4==й(то4 4) 
т ма 


308 И. М. ВИНОГРАДОВ 
О О, а а Ета 


и, следовательно, согласно теореме 1, будет << Уч ша-+ ыы Поэтом) 
сумма слагаемых правой части равенства (1), отвечающих всем значениям 
4 рассматриваемого класса, будет 


1 
о в Би 
<«м** Ут а+ тыс. 


Сумма слагаемых правой части равенства (1), отвечающая числам Ч 
одного из оставшихся классов, с точностью до знака может быть пред- 
ставлена в форме (лемма 10) 


= у ъ У в, (хут -- К), 


где х, у, т пробегают не делящиеся на 4 целые положительные числа, 
принадлежащие трем возрастающим последовательностям, причем сум- 
мирование распространяется на область 
ан 
И и ‚ этом, щие 


Поэтому, согласно лемме 9, указанная сумма будет 


2 
т +в | 
«м И ++ м6. 


№3 
Наконец, оценим двойную сумму, стоящую в левой части равенства (1). 
2 


1 1 
Здесь М? р < М? я >м :) и, следовательно, суммирование рас- 
пространяется на область вида 
1 2 
№3 << Мм, Р.Р: < М, (Ра, Р>) = 1. 


Поэтому опять можно применить лемму 9 (т = 1), согласно которой 
окажется, что рассматриваемая двойная сумма будет 


92] 12 


1 = т 1 М 1 й 
т гм < мб. 
: м Ч М 
№3 

Собирая все доказанное, мы и убедимся в справедливости нашей 
теоремы. 

Замечание. Обозначая символом И, число не превосходящих № 
значений р с условием 1та (р + А) == (той п), мы можем в доказанном 


неравенстве теоремы 3 заменить 5 разностью У, — ул (№), отличающейся 
‚ от 5 слагаемым порядка С. 
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И. М. ГЕЛЬФАНД и Б. М. ЛЕВИТАН 


ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
ПО ЕГО СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 


(Представлено академиком М. В. Келдышем) 


В работе даются методы восстановления дифференциального уравнс- 
ния второго порядка по его спектральной функции р (^). Эта задача 
сводится здесь к некоторому линейному интегральному уравчению. 
Выясняется также, какие монотонные функции р (Л) могут служить снек- 
тральными функциями дифференциального уравнения второго порядка. 


Введение 


Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка, заданное 
на интервале (0, со) 


у" ^—9(2))у=0 (1) 


© граничным условием 
у (0) =1, у’ (0) =4. (1') 


Функция 9(х) предполагается непрерывной на любом конечном интер- 
вале. Известно, что произвольную функцию с интегрируемым квадратом 
можно разлагать в интеграл Фурье по собственным функциям этого урав- 
нения при заданном #. Точнее говоря, существует такая монотонная, 
ограниченная в каждом конечном интервале функция р(»), что для лю- 
бой функции 1 (#) с интегрируемым квадратом имеет место равенство 


= в 
\ Р (2) 4х = | Е? (^) 4 (^). (2) 
0 —© 


Здесь Е (^) — преобразование Фурье функции / (2), т. е. 


со 


Е(^) = } / (в) (2, № аз, * (3) 
| 


где ф(х, ^) — решение уравнения (1) с начальными условиями (1’). 
Функцию р(^) назовем спектральной функцией уравнения (1) при 

условиях (1’). Смысл спектральной функции р(^) особенно ясен в слу- 

чае дискретного спектра. В этом случае о(^) есть функция скачков со 


* В каком смысле этот интеграл сходится, см. в $ 1. 
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скачками в точках спектра ^:, ^,,...,^»,.... Величина скачков равна 
в этом случае 


Ф? (т, ^,) ах 


> —8 


н, таким образом, равенство (2) превращается в равенство Парсеваля 
для ряда Фурье функции } (1). 

Можно, следовательно, сказать, что задание р(^) определяет как 
спектр, так и нормировку собственных функций. 

Эта работа посвящена решению следующей задачи. Пусть задана 
функция р(^). Требуется определить, существует ли уравнение вида (1). 
имеющее данное р(^), и дать способ фактического вычисления 4(т)- 
Впервые задачей такого типа занимался Амбарцумян ('). Единственность 
решения задачи в такой постановке была установлена В. А. Мар- 
ченко (?). Затем вопросом разрешимости обратной задачи занимался 
М. Г. Крейн (3). Используя созданную им теорию продолжения положи- 
тельно определенных функций, М. Г. Крейн свел к ней рассматривас- 
мую здесь задачу и получил ряд очень интересных и важных резуль- 
татов. В частности, своими методами он до конца решил вопрос о необ- 
ходимых и достаточных условиях для существования струны с распреде- 
лением масс, имеющей при двух граничных условиях заданные спектры (3). 

В настоящей работе указанный выше вопрос разбирается при помощи 
элементарных средств, а именно, сводится к решению некоторого линей- 
ного интегрального уравнения. 

Идея этой работы очень проста. Подобно тому как полиномы, орто- 
гональные по данному‘ весу, строятся, ортогонализуя степени х, мы 
строим по спектральной функции р(^) собственные функции ф(х, Л), 
‹ортогонализуя» по р(^) функции с0з ИХ!. 

Поясним сказанное сейчас более подробно. Как известно, для урав- 
нения у”-- Лу=0 и граничного условия у(0)=1, у’ (0) =0 имеем: 
© (^) = - Их для ^>0 и ь(^) =0 для < 0. 

Чтобы сделать изложение более выпуклым, предположим пока, что 
функция р(^) имеет вид 


я = 

-Ил-с(^) для ^>0, 
в (^) = {^ 
в (^) для ^< 0, 


где функция в (^) достаточно хорошо ведет себя на со, а именно, предпс- 
ложим, что 

со 

1-42 0) |< =. 


—© 


Будем искать собственные функции ф (5, Л) в виде * 


* Тот факт, что собственные функции могут быть так представлены, доказан 
в (*) и (5). Более простое доказательство этого см. в $1 настоящей работы. 
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х 


Е ) К (5, 1) соз Ули. (4) 


0 


Здесь мы приведем нестрогие рассуждения, которые обоснованы для 
более широкого класса функций о (^) в самой работе. Мы требуем, чтобы 
2(х, ^) была «ортогональной нормированной системой» с весом 6(^), 
т. е. чтобы 


НЭ 


\ ф (2, ^)Ф(у, ^) 490) =65(2— у), 


—<9 


где 5 (2) — 8-функция Дирака. Так как, в силу (4), при у<хо(У, ^) есть 
комбинация с08 У ЛЕ для { < у, то, обращая уравнение (4), убеждаемся, что 
и, обратно, соз УЛу сеть комбинация Ф(Ь Л) для 1<у. Поэтому 
с08 /Лу ортогонален с (г, ^), если ух т: 


\ о (1, ^) с08 УХу 4 (^) =0, если ух. 


—©с 


Подставим сюда вместо ф(х, ^) его значение из уравнения (4). Мы по- 
лучим 


- оо + г 
\ с03 Ух соз ИЛи 4 (^) + | соз ИХу \ К (т, 1) со УХЕ 46 (>) =0. (5) 
а —‘оо 0 


В таком виде написанные интегралы расходятся. Однако написанному 
равенству можно придать совершенно точный смысл: именно, предста- 
вим р (^) в виде 


0) = 2 УХ+ (0), 


где ^`>0, и заметим, что имеет место следующее символическое равен- 
ство: 


+> | 
ы \ с03 ИХ1с08 ИУлу.аИл=б(у— 0, 
0 
дереОииЕ 


Тогда, меняя порядок интегрирования в (5) и воспользовавшись симво- 
лическим равенством 


+2 
} 5(и— 1) / (1) 4 = 1 (у), 


0 
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получим (заметим, что х-Еу и, следовательно, 8 (х — у) = 0) 


т. с03 ИЛх созУ/Лу 4с (^) - К (т, у) + 
+ | К (х, #) к соз ИЛ соз ИУХу 45 (^)] 4 = 0. (6) 
0 — со 


Так как функция с(^) задана, то функция 
< 9 4 
Е. 9) \ с03 УЛх сов УЛу 4д (^) 
—2 
также известна. 
Уравнение (6) при фиксированном х является линейным интеграль- 
ным уравнением относительно неизвестной функции К (х, у) и имеет вид * 


/(в, у) + \ (у, д К(з, 41 + К (т, у) = 0. (7) 
0 


Мы показываем, что уравнение (7) разрешимо. Найдя К (т, /), мы смо- 
жем по формуле (4) найти собственные функции ф(х, Л) и, следователь- 
но, восстановить уравнение (1). 

Чтобы показать, что построенные функции ф(х, Л) удовлетворяют 
некоторому дифференциальному уравнению, поступаем следующим обра- 
зом. 

Мы сначала доказываем ($ 5), что для ‘построенных функций ф(х, ^) 
имеет место равенство Парсеваля, определяемое приведенными выше 
формулами (2) и (3). Используя его ин интегральное уравнение (7), мы 
получаем затем в $ 7 функциональное уравнение для функций ф(х, ^): 


А 
ф (2, ^) со8 ИЛ! = Ё (ол) Ф(2— 4, ^) - \ И (5, (, $)$(5, ^) 4$, (8) 


[=—#] 


где функция И’ (х, Ё, $) строится по функции К (5, 1). Для получения 
дифференциального уравнения вычтем из обеих частей равенства (8) 
ф(х, Л) и разделим на Г. Мы получим 
о в: _ Фи +ь ен х)-+е(#—ь, ^) 
Л хН 
эр \ И (х, 6 $)$(5, №) аз. 


|х—# 


Перейдя к пределу при #—>0, получаем 


1 ея 1 
— 5 $ (т, ^) = 5$" (т, ^) — 59(1) (а, ^), 


Строт ий вывод этого уравнения и точные условия на функцию в (^) см. в 
[9 я 
уз, ч. 
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где мы обозначили 
1 7 х-ЕЕ 
— 59) = Ша И Ь 5) 45. 
+>0 
р 
Существование всех пределов доказывается в 6 7, 
Заметим, что функция 9(5) в уравнении (1) может быть и непосред- 
ственно построена по К (5, #) при помощи следующей формулы, приве- 


денной в $ 1: 


Для приближенного решения поставленной задачи можно использо- 
вать выведенное в $ 2 нелинейное интегральное уравнение типа Воль- 
терра. 

Сформулируем основной результат работы. В работе, в известном 
смысле, даны необходимые и достаточные условия существования урав- 
нения с заданной функцией р(^). А именно, эти условия являются 
достаточными для существования уравнения с непрерывной функцией 4 (5х) 
и необходимыми, если 49(1) имеет непрерывную производную. Доказы- 


вается следующая 
ТЕОРЕМА. Пусть на всей оси задана монотонная функция © (Л). 


Представим ее в виде 


Предположим, что р(^) удовлетворяет следующим условиям: 
1°. Для всякого х >0 существует интеграл 
0 


\ ВИ 4 (^). 


—© 


2°. Функция 
а = об) 


1 


имеет непрерывную четвертую производную. 

Если функция р(^) удовлетворяет условиям 1°, 2°, то существует 
непрерывная функция 4(х) и такое №, что р(») является спектральной 
функцией ураенения (1) с граничными условиями (Т). Обратно, если 
функция 49(5%) имеет непрерывную производную, то отвечающая ей 
спектральная функция р (^) удовлетворяет условиям 1°, 2”. 

По функции с(^) можно судить о степени гладкости 4 (5), а именно, 
если функция @(7) имеет производные порядка п-+ 4, то 4(7) имеет п 
производных. Обратно, можно показать, что если 4(1) имеет п - 1-ую 
непрерывную производную, то а(7) имеет непрерывные производные по- 


рядка п-+ 4. 
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Так как все условия, наложенные на спектральную функцию р (Л), 
относятся лишь к ее поведению на --со, то можно сделать следующий 
интересный. вывод. Спектральная функция р(») на конечном интервале 
может быть произвольной монотонной функцией. Более того, если на 
конечном интервале взять р(^) произвольной монотонной функцией, про- 
должив ее так, чтобы, начиная с некоторого ^>0, она имела вид 
ИИ, то функция ](5, 9), а значит, и К (т, У), следовательно, и 4 (5) 
будут аналитическими функциями. Таким образом можно построить урав- 
нение с аналитическими коэффициентами и сколь угодно плохим поведе- 
нием на конечном интервале спектральной функции р (^). 

Доказательства, приведенные в статье, иногда громоздки, хотя по 
идее просты. Все доказательства значительно упрощаются, если предпо- 
ложить, что для ^>0 


2 ==. 
р(^) = = Ил с (о), 
где 145 (^) |< - <, для случая непрерывного спектра (и аналогич- 


й 
ное этому неравенство для случая чисто точечного спектра). 


В $8 разбирается случай, когда спектральная функция является 
ортогональной спектральной функцией. Это есть аналог так называемого 
определенного случая проблемы моментов. Отметим, что нами в неопре- 
деленном случае указаны все (а не только ортогональные) спектраль- 
ные функции. 

Заметим также, что для случая, когда весь спектр лежит на полуоси 
(а, со), всегда имеет место определенный случай (см. $ 8). 

В последнем параграфе рассматривается классическая задача о соб- 
ственных значениях для уравнения 


у" (^—9(<))у=0 


на конечном интервале (а, 6) и с граничными условиями ва и 6. 
Если обозначить через ф„(х) собственные функции, удовлетворяю- 
щие условиям 


Фи (а) =1, Ф„ (а) =0, 
ь 


и если ^,— собственные значения, а р„ = 9,2 (2) 4х, то полученный 


а 
результат можно сформулировать так: по всякой последовательности 


чисел )„ и р,, Удовлетворяющих обычным асимптотическим  равен- 


ствам, можно построить функцию 4(х). Более подробно см. соответ- 
ствующий параграф. 


$ 1. Некоторые сведения о дифференциальных уравнениях 
второго порядка 


1. Пусть 9(2)(0 <<) есть непрерывная в каждом конечном 
интервале действительная функция. Рассмотрим дифференциальное урав- 
нение 


У’ + (^--9(2))у=0, (1.1) 
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где Х — действительное число. Обозначим через ф, (х, ^) решение урав- 
нения (1.1), удовлетворяющее начальным условиям 


Ф1 (0, Л) =1, фт’ (0, ^) = 0, 


а через ф› (т, ^) — решение того же уравнения, удовлетворяющее началь- 
ным условиям 


Ф> (0, ^) = 0, ф2' (0, ^) =1. 


Далее, обозначим через # произвольное действительное число. Тогда 
функция 
ф (2, ^) = $, (х, Л) - йф, (х, ^) 


есть также решение уравнения (1.1) и удовлетворяет граничному условию 
ф’ (0, ^) — № (0, ^) =0. (1.2) 


Если й =0, то ф (5, ^) = 1 (х, ^). При # = со мы полагаем, по опреде- 
лению, ф(х, ^) =, (х, Л). 

Известно, что для каждой функции 4(5) и каждого фиксирован- 
ного й существует по крайней мере одна неубывающая функция 
р (^) (— < << -+ ©) такая, что для каждой функции }(5) 6 Г, (0, со) 
функции 


п 


Е» (^) = \ 1 (2) (2, ^) 4 
0 


сходятся в среднем квадратичном по мере р(^) к некоторой функции 
Е (^), т. е. 


ео 
Па \ [Е (^) — Е» (^)]? ав (^) = 0. 


—© 


При этом имеет место равенство Парсеваля: 


оо оо 
| Е? (^) ар (^) = 1? (2) ах. (1.3) 
—с 0 


Функция р(^) называется спектральной функцией уравнения (1.1) при 
условиях (1.2). 

2. В этом пункте мы выведем формулы, выражающие собственные 
функции ф(х, ^) уравнения (1.1) через с0зУЛх, и аналогичные форму- 
лы, выражающие соз УЛ х через ф(х,^). Эти формулы рассматривались 
ранее в (4) и (5). Здесь дается новый вывод этих формул. 

Предположим, что существует функция К (1, #) (< 1), имеющая не- 
прерывные частные производные первого и второго порядка, такая, что 


х 
ф (х, ^) = с0з Ул&+ } К (2, 2) со УХ 244. (1.4) 
0 
Выясним, каким условиям должна удовлетворять функция К (1, #) 
для того, чтобы ф(х, ^) являлась решением уравнения (1.1). Дифферен- 
цируя (1.4) дважды по 1, мы получим: 


9+ 
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ф" (, ^) = —Асоз Ул&- = соз Ухх — УХК (т, 2) мт Ул=-+ 


ЭК (х,!) 


| 
кл дт 


сов УХз + \ и 9 соз У ЛЕ 4. (1.5) 
9 


НХ 


Проинтегрируем теперь выражение 


х 
х \ К (2, 1) св Ул! 4 
| 
дважды по частям. Получим: 


х 


Хх \ К (5, сов У маг = Ух эт ха К (х, 1) {+ 


9 


Эк (. 1) те 
А = 
х 


ЭК (5,2) | = 92К {х, {) — 
и. 9 тез 21008 УлЕ а. 


Вставляя это выражение и (1.5) в уравнение (1.1), мы получим после 
приведения подобных членов: 


ный 2) ‚созУ хх + (280 6) Ев 1) в Ух К, 1 эк {= г) 


ый | 


— 4 (2) сов Ухх + ПЕ —2т —-ч@«ка, 9 ] сов УХ: 4 = 0. 


о 
В силу единственности разложения функции в интеграл Фурье-Стиль- 
` тьеса, из последнего уравнения следует уравнение в частных прсиз- 
водных: 


т — 942) К (в, = ЕЙ (1.6) 
и граничные условия 
ОК (т, #) 
вии И 0, (1.7) 
ак (х, х 1 
Ст (1.8) 


Чтобы найти из (1.8) функцию К (5, т), следует знать К (0, 0). Если 
ф(5, ^) представляется` в виде (1.4), то очевидно, что 


ф (0, ^) =1, $’(0, ^) =К (0, 0). (1.8’) 


Поэтому для того чтобы ф(т, ^) удовлетворяла граничному условию (1.2) 
следует положить К (0, 0) = 1. Таким образом, из (1.8) следует 


К (5,5) =й4- + фам (1.9) 
0 


Если функция 4(5) имеет непрерывную производную, то, как известа 
но, существует единственное решение уравнения (1.6), удовлетворяющее 
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условиям (1.7) и (1.9). Поэтому функция К(х,), удовлетворяющая 
(1.4), существует. Решая уравнение (1.4) как уравнение Вольтерра с 
неизвестной функцией соз/ЛЕ, мы получим 


сов Улх=ф(х, ^) — | К, (2, р Ф(ё, ^) 4. (1.10) 
0 
Аналогично предыдущему, можно показать, что К, (5, #) есть решение 
уравнения 


ОИ (т 92К, (х, 1 
а 


удовлетворяющее условиям 
(С Е ВК, и, 


9: 0. 


К. (= (2) ах. 
0 
Ясно, что формулы (1.4) и (1.10) имеют место и при ^< 0. 

Далее, из формулы (1.4) видно, что, зная К (х, #), мы будем знать 
собственные функции ф (5, ^) уравнения (1.1), а значит, и самое уравне- 
ние, так как 
$” (2, ^) 
$ (2, ^) ` 


3. Рассмотрим теперь отдельно случай й = со. Положим 


^—9(2) = — 


зт И лё 


зт Улх 
Ух 


0 


ф(х, ^) = 4. (1.4%) 


Рассуждая так же, как и прежде, мы получим для Г, (х, 2) уравнение 


921, (х,1 931, (‚а 
О (а) Е (а, = 729 
и начальные условия 
(а). =0, 
Й х 
[(х, 1) = 5 (ч (х) ах. 
9 е 
Решая уравнение (1.4’) относительно неизвестной функции А", 
мы получим 
АЕ № — (24 (=. 04. №4 (1.10’) 


0 


Таким образом, мы получили формулы, аналогичные формулам (1.4) 
и (1.10). При этом функции Г (1, 2) и Г, (х,() обладают теми же свой- 
ствами, что и функции К (х, 1) и К, (1, 1). 

Мы предполагали в пп. 2 и 3, что функция 4(2) имеет непрерывную 
производную. В этом случае функции К (т, {), К, (7, 1) из п. 2 и авалогич- 
ные функции из п. 3 имеют непрерывные вторые производные. Если 
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предположить, что 49(1) просто непрерывна, то можно поступить сле- 
дующим образом. Аппроксимируем 4(2) последовательностью функций 
4» (2), имеющих непрерывную производную. Соответствующие им функ- 
ции К, (5, ё) имеют непрерывные вторые производные и сходятся к функ- 
ции К (5, #). Сама функция К (т, {) заведомо имеет первые производные, 
но может не иметь вторых производных. Однако построенные по К (т, () 
функции $(5,^) имеют вторые производные и удовлетворяют уравне- 
нию (1.1). Действительно, 


Фп” (2, ^) + (^ — 4 (1)) фт (х, ^) = 0. 


Так как А»„->К, то ф„ сходятся равномерно по х к ф(<, ^), а зна- 
чит, и ф„'(т,^) равномерно сходятся, т. е. ф(х, Л) имеет непрерывнуг` 
вторую производную и удовлетворяет уравнению (1.1). 


$ 2. Вывод нелинейного интегрального уравнения 
1. Рассмотрим сначала случай # -Е сю. Интегрируя обе части фор- 
мулы (1.10) от О до х, мы получим, меняя порядок интегрирования, 


ева — \ Ф (Е, ^) 4 к, аи = 
0 


1 


ф (Е, [1 — к, да аи 41. 


Зафиксируем в этой формуле х. Тогда написанное равенство озна- 


зв УИ лх* 


У есть преобразование Фурье по собственным функциям 


уравнения (1.1) следующей функции от 1: 


и К (и бац сх, 


|0, фи. 


чает, что 


Из равенства Парсеваля (1.3) следует 


Но Г р ыы у 
и Е 
0 


л 
ы у и 25 1 у 
ы \“— \ 4 А, (и, 04 — \ к, а + 
0 [о | 0 | 


и к У 
+4 |, (и,6) аи \ К, (о, ао. 
| 


{ 


Если в последней формуле положить, в частности, х = у, то мы поиу- 


ь зт ИХ. 
* При 7. < 1 под а следует, конечно, понимать ЗВ [| 
[| 
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чим (так как правая часть равенства имеет смысл), что при каждом 
х>0 существует интеграл 


0 
УГ 
Уи = 42 (^), 


—© 


а значит, и интеграл 


0 
) св Ух! 246 (^). 
—© 
Этот факт был уже ранее отмечен В. А. Марченко (?). 
Перейдем к выводу интегрального уравнения для К, (х, у). Так как 


х 


зв Илх — 
о = \ со ИЛЕОЕ, 
ву \ у 

0 


то из формулы Парсеваля для обычных итегралов Фурье следует (у < х) 


у 


\ 4—2 ( Уи аи». 


п 
0 


Поэтому (у< 7) 


< у х 


Е (ту = \ И рае (4 к, (=, 4 — 
р. Е 
у у ух у 
‚> \4 \ к, (и, Даи-+ м“ к: 2) 4и к, (дао, — (2.1) 
0 ! 0 Е [ 


где 


ее ЗИ ак; 
в (^), И 


в (^) = 


Тан как правая часть равенства имеет смешанную производную, то су- 


ществует Е и, дифференцируя обе части равенства (2.1), мы по- 
лучим для К, (т, У) нелинейное интегральное уравнение (у < т): 
беды = 1 (г, У) = — К, (в, + АЦ» 2) К, (9, 2) 4. (1) 
9 
Под Е(х, У) мы понимаем 
И т т = Улу 95 (^). (2.2) 


В случае, если с(^) ведет себя на -- со достаточно правильно (напри- 
мер, уаг [с (^)] < + 5), }(х, у) можно непосредственно задавать формулой 


-Нсо 


7(@,. 9). = и = \ со5 ИХ х.соз УЛу ас (^). (2.2') 


—© 
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Так как К, (1, 2 — 0) — непрерывная функция и } (5х, у) = / (у, 2), то 
из уравнения (1) ‘следует, что функция ] (х, У) непрерывна для всех зна- 
чений аргументов. 

Пусть = — произвольное положительное число. Из формулы (2.1) сле- 
дует, что равномерно в каждой конечной области существует предел 

Р(иь ут Рив у Р@ету -оР@ ву) 


Па ЦЕ? 
=>0 


+ = 
92Р - зтеУЛ \2 = = 
И \ о с0з УХ х соз УЛуас (^). 


В частности, полагая х= у, мы получим равномерно в каждом ко- 
нечном интервале при => 0 


те дух ] 
\ Е 08? ИХ х ас (^) = о(:). 


--со 


При 5 =0 мы получим 


ебу о) 


—со 


Из последних двух равенств следует, что равномерно в каждом конеч- 
ном интервале 


со 
\ ми. СУ УХ гс (^)=о (<). (2.3) 
Условие (2.3) играет в дальнейшем важную роль. 


2. Аналогично выводится интегральное уравнение для й = со. Инте- 
грируя обе части равенства (1.9’) в пределах (0, х), мы получим 


1 — соз УХ: г, 
- АЕ 9 ^) Ф (х, а, 
0 
где 

— \ Г, (в, в) аи, з 

Фин = 1 (и, 2) 4 ё<х 
|0, в 

Поэтому из равенства Парсеваля следует (ух): 
со 5 = у у х 

(1 — созИха) (4 — сов ИХ 
\ ое КУ) = \&— а 2, (е, ап — 

—с© 0 0 { 


у и у 
ы 4 |, (в, 0 а н а (и, 1) ) аа 1 (о. г) ах. 
1 ( 


> 
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Так как 


© в. >. 
| зт У лЕ НВ у 


_ 
0 


’ 


то из формулы Парсеваля для обычных интегралов Фурье следует, что 
при у<х 


у со 

_ 2 С (1 — сов УХ2) (1 — сов УХ. , 
1% | о, 
0 


2 
0 
Поэтому 
со 3 3 у х 
Е (х, у) = \ ЕЕ —. 4 2 41 — 
—< 0 { 
у у у х у 
к 4 \^, (и, аа + 4 |2, (и, 1) аи \ Г: (о, д ао, 
0 ! 0 1 1 
где 


2% 
р) —з=^^, ^>0 
Р (^), л< 0. 
Рассуждая, как в п. 1, мы получим для [Г,1(5, У) нелинейное инте- 


гральное уравнение (у < т): 
у 


== У 11 (2,9 4,04. 


0 


9*Е (2, у) 
дх ду 


Вместо условия (2.3) мы получим условие, что при => 0 


ее) 


-- = хе 
: 2уУ 1 зу Еы й 
ее 400) = 04°) (2.3, 


—© 


равномерно в каждом конечном интервале. 


$ 3. Вывод линейного интегрального уравнения 


Для функции К (2, 2), переводящей сов Ух вф (2, ^) [формула (1.8)], 
мы выведем основное для дальнейшего линейное интегральное уравнение. 
Его легко получить из нелинейного уравнения. Однако мы выведем его 
непосредственно, так как в дальнейшем (при построении К (т, 2) по р(^)} 
мы будем пользоваться приведенными ниже рассуждениями. 

Это уравнение имеет следующий вид: 


Ре уу + | Ка) Ка.у=0 (<, 0) 
0 


где функция /(5, у) определена в предыдущем параграфе. 
Перейдем к выводу этого уравнения. Докажем предварительно, что 
для 65 у а< т функции 
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190. ^) 4! и | соз /ХЕ4 


о 


ортогональны по мере р (^), т. е. что 


= [6 2 [фоожужии 40) = 


(3.1) 


Для вывода (3.1) выразим соз ИЛ через ф(#, ^) по формуле (1.10): 


у 
й (6, у) = |] со ИУлём = 


ь 


— Го, №4 — та СК, (1,5) 96° Х) а&= 
[2] [о 0 : 


а 


0 


[2 У у У 
фл) — 2 (5, ^) 4 К, (6 5) 4 — 2 (5. ^) @ } К, (@, 5) ае. 
ь ь 5 


Поэтому функция #(6, у) есть преобразование Фурье (по функциям 
Ф(Ь, ^)) функции, равной нулю вне интервала (6, у). Так как интер- 
валы (6, у) и (а, т) не перекрываются, то, в силу равенства. Парсе- 


валя (1.3), [=0. 


Для вывода интегрального уравнения (П) выразим теперь в равен- 


стве (3.1) ф(Ё,^) через соз УХЕ [по формуле (1.4)]: 


о, ма = феозухеа + [озу [кеш 


а [#3 


+ {сое Ул; 45 | К (Е, $) а. 


а $ 
Поэтому 


< 


[= 1 | [254 [о Ихь 4+ |460) ЕВ 


+ 
= \ [ох К (ё, $) аг-+ 


> ° 
х 


0 


+ {созУХза к ($ у | соз УХ “| а (^) =0. 


а $ 


В силу формулы Парсеваля для обычных интегралов Фурье, 


ЗА[ухыа] [== Ухза |а(/ =0. 


Вычитая из равенства (3.1”) равенство (3.2), мы получим 


(3.1) 


(3.2 
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> гх у +25 а 5 
соз УХ за с05 УХ 4$ | 4 (^) + Лз 4$ | К (#, $) а 
| ь | || 0$ 54 [Их | ($) аЕ- 


—© а [2] 


х 


+ \ со УХ 5 45 (к (Е, 5) 4 | | сов Улз 4 в (^) + 


а 


+ [уха 45 к 5) а - (сов ИХ 45 (к, 2 
о [#2 


0 а з 


у и Пе их 
| а Уз “| а(\")= ( ($10 Уха — зв Ул р у— зтУХЬ) 4в (^)-+ 
+2 га р 53 х в Хх 
+ } [[о5Ухз4 } К (Е, $) ЧЕ -{ } 08 Уз 45 | к, Я . 
—©<е 0 а 8 
у ие Е у х 
| фезух» а | а 09+ | & К (2, $) &=0. Е 
ь ь а, 
у 2 
Определение с(^) см. в предыдущем параграфе. Слагаемое \ 45 к (,5) 4 
Ь а 


получилось здесь применением равенства Парсеваля для обычных инте- 
гралов Фурье из последнего слагаемого левой части. 
Положим, как и ранее, 


оо : и р ее 
Ре, у = ( И 4 а 


—© 


Если выражение для Р(х, у) можно было бы дифференцировать под 
знаком интеграла, то интегральное уравнение (П) получилось бы непо- 
средственно из (3.3) дифференцированием. Чтобы не накладывать на 
с (^) лишних ограничений, поступим следующим образом. Положим 


Уравнение (3.3) можно переписать в виде 


Е (т, у) — Е(х, 6) — Р (а, у) НЕ(а, 5) + 


+1 Н (5, 5) сов УХ де] оз Улз & 4в (^) + | 43 | К (6 5) 4 =0. 


—с "0 ь ь а 


(3.4) 
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9Н : 
Так как Я (1,2) =Ои —— ограничена, то, интегрируя по частям, мы 


9$ 
получим 


Е(х, у) —Е (1,6) — Р(ау- ЕР (а, 6) — 


х 


ее о. + кс, $)@=0. 


95° Ух Ух 


— [2] а 
Меняя порядок интегрирования, найдем 
Е (1,9) —Р (1,6) — Р(а, у) + Е(а, 6) — 
х у ве 
м, Ш (5, 5143 + \ & \ куш -0. 
0 >: 


Интегрированием по частям получаем равенство 


9$ 


Поэтому имеет место следующее уравнение: 
Е (5, у) ИЦ, 5) — Е (а, у) + Р (а, 5) НЕ 


х у х 
Г ОЕ ($6 
+ (5) М в + \ 45 (к) = 
0 ъ а 
Меняя порядок интегрирования, легко установить, что 

х х { 

бе Г 9 [27 у) в ]4 = ик г) [27 3) 2 та 
0 а 0 


Поэтому из уравнения (3.5) следует уравнение 
: х 1 
+ а ке [ее — о а я ге $) 4 = 


0 ь а 


Дифференцируя последнее равенство по х и по у, мы получим 


З х 
де + + Ку) = 


0 
П 92Р 
олагая ба 71(х, у), приходим к интегральному уравнению: 


Ле, у) + \ К (т, 5) 1.) & + Ка.) =0 (у<®). 


0 


к [РУ — (5,6148 = — (25) ен _ 92 ($5) 44. 
ы 0 


(3.5) 


] 4. 


(1) 


При каждом фиксированном х уравнение (11) есть линейное уравнение 
Фредгольма с непрерывным симметрическим ядром } (5, у) и неизвестной 


функцией К (5, у) (х — фиксировано!). 
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$ 4. Исследование линейного интегрального уравнения 


1. Начиная с этого параграфа, мы будем заниматься обратной задачей, 
а именно, построением дифференциального уравнения 


У’ + (^—9(2)) у=0 


по спектральной функции ф(^). Мы получим условия на функцию р (^), 
которые достаточны для того, чтобы существовало дифференциальное 
уравнение с непрерывной функцией 4 (5х). Эти условия являются также 
необходимыми, если потребовать, чтобы функция 4(5) имела непрерыв- 
ную производную. 
Эти условия следующие: 
1°. При всяком х существует интеграл 
о —— 
ФО. 


—со 


2. Положим р (^) = = Ул (А) длях>0 и р(л) = (А) для < 0. 
Требуется, чтобы функция 
а (1) = | А д (4.1) 


1 


имела непрерывную четвертую производную. 
Из условий 1°’ и 2° легко следует, ‘что функция 


и 
Е (=, у) = лети а (р) (4.2) 


—© 


имеет непрерывные четвертые производные. 

Заметим, что, обратно, из дифференцируемости (4.2) следует диффе- 
ренцируемость (4.1). 

Необходимость условия 1° была доказана ранее. Если 4(5) имеет 
непрерывную производную, то К(х, ) имеет непрерывную вторую 
производную. Из нелинейного интегрального уравнения следует, что 
[(х, у) имеет непрерывную вторую производную, а значит, функция Р (5, у), 
определяемая формулой 

к < 
И | эт Ул а Улу ба 0 


=.) 


имеет непрерывные четвертые производные. 
В силу условия 1°, 


| эт На .4в (^) . 
1 


имеет также четвертые производные. Отсюда следует, что а(5) также 
имеет четвертые производные. 
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Ясно, что и, обратно, из условий 1°’и 2° следует, что Р(х, у) имеет 
непрерывные четвертые производные. 


Мы исключим пока из рассмотрения случай, когда спектр — чисто 
дискретный, стремящийся к -{- со. Этот случай будет отдельно рассмотрен 
в 58. 

Так как, по условию, }(х, у) — непрерывная функция, то 


Е Р(х + ву- =) — Р(х— в, у + =) — #(х + ву—е) + Е (5х—ву— =) _ 
Е ие они со 


=—0 


т: = 2 
= Ни \ | с08 УХ хсоз/Хуас (0). (4.3) 
ЕЛ 


Как показано в $ 2, отсюда следует, что при =->0 равномерно в 
каждом конечном интервале изменения х 


О > 
\ = - № оз ИХ ав (^) = о (=). (4.3') 


Пе- теореме о среднем значении, для ^<_ 0 имеем 
зт ИЛ о 
Поэтому 
а Улё\ * — ° = —__ 
ев. сов Иа ар (^) =` \веУхее-ву х | 24р(^) Ао 


равномерно в каждом конечном интервале. Отсюда равномерно в каждом 
конечном интервале при =-> 0 


и ух 
ее воз Ил=4р (^) = о (=) 


и, значит, в силу (4.3'’), при => 0 
С ша УХ = 
еж сов УЛ хас (^) = о (=) (4.4) 


0 


равномерно в каждом конечном интервале. Условие (4.4) играет в по- 
следующем существенную роль. 
Нам понадобится далее неравенство 


| -ы < ‘00, &а 0. 


а 


Докажем его. Полагая в (4.3) х=у=0, имеем: 


( (ее 4в (^) =0(1). 
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В силу обычного равенства Парсеваля, имеем 
со Ух 
2 эт Ул=\2 ке. 
— \ (-———) аУл=еЕ;* 
п °( У ^е ) у ь 
0 


Поэтому для р(^) получаем 


со 


ее ‘ар == +044). 
0 


т ЕЙ Л. 2 
УХ 


Так как для =Ул< ы 


Таким образом, 


в (>) 20) < (1+0) 


и, значит, 


Отсюда легко следует, что сходится. 


^) < и 
и. 


2. Пусть задана функция р(^), удовлетворяющая условиям 1°и 2° и 
имеющая бесконечное число точек роста на каком-либо конечном интер- 
вале. Построим по ней функции 


а Ух 92Е 
7 \ — У — 
Р(ьу)= \ - 4 (^) и 19 = дат. 
Имеет место следующая 
ТЕОРЕМА. При фиксированном х интегральное уравнение 


(ву) + \ 14) К) & К (ву) =0 (4.5) 


о 


относительно неизвестной функции К (1х, у) имеет решение и притом 
единственное. 

Доказательство. Как известно, для разрешимости уравнения (4.5) 
достаточно, чтобы однородное уравнение (5 фиксировано) 


х 


в ие) =0 (4.6) 


0 
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не имело решения, отличного от тривиального. Для этого докажем, 


что квадратичная форма 


1) = лее (дазву + {ев (4.7) 
оо 


0 


для любой функции 8 (у), не равной нулю. 
Предположим сначала, что $ (у) (0 <у< т) такова, что 
1) 8(2) =0, | 
2) г'’(у) непрерывна для 0 < ух т. 
Так как } (у, 5) = : то, интегрируя в (4.7) первое слагаемое по 


частям, мы получим 


ду 95 ' 


вау + \ | Ру, 5) 9 99 6) 44 = 
бо 
х +Есо са Е. 
зт Илу зт И 2$ Ме 

Ри 8’) | М. ар) 

р Се зтИлу. зт У 25 р 
211% )=' (5) 4у 45 \ и ЗЕ а(у») = 

оо 


=> оо 
вау + 60) 4) — | са», 
0 


—© 


| 
Фен 


где 


С (^) = \ ий: (ф)аё = сов ИА 1-8 (04. 


0 0 


В силу равенства Парсеваля, для обычных интегралов Фурье 


и сах = “чу. 
0 0 


Поэтому 


о 
1 (8) = \ С? (^).ао (^). (4.8) 


Покажем, что из [ (2) =0 следует в (1) =0. Так как 


х 
С) = сов в (0 4, 
0 
то она есть целая аналитическая функция экспоненциального роста 


относительно ^. Поэтому С (^) может иметь лишь изолированные нули 
с предельной точкой на со. Если р(^) имеет на каком-нибудь конечном 
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интервале бесконечное число точек роста, то из равенства 1 (2) =0, в 
силу (4.8), следует, что С (^) =0, т. е. 


х 


}еовИХ2в (04 =0 


0 


и, значит, р (1) =0. 

Пусть теперь в (у) — непрерывная ограниченная функция, не удовле- 
творяющая условиям 1) и 2). Пусть 8» (у) при п->оо в среднем квадра- 
тичном сходятся к &#(у) и удовлетворяют условиям 1) и 2). Легко видеть, 
что 

Па 1 (в) = 1 (8). 


п—> со 
Поэтому 


Зоо 
1 (в) = Нм \ 6? (^) 4 (0), 


—© 


где 
Си (^) = \ 8 (У) 08 Улу ау. 


0 


Так как 2„(у) сходятся в среднем к # (у), то С„(^) сходятся равно- 
мерно к С (^). Если Г[ (#) =0, т. е. 
+ со 
| 6,2 (2) 4 0) 0, 


—с© 


то, так как подинтегральные функции неотрицательные и стремятся к 
пределу, это возможно лишь при С (^) =0. Отсюда, как и раньше, мы 
получаем, что & (1 = 0. 

Покажем теперь, что однородное уравнение (4.6) имеет лишь тривиальное 
решение. Действительно, пусть р (2) есть решение уравнения (4.6). Умножим 
его на &# (у) и проинтегрируем от 0 до х. Мы получим /[ (8) =0 и, значит, 
2 (у) =0. Итак, мы доказали, что линейное уравнение (4.5) разрешимо. 

Так как, по предположению, }(х, у) — непрерывная функция, то из 
уравнения (4.5) следует, что при каждом фиксированном х функция 
К (х,у) по переменной у непрерывна для у«<х. Далее, из того же 


дт 
уравнения следует, что если существуют непрерывные производные р. 7. 
у 
1 . 97К (т, 9) 
(г=1,2,... , п), то существуют также непрерывные производные ЕР, 


3. Исследование поведения функции К (5,9) по первому аргументу 
проводится несколько сложнее. Воспользуемся для этого следующей 


леммой. 
ЛЕММА. Пусть дано интегральное уравнение 


1 
в (2, а) =й (т, а) | ) Я (2, у; а) й (у, а) ау, (4.9) 


0 


З известия АН, серия математическая, № 4 
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в котором ядро и свободный член в (5, а) являются непрерывными функ- 
циями параметра а и независимых переменных. Тогда, если при а = а% 
однородное уравнение имеет лишь тривиальное решение, то в некоторой 
окрестности точки а = а, решение # (х, а) есть непрерывная функция х иа. 
Если же Н и © имеют п непрерывных производных по а, то столько же 
производных по а имеет й (т, а). 

Доказательство. Положим 


Н (х, у, а) =Н (5, у, ао) + Н, (5, у) = Но + Нт, 


причем |Н, (5, у) | <е, если а находится в некоторой достаточно малой 
окрестности точки а,. Уравнение (4.9) можно символически переписать в виде 


= НР=А+ НН. 


Применяя к обеим частям последнего равенства оператор (Е + Но) *, 
мы получим 


(Е +Н)*в=й- (Е+ Н.Н. (4.10) 


Так как норма оператора (Ё -{ Но) *Н, может быть сделана сколь угодно. 
малой, то уравнение (4.10) можно решать методом последовательных 
приближений, и лемма доказана. 

Применим теперь доказанную лемму к уравнению (П). Исследуем 
окрестность некоторой точки 2. Заменим в уравнении (П) $ на 55 и у 
на ух. Мы получим уравнение 


1 
1 (у, уз) +2 | К (т, 2) 1 (52, ут) 45 + К (у, уг) =0, 


0 


т. е. интегральное уравнение с ядром т 7 (5%, ух) и свободным членом 
1(х, ух), зависящим от параметра т. Так как (т, у), по условию, — не- 
прерывная функция, то из леммы следует непрерывность функции КА (5, у) 
по совокупности переменных. Далее, из той же леммы следует, что 
К (х, у) по переменной 2х имеет непрерывные производные того же порядка, 
что и / (5$, У). 

4. Чтобы доказать разрешимость уравнения при # = со, полагаем 


{оо их 2 
Е (т, у) = \ (1 — соз ве лу) 4е (^), 


—с© 


где 
г); если ^>0. 
д е (^), если ^<0 
и 
О 
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Г. (т, у) удовлетворяет такому же уравнению, что и К (х, у). Вместо равен- 
ства (4.4) мы имеем 
\ эт Ул  зт?=Улх 


з 4 (^) = 0 (е) (4.4) 


0 


равномерно в каждом конечном интервале изменения переменной х. 
Вместо С (^) мы вводим 


Н (^) = и а. 


0 


В остальном доказательство проходит без изменений. 


$ 5. Вывод равенства Парсеваля 


1. В предыдущем параграфе мы показали, что для заданной монотон- 
ной функции ©(^), удовлетворяющей условиям 1” и 2°, существует ре- 
шение К (5, #) линейного интегрального уравнения (4.5). Точнее говоря, 
для разрешимости этого уравнения достаточно условие 2° заменить более 
слабым — существованием у функции Р(х, у) непрерывной производной 
(2.5) = о . При помощи функции К (т, {) можно построить функции 
Ф(х, ^) по формуле 

х 
ф(х, ^) = сз Уля -+ ) К (х, #) соз УЛ 4. 
0 

В этом параграфе мы докажем, что функции ф(х, ^) являются ‹орто- 
гональными и нормированными» функциями с весом р (^), т. е., точнее 
говоря, для них имеет место равенство Парсеваля в том виде, в котором 
оно сформулировано в $ 1, п. 1. Мы при этом опять не используем 
полностью условия 2°, а будем предполагать, что }(х, у) = а имеет 
непрерывные производные первого порядка. 

Перейдем к доказательству равенства Парсеваля. 

Докажем сначала, что функции 

х У 
р, (^) = \® (6, ^) ЧЕ и и (^) = \Ф(6, ^) а 


а ь 


в случае, если интервалы (а, 2) и (6, у) не перекрываются, ортогональны 
с весом р (^), т. е. докажем равенство 

со 

0) №, 0) 4) =0. (5.1) 


—с© 


Не нарушая общности, будем считать, что $ <у<а< т. Проводя в 
обратном порядке рассуждения, приведшие нас в $ 3 к линейному 
интегральному уравнению (1), получим 


3= 
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Е (Ел) 4] Г с0з Ул :.4: | 46 (^) =0, 5<у«а<я, (5.2) 
а ь 
причем 


ь { 
Ф (&, ^) = воз УЕ ) К (&, $) соз УХ 345. (5.3) 
0 
Покажем, что из формулы (5.2) следует` нужное нам равенство (5.1): 


ыы [24 54] [96 ^) 4Е ] р (^) =0. (5.4) 
В самом деле, из формулы (5.3) следует 


у ь 2% у 
(ФС, ^) 4 = ) 03 Ух 4Е + | соз УХ $ 4 | К (ё, 5) а 
ь [:) 0 ь 


у у у м. у е. 
= | соз ИЛ 5 4 \ К (6, $) @& = } сов УХ г -+ Я (5, у) соз УХ $ 4$, 
ь 8 


[- 
> 


где функция 


К (1, $) 44, О<$5<Ь, 
К (Е, $) 5 <8<у 


ЭН 
непрерывна и имеет производную >. 
Е 
Подставив полученное выражение для С Л) аё в левую часть (5.4) 


ь 
и воспользовавшись равенством (5.2), получим 


+ < 


_) [0 (1, ^) 4] [е (2) @ 4 (0)= 


= Ге, ^) @ [из сов УХ #41] 4р (^). 


0 


Покажем теперь, что последний интеграл равен нулю при всяком 
фиксированном у< а. Для этого опять воспользуемся равенством (5.2). 

Пусть Р (5, у) (5 < у) — какая-нибудь функция. Заменим в формуле 
(5.2) 6 на $, умножим обе части на Р(5, у) и проинтегрируем по у в 
пределах 0, у. Мы получим (меняя порядок интегрирования) 


26. ^) а] ПР, у) аз (соз УХ 14] ао (^) = 
—© а 0 5 
=-55 х у 

= \ [12(*, ^) а 1еозух ие у) 45| 4 (^) =0. 
—© а 0 
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Полагая 
Н (у) = р У) 45, 
че: 
°. =Р(ь У), 


мы получим (5.4). 

Условие (5.4) есть условие ортогональности для преобразований Фурье 
характеристических функций неперекрывающихся интервалов. Для того 
чтобы получить равенство Парсеваля для ступенчатых функций, следует 


еще показать, что для любого интервала (а, 6) («< 6) имеет место ра- 
венство 


) [1$2(4,^) 4 49 () =Ь— а, (5.5} 


являющееся равенством Парсеваля для характеристической функции 
интервала (4,6). 

Покажем сначала, что имеет место более слабое условие: если 6 — а -> 0 
то справедливо равенство 


-Н со 


“ [2 ^) 42 |? ар (^) = —а-0(6—а), (5.6) 


— 02 


которое естественно назвать условием нормировки. Положим 6 =&а- в, 
а =я— =. Вначале мы покажем, что 


0 «-= 
| [ | Ф(Ё. Л) 4 |" 49 (\) =о (=). (5.7) 


Так как, по условию, для всех х>.0 


0 
| вИТе4е 0) < 


—©< 


то, в силу формулы (5.3), для всех 2 


0 
} 2 (40 (©) <. 


Поэтому, в силу неравенства Коши-Буняковского, 


0 а--= а-= 0 
$ [1246 ^) 44] 49 0) <2в \ (197 (6 ^) 4 (^)) @& =0 (=?) 


и притом равномерно по & в каждом конечном интервале. Таким образом, 
для доказательства (5.6) следует показать, что 


со а-е 
\[ | Ф (6 ^) 41" 4 (^) = 2+0 (®). 
0 


и—= 
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Мы имеем для ^>0 


&--= а- = а--= 
ел = \ соз ИХ Е а + \ а \ К (Е, $) соз ИЛ $45 = 


1 
&и—= я—= &—= 0 
г 
0 


а--= а--= 
те Ха ` УЛ К (6, р о — ЭК (6 $) 1 а = 
| с0$ —- О У (Е, ) — 5] 
&-+-= 
О (=) 
= [4 с 
\ соз ИХ Е 4ё + Ух 
Поэтому для ^>0 
—. 2 Ге Е эт УХ = © 04. 
[} 26,54] =[} ов Иж] =. ов УХа у Е 


В силу ограниченности ф (&, Л) для любого ^ >> 0, 


У 26.440 069. 68 
0 ме 
Далее, мы имеем 
| (#, ^) 4] 4 (^) = у 03 Их :41 4 (^) + 


4 (^ 


+О (=). туд е. 608 Уха -— + О(< 5) (5.9) 


а 


Так как (см. $ 4) 


то при =->0 
п ИХе- сов УХ а. 46—01) 
а 
и притом равномерно по «. Из (5.8), (5.9) и оценки (4.4) следует: 


а--Е 


Е 
\ сов УХ #41 4$ (\) о(=) = 


со а-= 


У} ® у] 5 }[ 
-И 


т. е. условие (5.6) доказано. 


&—Е 
5 


+ 
в соз УЛ Е. и] `@ Ул+ 4 ы У р Ул ав (^) + о (=) = 
в 0 


2= Но (е), 


а 
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Покажем теперь, что из условия ортогональности (5.4) и равенства (5.6) 
следует равенство (5.5), т. е. равенство Парсеваля для характеристиче- 
ской функции интервала (а, 6). 

Пусть (а, 6) — произвольный фиксированный конечный интервал. 
Положим 

а=4<а<а,<.- аи и =б, 


тах (44-1 — а+) >0 при п-> со. 
1<<п 


В силу (5.4) и (5.6), 


оо опт 4 


| Г Ф(Ь ^) 4 "а ()= { [Хх } ®(, 4] 40) = 


—© —02 1=1а;—1 


п Но _ @4 


= ) [] а? 460) = УЦ д о (а) >в. 


2=1 —© @а;—1 4=1 
Так как левая часть в последнем равенстве от п не зависит, то, переходя 
к пределу, мы получим (5.5). 
Теперь уже легко доказать равенство Парсеваля для любой ступенчатой 
‘функции. Рассмотрим ступенчатую функцию ](2), заданную формулой: 


7) =@р для аа (= та =а а, =0), 
1 (5) =0 вне интеграла (а, 6). 


Из (5.4) и (5.6) следует: 


.—_ 
к 
Вес 


о п ь 
(2) 9 (2,2) а] 4р () = Ма? (и —ф а) = | (4. 
1 а 


Таким образом, нами получено равенство Парсеваля для ступенчатых 
функций. Так как множество ступенчатых функций плотно в Г. (0, со), 
то равенство Парсеваля имеет место для всех функций из Г, (0, оо). 

Итак, нами доказана следующая 

ТЕОРЕМА. Пусть функция р (^) удовлетворяет условиям 1° и 2254 * 
и К (т,у) есть решение интегрального уравнения (П). Положим 

х 


ф (2, ^) = созУлх + ) К (5, #) соз УХ. 


0 
Тогда для каждой функции }(1)Е Г» (0, со) функции 


п 
Ри (0) = {1 (1) 9 (2.2) 4 
0 
при п—> со сходятся в среднем квадратичном (с весом р (^)) к некоторой 
функции Е (^) (обобщенное преобразование Фурье функции 1(х)), т. е. 
+ оо 
Пт \ [Е (^) — Е (^) 4 (^) = 0. 


п—> со 
—©< 


* Достаточно, чтобы функция а(2) из условия 2° имела три производных. 
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При этом имеет место равенство Парсеваля: 


со 


Трофо {ло 
—< 0 


Если 8 (1) 6 Г, (0, ©) — другая функция и С (^) —ее преобразование 
Фурье, то 


+ Ук. 
(90) 6 (4) 4 0) = {1 (@) в (@) а. 
— со 0 


Аналогично можно получить равенство Парсеваля в случае Й = со. 

2. Равенство Парсеваля равносильно сходимости интеграла Фурье в 
среднем квадратичном. Во многих случаях необходимо иметь признаки 
равномерной сходимости интеграла Фурье. Докажем следующую теорему: 

Пусть }(5) — непрерывная функция. равная нулю вне некоторого ко- 
нечного интервала (0, а). Положим 


а 


Е) = { 1) 9,2) аз 
0 
и допустим, что интеграл 


+ 
ЕО) е(® >) 4 (2) 
для всех х>0 сходится абсолютно и равномерно в каждом конечном 
интервале и, следовательно, представляет непрерывную функцию. При 
этих предположениях 
= со 
1) = | Е()э(е,) 420). 


Доказательство. Положим 


п 


1, (2) = | Е(л) (2, ^) 40). 


—п 
В силу равенства Парсеваля, 


со 


И \ [1 (=) — №, (=)? аз->0. 
36 


Следовательно, и подавно для Ма 


ке 
По \ [1 (2) — 1» (2)? ах = 0. (5.10) 
"—> со 0 


По предположению, й„ (5) при п -> со сходится равномерно в каждом 
конечном интервале к некоторой функции # (2). Поэтому в (5.10) можно 
перейти к пределу под знаком интеграла, и мы получим 

м 


\ [7 () — 1 (У? ах = 0. 


() 
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Так как } (2) и # (5) — непрерывные функции, то из последнего равенства 
следует 


1(2) =# (т), 


что и требовалось доказать. 


$ 6. Вывод дифференциального уравнения для ф(х, ^) 


В предыдущих двух параграфах мы по функции р(»), удовлетворя- 
ющей условиям 1°’и 2°684, построили систему функций ф(х,^), для 
которой было доказано равенство Парсеваля. Эти функции были построены 
по ядру К (5,2) при помощи формулы 

х 
ф(х,^) = созУхх- | К (+, 5) соз УЛ $ 45. (6.1) 


0 
Наряду с уравнением (6.1) нам понадобится также его обращение: 


со Улх=ф (5, ^) — К, (2,5), ^) 4. (6.2) 
0 


Мы доказали, что при выполнении условия 2° функция К (х,), а следо- 
вательно, и функция К, (5,) имеют непрерывные вторые производные. 
В этом параграфе мы докажем, что функции Ф(х,^) являются собствен- 
ными функциями дифференциального уравнения вида 


У —9(2)) у=0, (6.3) 


где функция 4 (5) непрерывна, и удовлетворяют определенным граничным 
условиям в нуле. Для этого мы раньше получим некоторое функциональ- 
ное уравнение для функции $ (5х, ^), из которого мы дальше уже сможем 
получить дифференциальное уравнение (6.3) для ‹(х,^). Умножим для 


этого обе части уравнения (6.1) на соз УХЕ. Мы получим 
Ф (2, ^) со ИУхё= 2: [0 УХ (= + 8 -+ соз ИЛ (#—1] + 


Е С | К (5, 5) [соз УХ ($ 8 - соз УХ (5 — 1] 43. 


0 


Подставив справа всюду вместо с0з/Хх его значение из формулы (6.2), 


мы получим 
и: + 
9 (=, ^) вов УЛ = (и ь А) +2@-ь^)] + И’ (2,65) 9 (5, 2)48, (6.4) 
0 


где И (5,5) есть некоторая функция, составленная из функций К (х, () 
и К, (5,1), точный вид которой нам в дальнейшем не понадобится. 
Заметим лишь, что так как К (5,1) и К, (5х, #) непрерывны при & < х, то 
И" (1, 5,5) непрерывна для $ < -(. 

Весьма существенно, что в (6.4) интегрирование фактически ведется 
не от 0, аот |5 —#\. Строгое доказательство этого факта несколько гро- 
моздко. Поэтому предпошлем ему нестрогое рассуждение, из которого 
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видно существо дела. Умножим обе части равенства (6.4) на ф (5%, ^), 
где < я-Ь + х— Ь и проинтегрируем обе части равенства по 4р`^). 
Так как Ф(2,,^) и ®(55,^) для 2, + 2, «ортогональны» по 4р(^), то мы 
получим 


= 25 


И! (5, Ё, 50) = \ ф (т, ^) соз ИЛёф (5%, ^) а (^). (6.5) 


—© 


Отсюда видно, что И’ (5,1, 55) симметрична по переменным хи 5%. Так 
как И’ (х,Е,$) =0 при $, >2-Ь то из указанной симметрии следует, 
что. И (х, Е, 5.) =0 также, если х > 5, Е т.е. 5,<х—. Значит, ин- 
теграл (6.4) можно брать в пределах от х —{ до х-+- Е. Мы рассуждали 
нестрого, так как интеграл (6.5) расходится. Приводимое ниже строгое 
доказательство основано на той же идее, что и проведенные выше не- 
строгие рассуждения. 

Проинтегрируем обе части равенства (6.4) пох и по 1 (< 1). Получим 


у ху 
$ (и, ^) аи | созУло 49 = (2, у; ^) = 51 ®( (и, ^) дач + 
00 


=—3 


(=) 


У 


1 


+ -— . + Пе ,^) 4аиа® шв Я (ии о, фФ(Ё Л) а. 
о 00 0 


Меняя порядок интегрирования, найдем 


НУ 
® (т, у; ^) = (2, у, Ф(ь^) 4 (6.6) 
0 


где 2 (х, у, 2) — непрерывная функция по совокупности переменных. Фор- 
мула (6.6) показывает, что при любых фиксированных хи у й(х, у; ^) 
есть преобразование Фурье непрерывной функции Й (5, у, #), равной нулю 
вне интервала 0, 2 -|- у. Покажем, что при фиксированных х, уи & интеграл 


< 
[и (а, уз) е (0.2%) 42 0) (6.7) 


—© 


сходится абсолютно и равномерно по { в каждом конечном интервале. 
Вначале мы оценим функцию ф(Ё,^). Для ^>.0 мы имеем 


| (1, ^) |< 1+ Икс. < ('), (6.8) 


где а (1} — ограниченная в каждом конечном интервале функция. Поэтому 


при О<л< + со функция ф(Ё,^) ограничена равномерно по {в каждом 
конечном интервале. Для ^< 0 мы имеем 


|9 (6 >) |<ев ИТР (1+ | [К (4,5) 14) аду (69) 
0 


` 
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Для оценки интеграла (6.7) разобъем его на сумму двух интегралов: в 
пределах (— со, 0) и в пределах (0, оо). Рассмотрим вначале интеграл 
в пределах (0, со). Так как функция 


ф (у, ^) = (созИХови = (0,2) в + | (0,2) 40 [ К, (6,5) 
0 0 0 р. 


есть преобразование Фурье функции 


у 
оби |+ | 69 9 <, 


(0, ®_—> 9, 


х (>) = \ (и, >) 4и 
0 
_ есть преобразование Фурье функции 


1, если их х, 
е: = 


0, если их, 
то, в силу неравенства Коши-Буняковского, равенства Парсеваля и не- 


х у 
равенства (6.8), имеем (напомним, что Й (5,у; ^) = )®(и.2) аа соз УХ 949) 
й Й 


Ил (е,у:) [9 62) 145 6) < а 0 ИА, 140) < 
0 0 


—© + оо 
<4(9) \ [#46 (^) =а(0 | |х(®, ^) $ (у, %) [4 0) < 


—<о —© 


= У Ра ЕЙ 4 
< }х’(е,^) 4&0)./ \9(,^) 40) = ‘ву | Ф*(и,о) 4э. Ут, 


—со —< 0 


. откуда следует абсолютная и равномерная сходимость интеграла 

(2, у; ^) + (6) 4%0). 

0 

Теперь рассмотрим интеграл в пределах (— с0,0). Из оценки (6.9) 
следует 
|® (2, у; ^) | < А (2, у) ВУ (#-+ и), 
где функция А (5х, У) от ^ не зависит. Поэтому 
.0 

1% (2, у; ^) [$ (6,2%) [4е (2%) < 


0 — 
<А(а,) а (0) | ВУ + ВУ 14 ©. 


—с© 


В силу условий, наложенных на р(^), последний интеграл сходится. 
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Таким образом (так как, в силу (6.6), #(х,у;^) есть преобразование 
Фурье функции 2), из теоремы п. 2 $ 5 следует 


[+= 
А а. 
КО: ЕрЕ-У. 


Интегрируя 2 (т, у, $) по $ в пределах (0, #), мы получим 
1 
2 (а) = [2(2, 9,5) @& = 


0 
+>, 


. © у { 
= ‚ ^) 4 луа ($, ^) 4$ | 4® (^). 
10 Ф (и, ^) и о 5) я :) о 
По предыдущему, для & >т-+Уу 
921 


56 = (21,9, =0. 


Так как функция 0, (х,у,#) симметрична по переменным хи &‚ то 
92, _ 
5==0 

для х>ЕЁ-У, т. е. для 1<#— У. 

Поэтому, если { находится вне интервала (х — у, х- у), то 
92 "9 (08; _ 9 (98) _ 
да 0\ 0) 9 \ 0). 
Дифференцируя равенство (6.6) по х, мы получим 
1 хх 
(2.2) \ воз Улов = \ 
0 


х— 


97 
5=`$ ($, ^) 45. 
Дифференцируя последнее равенство по &, найдем 
м й х--! 
ф (2, Л) сов УЛлё= 5 [Ф (Ел) + Ф(2—6^)]-+ \ И? (т,,5) $($,^) аз. (6.10) 
х— 
Формула (6.10) позволяет без особого труда получить дифференциальное 


уравнение для функции ф(х, ^). Вычтем из обеих частей формулы (6.10) 
Ф(т,^) и разделим результат на Ё?. Мы получим 


2 Хх 
> созИ лё— 1 +е^)— 20 (2) о (2— Е 1 
Ай + (65) 95,2) 4. 
= 
При {->0 левая часть этого равенства стремится к — 7 Ф(а,», первый 


член правой части стремится к о" (т,^) (дифференцируемость ф(5,^) 
следует из дифференцируемости К), следовательно, существует предел 
х-+ 
Па \ И! (+, 1,5) $ ($, ^) 45. 


х—{ 
Вычислим этот предел. 
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Разлагая функцию ф(х,^) в ряд Тейлора, мы получим 


$ (5, ^) =Ф(т, ^) + (5—2) (2,^) НО(#). 


Поэтому 
хх! 
| Й’ (2,65) ф (5, ^) 48 = 
х—+ 
х4- хН 
—=ф(х,^) ) Й (2, 6, 5) 4 + 9х, ^) | ($ —2) И’ (2,6, 5) &-+0(8). 
2х ХЕ 


Так как для — 1 <;<х-- : функция И! (х, &, $) непрерывна, то при {> 0 


И (1, 6,5) =И’ зв 2) о(1). 
Поэтому* . 
х- хх 
\ И" (2, $) (5, ^) 4 =Ф (2, ^) | ИУ (5, &, $) @& + 
х— х— 
+ 


$ '’(х,^) г ($) [И (2,62) о (1) 45 + о(Р) = 


х= 


х-ЕЕ 
Фа. л) \ И (5, &, $) 43 + о(Р). 
=} 
Таким образом, и 
1 хН 7 х-Е 
= \ У" (2,65) 9(5,^) &=5(а,^). \ И! (2,5) &-о(1). 
д Е 


Так как при фиксированном 51 ф(х,^) не может тождественно равняться 
нулю по ^ и в последнем равенстве предел слева существует, то суще- 
ствует предел 


1 я Л 
Шт \ ИУ (2, 1,5) &=—5-9(2). 
: А 


Следовательно, ф(х,^) удовлетворяет дифференциальному уравнению 


— № (2, ^) =” (2, ^) —9(1) (х, Л) 
или 
ф” (2, ^) + © —9(2))Ф (<, ^) = 0. 
Из последнего уравнения следует 


Ф"(2,^) | 
ф (т, ^) 
Так как Ф(х,^) при фиксированном х не может тождественно равняться 
нулю, то 4 (2) — непрерывная функция. Из формулы (6.1) следует 
$ (0, ^) = ь фх’ (0, ^) = К (0,0) = 4. 


9 (#) —^ = — 


Таким образом, р (^) определяет не только дифференциальное уравнение 
для ф(х,^), но и начальное условие. 
х 
* Заметим, что \ ($ —+) И (22) 48 = 0. 


х— 
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2. Рассмотрим теперь случай й = со. Пусть 


Ф(е,^) = хе и 2,0 ее 4, (6.11) 
: 

зтУИлх ы 6.42 

ми =ф (1,2) — | [1 (2,1) $ (6, %) 4. (6.12) 
0 


Из равенства (6.11) следует для ух х 


У зтУлу  этИлх Ау +( 26,0 т этУлу рае 
0 


и Ух 
ху ВРУ в 
ух + би 1) и 4. 


Рассуждая далее так же, как и в предыдущем случае, мы получим 


уе 7 ху х- У 
фе и | фз) 4+ | И, (9,94%) 4, — (6.43) 


&—9 ху 


причем функция И’, (5, у, #) непрерывна для всех аргументов и, в част- 
ности, И (1, у, У 2) =0, а ра непрерывна для х — уз < - у. Диф- 
ференцируя равенство (6.13) по у, мы получим 


х-Ну 
(а, ) оз Улу= 3 фенум + 921+ | О (р, 4. 


я—у 


Это уравнение аналогично (6.4) и поэтому имеет место дифференциаль- 
ное уравнение для ф: 


ф" (х, ^) + ^ —9(2)) $ (2, ^) =0. 


$ 7. Примеры 


1. Предположим, что функция © (Л) = ЗУх+ с (^) для ^ > О ир(^) =0 
для ^< 0, причем функция с(^) удовлетворяет следующим условиям: 
1) е(^) не убывает; 


0 
3) р(^) имеет на некотором конечном интервале бесконечное число 
хочек роста. 


В рассматриваемом случае 


месте СА 


я эт У =. зт У Лу 
о 

=} соз /Х 2 соз УЛу.ас (^ 
о 
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Эа, у) __ _ С 


= \ УХ соз УХ хсоз ИХ у. ас (Л), 


0 


со 
92} == — 
УЕ \ Л соз ИЛ хсоз И”, уа4с Л). 
0 
В силу условия 2), все эти функции непрерывны. Поэтому все наши 
результаты применимы и, следовательно, существует дифференциальный 
оператор второго порядка Г, (у) =у’—4(5)у с непрерывной функцией 
4 (7), для которого равенство Парсеваля пишется с данной функцией р (Л). 
Отсюда, в частности, вытекает следующий интересный вывод: 
Существует уравнение вида 


У — 19 (2) у=0, О<;< о, 
в котором функция р(^) будет на конечном интервале произтольной на- 
перед заданной монотонной ограниченной функцией. 


2: В ряде частных случаев мы можем по спектральной функции © (^) 
фактически найти 4 (5). Разберем один простейший пример. Пусть 


2) = Ул а:е(^— м) для х>0, 
е (^) = че (^ — №) для ^< 0, 


где е(^— №) =0, если ^ < №, ие(л — ^,) =1, если Х > №, х — положи- 
тельное число. | 
Дифференциальное уравнение, построенное по этому р(^), должно 
иметь непрерывный спектр для ^>0 и точку дискретного спектра для 
^ =. В этом случае функция с (^) имеет вид 
б (Л) = че (^ — №) 
и, следовательно, 


Зоо ьх, м = 
(2, у) = \ 05 Ул з-с0з /Лу4с (\) = «соз УЛ 2. с0з ИЖ у. 


Интегральное уравнение (1) будет уравнением с вырожденным ядром 


1(%, у) и примет вид 


& с03 УХ 5 03 Уму- а | К (2, 5) соз У № 5. сз ИУ № у@3 + К (5,9) =0. 
0 
Отсюда 


— «003 У № 2 с03У № у. 
х 
1+ с05?У №5 45 
0 


К (т, у) = 


Найдем теперь уравнение и граничные условия. В силу формулы 


(1.8’), имеем 
й = К (0,0) = —х. 


Далее, в силу формулы (1.8), 
Е аК (1,2) _ а ( — а с032У № х ). 


„& 
1-Е а ) с08? У №, $ 45 
0 
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Соответствующие собственные функции вычисляются по формуле 


ф (т, ^) = соз УЛх + } К (т, #) сов УЛ ЕЕ, 
д 
т. е. 


= х 
ь > й 
ф (1, ^) = с03 Ул — ОНИ \ со8 У №2608 УХ. 
А-а сов У 54$ 0 
0 
Спектр состоит, как это видно из определения функции р©(^), из чисел 
Х > 0, отвечающих непрерывному спектру, и точки ^. дискретного спектра. 
Собственая функция ф(х, Л.) дискретного спектра имеет в этом случае 
вид 


созУ Лох 
Ф (5, №) 3 х р 


1-1“ \ с03? У № 545 
| 


Если < 0, то вместо созУХ, х надо писать сВ УМ =. 
Аналогично можно найти уравнение и собственные функции для 
случая 


— РУХ) для ^ > 0, 
с (^) для < 0, 


е (^) 


где с(^) — ступенчатая функция с конечным числом скачков. В этом 
случае интегральное уравнение также становится вырожденным. 

В основу работы мы положили сравнение произвольного уравнения 
с простейшим уравнением у” - Лу=0. Именно по этой причине мы вы- 
ражали собственные функции через соз /Лё. Мы можем без труда в ка- 
честве «избранного» уравнения выбрать какое-нибудь другое уравнение. 
В частности, можно написать формулы для собственных функций урав- 
нения, получающегося из данного, если к его спектральной функции 
© (^) добавить ступенчатую функцию с конечным числом скачков. 


$ 8. Условие ортогональности разложения в интеграл Фурье 


Пусть ф(х,^) есть решение уравнения 
ур — 9(®)]у =0, 
удовлетворяющее граничному условию 
у (0) =1, У (0) =, 
и р (Л) — его спектральная функция. Последнее означает, как мы гово- 
рили, что для каждой функции ] (2) 6, (0, со) существует преобразова- 
ние Фурье 


п> о 


Е (^) = Ала У) ф(х, ^) 4х 
0 
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и имеет место равенство Парсеваля 


со со 


\ Р (2) аз = \ Е? (^) 46 (^). 
0 


—<с5 
Пусть А = (^, ^ - А) — произвольный конечный интервал. Положим 


Еь (2) = (2, 420). 


д 


Спектральная функция ©(^) называется ортогональной, если для лю- 
бого интервала А Е» (1) Е Г. (0, ео) и для любых двух конечных интерва- 
лов Аи Л 


| Ел (2) Ел. (2) 4х = \ ао (^). (8.1) 
0 АА’ 


В общем случае дифференциальное уравнение может иметь неортого- 
нальные спектральные функции. В настоящем параграфе дается доста- 
точное условие для того, чтобы функция р(^), удовлетворяющая усло- 
виям предыдущих параграфов, была ортогональной спектральной функ- 
цией. Из этого условия, в частности, следует, что р(^) заведомо орто- 
гональна, если она сосредоточена на интервале (с, -- со), с > — с. 

Обозначим через С, {2} вещественное гильбертово пространство функ- 
ций & (^), удовлетворяющих условию 

+ со 
60) 4 0) <. 
— о 
ЛЕММА. Для того чтобы спектральная функция р (^) была ортого- 
нальной, достаточно, чтобы множество функций вида 
а 
На (А) = \ 1 (2) соз УХ х ах, 
0 
где а — произвольное положительное число, а }(х) — непрерывная функция, 
имеюцая непрерывную первую производную, было плотно в [ {8}. 

Доказательство. | Прежде всего покажем, что функции Ра (^) 

входят в [.. {2}. Существование интеграла 

0 

92 (^) 42 (®) 

—с 
следует непосредственно из условия 1” 6$ 4. Далее, интегрируя по ча: 
стям, мы получим 


Следовательно, 


Поэтому из результата $ 4 следует, что 


рыбу ае (0) < со. 


0 


4 Известия АН, серия математическая, № 4 
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Таким образом, Ра (^) 6 Г, {$}. 
Пользуясь формулой 


возУ Ла = (2,2) — | К, («0 Ф(Е Л) 4 


> 


мы получим 


а 


Ка (6,2) 1) 4 (т, ^) 4 = | в (®) (в, ^) ат, 
где з 


8 (2) = (2) — } К, (#, 2) / (4) 4. (8.2) 
х 
Уравнение (8.2) есть уравнение Вольтерра. Поэтому & (7) можно считать 
произвольной функцией с непрерывной производной. Таким образом, 
следует показать, что если множество функций 


8 (+) ф (т, ^) ат 


=.—3з 


плотно в С, {р}, то спектральная функция р (^) ортогональна. Обозначим 
через Р(^) произвольную функцию из [., {2}, и пусть функции 
В, = \ Ха (2) ф (5, ^) 4х 
0 


при п-> со сходятся в среднем к Ё(^). Из равенства Парсеваля сле- 
дует (пт) 


п + оо 
УИ, (2) — Ди (рае = | |» (А) — Е» че (А). 
0 —с 


Поэтому функции ], (2) сходятся в среднем квадратичном к некоторому 
пределу (5), и Ё(^) есть преобразование Фурье для 1 (5), т. е. мы до- 
казали, что произвольная функция Ё(^) 61.5 {р} есть преобразование 
Фурье некоторой функции /[(+). 

Пусть 
1, если ЛЕА, 


0, если ЛЕА. 
Функция Рл (^) 6 Ё, {р}. Поэтому, в силу предыдущего, существует функ- 


ция /л (2) Г, (0,со), преобразованием Фурье которой является Ра (^). 
Мы покажем, что 


Ра (^) = [ 


1 (#) = {© (2,%) 40). (8.3) 


А 


Из последнего равенства и равенства Парсеваля следует, что 


со 


(2) @аг= 40), 


д ДА’ 


т, е. ортогональность спектральной функции о (Л). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПО СПЕКТРУ 347 


Итак, остается доказать равенство (8.3). Обозначим через 1 (2) (5>0) 
произвольную непрерывную функцию, равную нулю вне конечного ин- 
тервала, и пусть 


И’О.) = {и (х)х (х, ^) ах. 
0 


В силу равенства Парсеваля, 


№ (2) 7з (2) а = | Н (^)- Е (^) 4 (^) = ) Н (^) а? (^) = 
0 —© А 


= } 4 (^) #2) 9 (в, ^) 42 = {1 (2) 9 (®,^) 4 (^). 
д 0 0 А 

Так как # (5) — произвольная функция, то из последнего равенства 
следует, что почти всюду 


Ла (1) = \ ®(+, ^) 46 (^). 
д 
Последнее равенство, в силу непрерывности правой части, имеет место 
всюду. 
Укажем признак полноты совокупности функций Ро (Л) в [., {6}. 
ТЕОРЕМА. Если сушествует такое число «< 2, что для доста- 
точно больших х >09 


0 м 
М (8.4) 


—© 


то множество функций Г (^) плотно в [5 {6}. 

Доказательство. Множество функций Ро. (^) образует в Ё, {©} 
линейное подпространство. После замыкания получим замкнутое под- 
пространство 5% {5}. Следует показать, что если выполнено условие (8.4), 
то % {2} = Г. {2}. Допустим противное. Тогда в Ё, {р} найдется элемент 
е (^), ортогональный к % {6}. В частности, для любой функции 


Ра (^) = Ки со$ ИУЛЕ 4 
0 
имеем 


8 (9) Ра (^) 4 (^) =0. (8.5) 


$5 (5.57 


Положим при фиксированном 5 >0 (1(1 =0 для > а) 
= И@+ +14). 


Введем функцию 
Ро (№; 1) = \ 1» (&) соз УЛ а2. 


0 
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Легко видеть, что 
Е. (Л; 1) = соз УХ &Е. (^). 


Поэтому, так как Е. (Л; х) входит в % {5}, то для всех х имеет место 
равенство 


[> 


} созИХае (^) Е. (^) 4° (2) =0. (8.6) 


—> 


Для л<0 
| Ре (^) |< С.А а. (8.7) 


Из оценок (8.4) и (8.7) и неравенства Коши-Буняковского следует для 
достаточно больших х оценка 


0 о сы 
| соз Уха (^) Е. (^) аз ©)! <С \ сов Улхе" ^ “в (^) 42 (^) < 
9 що у, 
<с( сие УЯа 4 в) (1180) 4209) < Слехр (#з). (8.7) 


Имеет место следующая теорема (?): 
Пусть для ‚всех х>0 


со 


\ 05 УХ х ав (^) =0, 


—с 
где этот интеграл сходится абсолютно для любого т. Если существует 
«<_2 такое, что для всех достаточно больших х 


0 


} со УХз|ас (^) |< 2", 


—< 


то в (^) ==с0п3(. 


Из (8.6), (8.7') и этого результата следует, что для любого конечного 
интервала А 


ео Р, (0) 40) =0. (8.8) 
А 
Для ^>0 множество функций Ё.(^) плотно среди всех непрерывных 


функций. Поэтому из (8.8) следует, что для каждого интервала А с 
положительными концами у 


#0) 420) =0. (8.9) 
А 
Пусть М — произвольное положительное число. Из (8.9) следует: 


м М х 


} #040) = ео) а (в (и) 4 (в) =0. 
0 0 
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Полагая М -> со, мы получим 


[894 =0. 
0 
Далее, из (8.9) и (8.5) следует 


о 
8) 2. 0) 4 (0) = 0. (8.10) 
Из условия 1°’$ 4 следует, что 
о 


} 46 (^) < оо. 


—©с 


Поэтому, применяя неравенство Коши-Буняковского, мы получим 


0 0 0 1/з 
12142 0) < (80) 40)" (140) <=. 
Меняя в равенстве (8.10) порядок интегрирования, мы получим 
а 0 р 
\ #(х) ах } & (Л) соз Улх 4 (^) = 0. 
0 —с 


В силу произвольности функций ](57), из последнего равенства сле- 


дует, что 
0 


= (^) соз Уха 46 (^) =0. 


—© 


Снова применяя указанный выше результат, мы получим 
\2(^) 4) =0. 
А 
Поэтому 
0 
} =? (0) 46 (^) =0, 


что вместе с полученным ранее равенством дает 


со 


=" (0) 46 (А) =0, 
—со 
И теорема доказана. 
Замечание Т. Если Й = со, то следует положить 


Вместо условия (8.4) следует потребовать, чтобы для всех достаточно 
больших д выполнялась оценка 


аи 
зтИлх \ ь. 


где А В остальном доказательство аналогично. 


350 И. М. ГЕЛЬФАНД и Б. М. ЛЕВИТАН 


Замечание П. Если р (^) = с0пз6 для ^< с, с> — ©о, тодля доста- 
точно больших х 


0 0 =, 
(сов Ида ар (4) = | воз /Хз 4 (2) < 4е*. 


Поэтому оценка (8.4) выполняется и, следовательно, спектральная мера 
ортогональна. 


$ 9. Случай единственной предельной точки спектра на бесконечности 


1. До сих пор мы исключали тот случай, когда спектр имеет един- 
ственную предельную точку на бесконечности. В эту группу краевых 
задач входит также классическая задача Штурма-Лиувилля. В настоя- 
щем параграфе мы рассмотрим случай дискретного спектра на полупря- 
мой. В следующих двух параграфах будет рассмотрена классическая 
задача Штурма-Лиувилля. Предварительно введем одно понятие. Пусть Е 
есть некоторое множество действительных чисел. Обозначим через М (Е) 
число чисел множества Ё, заключенных в интервале (— №, М). Далее, 
положим 

к = и 7. 
№М—>о 
Число д будем в дальнейшем называть плотностью множества Ё. 
Рассмотрим в конечном интервале (0, [) задачу Штурма-Лиувилля: 


У © — 9(2)} у =0, (9.1) 

У (0) — №у(0) =0, (9.2) 

у (1 + Ну(1) =0, (9.3) 

где Ри Н — действительные числа. Обозначим через », (1), Л, (1),... 

..., № (0,... собственные значения граничной задачи (9.1) — (9.3). 
Как известно, 

У», =1®+0(-,.). (9.4) 

Пусть Ё (1) есть множество чисел И |^„ (0)| (п=1, 2,...). Из форму- 


лы (9.4) следует, что в этом случае 


и 

Пусть тецерь 4 (<) непрерывна в каждом конечном интервале. Рас- 
смотрим уравнение (9.1) совместно с граничным условием (9.2) на ин- 
тервале (0, со). Известно, что если 4 (5) >. 0 и монотонно стремится к со, 
то спектр дискретен, положителен и имеет единственную предельную 
точку на бесконечности. Кроме того, п-я собственная функция имеет 
п нулей. Обозначим точки спектра последней задачи Через, А, 
и пусть ЕЁ есть множество точек УХ, (п =1, 2,...). Покажем, что плот- 
ность множества Ё равна бесконечности. 
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Рассмотрим граничную задачу (9.1) — (9.3). Так как плотность мно- 


1 
жества Е (1) равна — › то можно указать столь большое число М, что 


М - (1)] Е 
=. 


Обозначим через ф(х, Л) решение уравнения (9.1), удовлетворяющее 
первому граничному условию (9.2). Очевидно, что число нулей функции 
Ф(х, ^) в интервале (0, со) не меньше, чем число нулей той же функции 
в интервале (0, 1). Поэтому из теоремы Штурма следует, что число соб- 
ственных значений граничной задачи (9.1) — (9.3) в интервале (О,М) 
не меньше, чем число собственных значений граничной задачи 
(9.1) — (9.3) на бесконечном интервале. Поэтому 


М№ (Е) о 


(1)] 
М 2 > у 
Так как / выбрано произвольно, то 
пе АИ (72 
Па - ры со, (9.5) 


№—>оо 


что и требовалось доказать. 

2. Рассмотрим теперь обратную задачу. Пусть функция © (^) удовле- 
творяет условиям 1°’и 2° $54 и есть чисто точечная функция с един- 
ственной предельной точкой скачков на бесконечности. Обозначим точки 
роста функции ©(^) через ^,, ^.,...,^»,... . Далее, обозначим через Ё 
множество точек |/|Л„| (п=1, 2,...). Предположим, что плотность 
множества Ё бесконечна. Мы покажем, что при этих условиях обратная 
задача разрешима. 

Единственный пункт, в котором мы использовали наличие предель- 
ных точек роста функции ©(^) на конечном расстоянии, это разреши- 
мость уравнения (П): 


(г, 9+ (19, ЭК, ЭК, 0. (и) 
0 


Поэтому мы должны показать, что если плотность множества Ё беско- 
нечна, то уравнение (П) разрешимо. В $ 4 мы показали, что уравне- 
ние (П) заведомо разрешимо, если из равенства 


} С° (0) 42 (®) =0, (9.6) 


где 


С(%) = | & (0) сов ИХЕ, 


и (1) — функция с интегрируемым квадратом, следует, что С (^) =0 
и, следовательно, & (1) почти всюду равняется нулю. 

Равенство (9.6) может иметь место лишь в том случае, если скачки 
функции ©(^) совпадают с нулями С (^). Покажем, что это невозможно. 
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Обозначим через Ли,х, Лзх,..., Ли»... Множество всех действитель- 
ных нулей функции С (^) и через Е, — множество действительных чисел 


рН о. 
Далее, обозначим через и. плотность множества Ё.,. Известно (%), что 


т 


<. 


Так как, по предположению, ц = со, то при всяком х< со из равен- 
ства (9.6) следует, что С (^) =0 и, таким образом, уравнение (П) раз- 


решимо. 
Если точки роста функции р(^) ограничены снизу, то, в силу резуль- 
татов предыдущего параграфа, собственные функции ортогональны. 


$ 10. Случай конечного интервала 


1. Рассмотрим уравнение 
У — 9(2)}у=0 (10.1) 


на интервале (0, /), причем будем предполагать, что функция 4(2) не- 
прерывна в каждом интервале (0, Г), где Г < [< со. Наряду с урав- 
нением (10.1) рассмотрим граничное условие в точке х = 0: 

у (0) =1, У (0) =4. (10.2) 


Пусть Ф(5, ^) есть решение уравнения (10.1), удовлетворяющее усло- 
виям (10.2). Так же как и в первом параграфе, можно показать, что 
если функция К (т, {) есть решение уравнения в частных производных 


9°К 92К 
баг ОК — 
И удовлетворяет условиям 
К (в, )=1+\90% (<), °® 50, 
0 1=0 
то 
© (,^) = сов Иа | К (в, д сов УЛе4 (2—1. (10.3) 


0 
Обращая последнее уравнение, мы получим 


х 


со Улх=ф(х, ^) — \ К, (1, 51% @= 1. 
0 


Пусть р(^) есть спектральная функция уравнения (10.1), т. е., какова 
бы ни была функция 1 (2) < Г, (0, 1), существует преобразование Фурье 


. 
Е (=. | / (2) (=, ^) 4 
0 


Г 


и имеет место равенство Парсеваля 
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Если р(^) есть ортогональная спектральная функция, то множество функ- 


ций вида 
то 


Ро, 42 (<, 
0 


где ] (5х) — произвольная непрерывная функция, плотно в Г., {р}. Ноложим 


2 
И о 
== |*® = мая (10.4) 
© (^), < 0, 
ЕР(х, у) = \ Е 4в (^) (х, УИ. (10.5) 


Точно так же; какив $ 2 и 3, можно доказать, что существуют непре- 
рывные производные (5х, ух 10) 


Е _ 9 9! 
а т 


и имеют место интегральные уравнения: 


У 


1 (т, у) = К, (2, )—\ К, (т, ЭК (у, д («а #51, 0 
0 


г 
1, у + 1, Ка, д К(, )=0 (у< <). (1) 
0 
2. Рассмотрим теперь обратную задачу. Пусть р (Л) есть монотонная, 
ограниченная в каждом конечном интервале функция, удовлетворяющая 
следующим двум условиям: 
1°. Для каждого х < существует интеграл 
\ ВУЛ) | 246 (^). 


27. Функция 
со 


а (5) = А 
1 
имеет непрерывную четвертую производную, если 9 <%х< 1. В этом 
равенстве с (^) определена согласно (10.4). 

Из условия 2’ следует, что функция ЁР(х, у), определенная по равен- 

ству (10.5), имеет непрерывные частные производные 
2 2 92: 
деду = / 9), я га. 

Далее, точно так же, как в $ 4, доказывается, что если р(^) имеет 
бесчисленные множества точек роста в каком-либо конечном интервале, 
то уравнение (П) разрешимо для х<_ 1. Уравнение (П) разрешимо так- 
же в случае, который был рассмотрен в предыдущем параграфе. Позвто- 
ряя рассуждения 85, би 7, можно доказать равенство Парсеваля и 
восстановить уравнение. 
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Таким образом, условия 1°и 2° достаточны для того, чтобы функ- 
ция р(Л) была спектральной функцией уравнения (1), заданного в интер- 
вале (0, 1). 

Выясним теперь, при каком дополнительном условии функция р(^) 
является ортогональной спектральной функцией. Точно так же, как в 68, 
можно показать, что для того чтобы функция о(^) являлась ортогональ- 
ной спектральной функцией, достаточно, чтобы (кроме условий 1° и 2°). 
множество функций 


й 


1 
Еь (^) = | / (2) созУл24= (10, 
0 


где /(2) — произвольная непрерывно дифференцируемая функция, было 
плотно в Г,, {6}. Последнее обстоятельство имеет место в том случае, 
когда из ортогональности функции & (^)с Г, {2} ко всем функциям Ри (^), 
т. е. из равенства 


[®2) 


) 8 (^) Рь (^) 4$ (^) =0 


©) 


следует, что 
со 


} #20) 4) =0. 


— 22 


Обозначим через /М произвольное положительное число. Меняя порядок 
интегрирования, мы получим 


М 124 М 
} &0) Ре (0) 4 (^) =\ 12) } (0) сов Хаар(®). (10.6) 
—с 0 —с 


Предположим, что при М№-> со функции 
м 
\ & (^) соз Их а» (^) 
сходятся в среднем квадратичном по интервалу (0,1) к некоторой 
функции * С (5). Переходя в равенстве (10.6) к пределу, мы получим 


оо Г 
} 0) Е (0) ар (^) = \ }®с(фаг=0. 
—с> 0 
Так как (2) — произвольная функция, то из последнего равенства 
следует, что С (т) почти всюду в интервале (0, /) равняется нулю. Таким 
образом, нами получена следующая 

ТЕОРЕМА. Пусть & (^) есть произвольная функция, принадлежащая 
Г., {©}. Если из того обстоятельства, что при М№- со функции 


м 
\ 8 (^) созУ лэжа6 (^) 


* Для ортогональных спектральных функций р (^) это всегда имеет место. 
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сходятся в нулю в среднем квадратичном на интервале (0, [), следует, что 


со 


} = 0) 4%) =0, 


22 


то © (^) есть ортогональная спектральная функция. 
Замечание. Случай Й = со изучается аналогично. 


$ 11. Классическая задача Штурма-Лиувилля 


1. Результаты предыдущих параграфов позволяют сравнительно легко 
охарактеризовать спектральные функции, соответствующие классической 
задаче Штурма-Лиувилля. Пусть функция 4(2) непрерывна в замкнутом 
интервале (0, 1). Обозначим через ф (5, ^) решение уравнения 


У —9(2)} у=0, (11.1) 
удовлетворяющее условиям 
О) == А 9 (Ой. (11.2) 


где #й — произвольное действительное число. Пусть Н — другое действи- 
тельное число. Рассмотрим во втором конце интервала, т. е. в точке 
х =[, второе граничное условие: 
(ину, =0. (1.3) 

Пуеть Л, ^,,..., Л,... — собственные значения граничной задачи 
(11.1) — (11.3). Как известно, спектр рассматриваемой задачи ограничен 
снизу. Пусть № есть наименьшее собственное значение. Уравнение 
(11.1) можно записать в виде 

А 1 — 

У - Ц — №) — (4 (2) — №} у=0. 

Полагая Х — №, = в, мы получим граничную задачу с неотрицательным 
спектром. Поэтому без нарушения общности рассуждений можно в даль- 
нейшем предполагать, что спектр неотрицателен. Собственные функции 
Ф (5, ^„), отвечающие различным собственным значениям, взаимно орто- 


гональны, т. е. 
1 


е(=, Л») Ф (5, №") 4х = 0 п-т). 


0 


Далее, положим 
| 


= \ 97° (2, ^н) 4х 
0 


(напоминаем, что собственные функции выбраны так, чтобы выполнялись 
условия (11.2)). Для каждой функции ] (2) СС. (0, [) имеет место равенство 
Парсеваля: 


ле = Зое 2) аз 


Если Н = со, то для собственных значений ^„ справедлива следующая 
асимптотическая формула: 


356 И. М. ГЕЛЬФАНД и Б. М. ЛЕВИТАН 


Ум =т+0(-,). (11.4) 
Для собственных функций справедлива асимптотическая формула 
ф (2, №.) = сих + 0(-,) : 
Следовательно, 


= — -- 0(--) - (11.5} 


В рассматриваемом случае функции 


К (о, ),. К, @,'), 1,0, 5, д @59) 
непрерывны вплоть до точки х = 1. Поэтому интегральные уравнения (1) 
и (П) имеют место вплоть до точек у=Ги х=/. 

2. Перейдем теперь к решению обратной задачи. Пусть №, ^1,...Л»,...— 
различные неотрицательные числа, удовлетворяющие асимптотической 
формуле (11.4), и пусть в точках У^Л„ заданы положительные скачки 
е„, удовлетворяющие асимптотической формуле (11.5). Докажем следую- 
щие леммы: 

ЛЕММА 1. Система функций созУЛ»„х полна на интервале (0, [) 
в пространстве Г... , 

Доказательство. Заменив числа ^„ на ей. мы сведем 
интервал (0,1) к интервалу (0, х). Обозначим Уи» через ли. Далее, 
воспользуемся следующей теоремой Левинсона * [(9), стр. 6]: 

Обозначим через Л (и) число чисел т„, которые < и. Если 


9 


Ао То (11.6) 


и 


1 
где с — константа, то из равенств 


п 


} созУ 2-1 (2) 42 =0 ПО) 
0 


следует, что /(7) =0 почти всюду, т. е. система соз Уи» х полна в Г. 
5 1 
В нашем случае т, =ИУИм =п+ 0 (--). Поэтому для достаточно 


А (и) 
и 


больших и Л (и) = [и] + 1и, значит, 


> 1. Поэтому неравенство (11.6) 
п 


т 2, мы убедимся, что система соз УЛ» х полна 


выполняется. Заменяя т на 


в Г, (0, 4. 
ЛЕММА П. Если ряд У сь соз УХ.х сходится в среднем квадра- 


п=0 
тичном на интервале (0, 1) к нулю, то для всех п имеем с, = 0. 


их 
* Левинсон рассматривает интервал (—п, п) и функции е "”`, — х <*т„<-ю. 
Полагая т_„ = — `„ и функцию } (т) — четной, мы получим приведенный результат. 
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Доказательство. При доказательстве предыдущей леммы мы уже 
отмечали, что можно ограничиться интервалом (0, к). Определим линейный 
оператор А формулой 

А соз пх = с0$ ИЛ, х. 


Покажем, что оператор А представляется в виде А = ЕЁ + Р, где Р — вполне 


непрерывный оператор. В самом деле, выберем в качестве базиса функции 
с0озпх. Пусть оператору А соответствует при этом матрица ат». Следо- 
вательно, по определению, 


@тт = — \ с05 ИЛ» хс0з тх ах = 
ал 


ве и, (2) Е о 
—= | (созиз + ы ) совта ЖЕЕбии- р. (2) созтх ах =бтт-= Ве 
0 


Далее, имеем, в силу обычного равенства Парсеваля, 


У р. = Е (2) < ох со. 


тт 


Следовательно, оператор Р с матрицей р»„„ вполне непрерывен. 

В силу леммы ТГ, оператор А переводит все пространство Г, (0, п) 
во все пространство Д,, (0, к). Поэтому, в силу теоремы Фредгольма, 
существует ограниченный обратный оператор В = А\1, причем В =Е- О, 
где О — вполне непрерывный оператор. Следовательно, 


В соз т. х = с03 их. 


со 


Предположим, что ряд Ус сов Ух сходится к нулю в среднем 


п—=0 
со 


квадратичном. Применив оператор В, мы получим, что ряд У 60; ПХ 
п=0 


сходится к нулю в среднем квадратичном, и значит, в силу ортогональ- 


ности функций с03пх, с, =0 для п=0,1,2,..., что и требовалось 


доказать. 
Основываясь на леммах Ги П, докажем следующую теорему. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть положительные числа №, №,...,^№,... под- 


чиняются асимптотической формуле (11.4), а положительные числа 
20» Р1,..., ©и,... подчиняются асимптотической формуле (11.5). Пусть 


р (^) = тЫ 

м м 

Если функция р (^) удовлетворяет условию 2° предыдущего параграфа, 

то существует функция К (т, #), имеющая для 0<1<т<1 непрерывные 
частные производные первого и второго порядков, причем функции 


х 


ф (2, №) = сов И их - } К (2, 6) со У №. (11.7) 
| 
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суть решения уравнения 


У" (^, —9(2) у) =0, (11.8) 
где 
о 


Функции ф(т, ^„) образуют на интервале (0,1) полную ортогональную 
систему. 
Доказательство. Вначале покажем, что линейное интегральное 


уравнение (П) разрешимо для х<1. На основании результата $ 4% 
достаточно показать, что из равенства 


| 62°) 420) =0, (11.9) 
0 


х 


где С (^) = \ & (1) соз У лё4ё (0<х<1, следует, что #()=0 почти 
| 


всюду. В силу определения функции р(^), равенство (11.9) возможно 
лишь тогда, когда для всех п = 0, 1,2,... 


х 
С) = \ 8 (0) со У =0 (0<+2<)1. 

В силу леммы Т, последнее равенство возможно лишь в том случае, 
если 8 (1) =0 почти всюду. Поэтому уравнение (П) разрешимо для всех х 
вплоть до х = {. 

Повторяя рассуждения $ 5и 6, мы докажем полноту системы функций 
(11.7) и получим для них дифференциальное уравнение (11.8). 

Покажем, что функции ф(х, Л„) ортогональны. На основании теоремы, 
доказанной в предыдущем параграфе, для ортогональности функций 


(ее) 
Й в... 
ф (<, Л„) достаточно, чтобы из сходимости к нулю ряда Ха с03 Ум= 
п 
0 


следовало, что для всех п а, =0. Но это есть содержание леммы П. 
Таким образом, теорема полностью доказана. 
3. Покажем теперь, как восстановить граничное условие на втором 
конце х =(. Из формулы (11.7) следует 
ф (0, ^„) =1, ф»’ (0, ^,) =К (0, 0) = А. (11.10) 
Далее, имеем 
Ф” (2, Хи) + (^» —9(2)) $ (2, №») =0, 
ф” (2, т) Не (т мет (х)) ф (т, ^п) 0 


Умножим первое уравнение на ф(т, Л»), а второе на ф (х, Л) и вычтем 
одно из другого. Мы получим тождество 


ф” (2 Л») ф (х, Ат) = ф” (2, Ат) ф (х, Л») — (\и— Л») ф (2) №») ф (25 Ат). 
Замечая, что правая часть этого тождества есть 


[Ф' (5, ^»)Ф (х, ^т) — $' (5, Лт) Ф (т, Л»)], 
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мы получим, интегрируя в пределах (0,1), в силу ортогональности 
и условий (11.10), что ф’ (Р, №) Ф (1 м) — $’ (1, ж) $ (Е №) =0. 
Из последнего равенства следует 


ф’ (2, ^,) ки. ф’ (1, ^т) 
$ (6 ^,) — ФЬ»,) 
Ф' (1, и) 


Таким образом, отношение остается постоянным, что и дает 


Ф(ЬЛ,) 
второе граничное условие. 


4. Если при выводе интегральных уравнений (см. $ 3) функцию 


( о норе 2 
) = 
№0 (ли и 
разлагать не в интеграл Фурье, а в ряд Фурье по с05п-т 2, то для 
функции `Р (5х, у) получается формула 
Ре : п р п 
< [1 эв ИХ, х-зт ИЛ. у 21 пу я.зтпу у 


би ^„ 2 72 


п=4 


1 эт И №2 зщ И му ху 


т бо № 1 


Поэтому условие 2’ предыдущего параграфа можно сформулировать так: 
Функция 


п 
> -` 
со ИЛ, х 21 °05 Пу. 
ое Е 
п=1 


9». Ри т? п 


имеет непрерывную четвертую производную для.0<%х<) (в точке 
х = 21 имеются в виду производные слева, а в точке д = 0 — справа). 
Имеет место следующая 
ТЕОРЕМА 2. Если 


ею НЫ й 
И = Тв - +8 +0(32), (11.11) 
7 1 
= +4 +О ==} (11.12) 


где а, 6, 6. — постоянные числа, то существует функция 4(5) с дан- 
ными № И рп. 

Доказательство. Достаточно показать, в силу теоремы 1, что 
функция а (5) имеет непрерывную четвертую производную для 0 < х < 24. 

Если асимптотические формулы (11.11) и (11.12) подставить в выраже- 
ние для" а (7), то, с одной стороны, выделятся ряды, которые можно четы- 
режды дифференцировать, так как продифференцированный четырежды 
ряд сходится равномерно. С другой стороны, мы выделим ряды, которые 
эт п = 


получаются формальным интегрированием ряда о . Так как 
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то для 0<х<.Ф формальным производным этого ряда соответствуют 
непрерывные функции и, следовательно, теорема доказана. 
Замечание 1. Если Й или Н = сео, то для ”)„ имеет место другая 


та = т (в = >) + 0(-,) х 


Если же йи Н= со, тоу Л, = -- (+1) - 0(-.) . В обоих случаях 


асимптотика: 


1 1 
©, подчиняется асимитотике: р» = ——- [| -- 0(-,) х 
п? —— 
[2 
При выводе интегральных уравнений следует функцию ].. (#) разлагать 
п 
ЗО 2 
1 
в ряд по я . При этом 
и 
1 
г 4 (1—0 УХ, =) (4 — вов ИХ, у) 
Е, = > [-- 2 ыы 


п=0 


== (1— сви 2) (1 — 07-2) | . 


Замечание 2. Дифференцируемость 4(х) связана с числом членов 
асимптотического разложения для р» и Л». Например, для бесконечной 
дифференцируемости 4(2) необходимо и достаточно, чтобы для ©, и № 
имели место классические бесконечные асимптотические разложения. 
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Ф. И. КАРПЕЛЕВИЧ 


О ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ КОРНЯХ МАТРИЦ 
С НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе находится область распределения`характеристических корней 
матриц п-го порядка с неотрицательными элементами и фиксированным 
максимумом модуля характеристических корней. 


$1 


Рассмотрим множество 9% всех матриц п-го порядка с неотрицатель 
ными элементами таких, что максимальный модуль их характеристиче-_ 
ских корней равен ©, и обозначим через М; множество характеристи: 
ческих корней всех таких матриц. Множество М при обычной геомет- 
рической интерпретации комплексных чисел изображается некоторой 
фигурой на плоскости. Нашей задачей является определение фигуры 
М’. Эта задача была поставлена А. Н. Колмогоровым в 1938 г. в связи 
с теорией цепей Маркова и в 1946 г. была частично решена Н. А. Дмит- 
риевым и Е. Б. Дынкиным ('), которые вычислили часть фигуры М®, 
заключенную внутри некоторого угла и, кроме того, полностью опреде- 
лили М! для п<5. 

В предлагаемой работе задача А. Н. Колмогорова решена полностью. 

Очевидно, что фигура М} получается из фигуры МЕ посредством 
гомотетии из точки О с коэффициентом ©, поэтому достаточно найти 
фигуры М! (мы будем обозначать их в дальнейшем через М„, опуская 
верхний индекс). 

Выпуклый п-угольник О мы назовем циклическим, если существуют 
комплексное число ^ и целое число р<п такие, что О совпадает с вы- 
пуклой оболочкой системы точек 


21% Е. 


Ао Ра (№=01... п оО р. 


Основными результатами предлагаемой работы являются следующие 
две теоремы. 

ТЕОРЕМА А. Фигура М» является теоретико-мноэкественным 0о6ъ- 
единением всех циклических К-угольников для Е <п. 

Теорема А была сформулирована в качестве гипотезы в работе (1). 
При этом, однако, под циклическими многоугольниками понимались 
только многоугольники, являющиеся выпуклой оболочкой точек 
А а Л 


5 Известия АН, серия математическая, № 4 
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Несмотря на то, что нами найдены явные уравнения кривых, задаю- 
щих границу фигуры М» (см. теорему В), вопрос о том, верна ли теорема 
-А при этом, более узком понимании термина «циклический многоуголь- 
ник», остается открытым. 

ТЕОРЕМА В. Фигура М» симметрична относительно действительной. 
оси, заключена в круге |2|<1 и имеет с окружностью |2| =1 общие 


а 
21% — 
точкие ° (0<а<ь<»). Граница М» состоит из этих точек и со- 


единяющих их в круговом порядке криволинейных дуг. Для п>3 каждая 
из этих дуг задается одним из следующих параметрических уравнений: 


1. 24 (8 — 1) = (1—1), 
П. у ие 


где параметр & изменяется в пределах 0 <Е< 1, 6, а, р, 4, г — натураль- 
ные числа, которые определяются следующим образом: 
Пусть концы некоторой дуги, взятые против часовой стрелки, суть 
м и 


за ‚ а 
24; 21% 


е Гие ©. Возможны два случая: 
5 [#]>5[#]. 
ы [2] <] 


Если для некоторой дуги имеет место а), то для комплексно-сопряжен- 
ной дуги имеет место случай 6) и обратно. Поэтому, в силу симметрии 
М», достаточно определить дуги, удовлетворяющие условию а). 

Пусть г =’, т.=а”, Гз,...,Гт — последовательность остатков, 


получающихся при нахождении наибольшего общего делителя чисел 6" и а” 
п 
В” 
2 Ся 214 ся 


ь а 
То, =1, то дуга, соединяющая точки е ие ‚ задается урав- 


нением Т, где г = то, а числа р и 4 определяются из соотношений 


посредством алгоритма Евклида. Если [ Ты 1 и для некоторого целого $ 


а’р==1 под 6” (0«<р<Ь’, 
а’4 == — гто4 6” (0<9<Ъ,. 


’ 


‚а ‚ат 
21% 5 Ц оны 


В противном случае дуга, соединяющая точки е задается 


п 


уравнением П, причем а = [57 


] Ь =", а 4 определяется из соотношения 


а’4=—1то4 6” (0<9<Ы). 


Для примера приведем уравнения границы фигуры М.. В силу сим- 
метрии М», достаточно привести уравнения для части границы, лежащей 
в полуплоскости Пи 22.0. 
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а? а’ Уравнения, границ, соединяющих 
’ и 
=. - 29 2 ая 
ь’ [22 нения 
точки е ие 
0 1, (%— 1) = (1—0 1 


МЕ = (1—0 И 

1/6 5 26 —2=(А— Ил И 
28—#= (1 Пл И 

М —в= (1—2) 23 п 

(3 — 13 = (1—1 т 

(3 — 2)2 = (1—1)? п 

2 [5 3 № — = (1—0) №2 п 
О у. Х (8 — 1) = (1—1 1 


$2 


Согласно теореме А. Н. Колмогорова [см. ('), дополнение], фигура М» 
совпадает с множеством характеристических корней всех стохасти.. 
ческих матриц п-го порядка, т. е. таких матриц (а„), что а, >20 

п 


Я и У а: =1 (Чет 
1=1 
Используя эту теорему, Н. Дмитриев и Е. Дынкин показали, что 


^ЕМ» тогда и только тогда, когда на комплексной плоскости существует 
выпуклый А-угольник О (< п), не состоящий из одного нуля, такой, 
что ЛО < 0. Отсюда следует, что фигура М» звездчата, т. е. вместе с 
числом Х к М» принадлежит весь радиус, соединяющий ^ с точкой О. 
Кроме того, легко видеть, что М» замкнута, поэтому границу М» состав- 
ляют числа ^ такие, что ЛЕМ, но о^6М» при любом р>1. Такие 
числа Х будем называть, следуя ('), экстремальными. Мы будем опираться 
на следующий основной результат работы (*): 


ТЕОРЕМА Дмитриева-Дынкина. Пусть экстремальное — число 
ЛЕМ, — Ми * и пусть 2к — < агел < т (0< <”). Если выпук- 
лый многоугольник О содержит О и если ту, 21,...,2,—1 —- вершины О, за- 


нумерованные по порядку при обтоде контура О против часовой стрелки, то 


Лхз = озна Е Вьь, 
0 0 о; Е В; =1 


(индексы приводятся по модулю п). При этом невозможно, чтобы одно- 
временно некоторое х; =0 и некоторое В; =0. Мы будем всегда пред- 
полагать, что все В; >0. Если для какого-нибудь экстремального числа ^ 
и какого-нибудь многоугольника О все В; >0, а некоторое ®; =0, то 
для экстремального числа ^ и многоугольника О некоторое В; = 0, а все 
а“; >0. Поэтому условие В; >0 (1 =0,1,..., п—1) выделяет из границы 
фигуры М, — М» 1 часть Т» такую, что ‚вся граница фигуры М» — Мил 
является теоретико-множественной суммой множеств Ти и Ть. 


* Очевидно включение М, С М,. 
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53 
к—1 
Фиксируем экстремальное число ^ЕТ„ такое, что 2п—— <агв^ < 


< ^ (0 << п) ибудем рассматривать, не оговаривая этого каждый 
раз особо, только выпуклые п-угольники О такие, что ХО < 0. 

ЛЕММА 1. Пустьть, 21,..., 2,1 — вершины многоугольника ©, взятые 
в циклическом порядке при обтоде его контура против часовой стрелки, и 
пусть Лт; = х.4к. Многоугольник 0’ с вершинами ту, 71, .... Жи, 951, 
Ток, офьфи,....Хи-4 При умножении на Х перетодит в свою часть. 

Действительно, легко видеть (см. рис. 1), что 
л0<0’< О. Отсюда ^0О’с Ос 0’. Согласно тео- 
реме Дмитриева-Дынкина, вершины многоуголь- 
ника О при умножении на ^ переходят на контур О. 
7-4’ Некоторые из этих вершин попадают при этом в 

вершины 0, а другие попадают внутрь сторон. На- 

41-1 шей первой задачей будет изучить относительное рас- 
положение этих двух типов вершин. 

Мы схематизируем и упростим стоящую перед 

1;.4: нами задачу, введя в рассмотрение следующую игру. 

Доска образована п полями, расположенными по 

кругу. На некоторых из этих полей стоят фишки. 

За один ход можно передвинуть любую фишку через 

Рис. 4 &—1 поле на А-е в направлении против часовой 

стрелки, если только поле, находящееся непосред- 

‚ственно перед фишкой, не занято. Если в результате некоторого хода 

фишка попадает на поле, занятое другой фишкой, то фишка, занимавшая 

это поле, снимается с доски. Рассмотрим произвольный многоугольник О 

такой, что ^0О с О, и сопоставим в циклическом порядке вершины О 

и поля нашей доски. Расставим по фишке на поля, отвечающие верши- 

нам многоугольника О, которые при умножении на Х не переходят в 

вершины О (т. е. переходят внутрь сторон). Конфигурации, построенные 

таким образом для всевозможных многоугольников О, назовем допусти- 

мыми. Из леммы 1 вытекает, что конфигурации, получаемые из допусти- 

мой конфигурации по правилам нашей игры, снова являются допустимыми. 

Наша ближайшая цель — выбрать из всех допустимых конфигураций по 

возможности наиболее простую. 

Для решения этой задачи нам понадобится одна лемма из теории 
чисел. Условимся обозначать остаток от деления на п числа т через 
ИН», (т). Фиксируем некоторое целое число К, удовлетворяющее условию 
О< А», и рассмотрим последовательность 


Три =АХ, 


А Е, 
где ат. = А, (т). 
Рассмотрим, кроме того, последовательность 
(В). геапотт В аю,50, 


образованную остатками, получающимися при нахождении наибольшего 
делителя 4=0\(п, К) чисел пи К посредством алгоритма Евклида. 
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Положим также 7, =п-+ А, г. =2п-- №. Последовательности (А) и (В) 
будут неоднократно нами использованы, и мы сохраним на протяжении 
всей статьи введенные обозначения для их элементов. 

Назовем аш минимальным членом последовательности (А), если 
о ба лини ев ово ридеай 

Назовем @а„ максимальным членом последовательности. (А), если 
ат а: АЛЕ. 

Минимальных и максимальных чисел конечное число. Занумеруем их 
через ш, и:,..., Ыт в том порядке, в каком они следуют в последова- 
тельности (А). 

ЛЕММА 2. 

1. Если и: — минимальный член последовательности (А) и для не- 
которого р г, <, <» то Ш, = то Го, где х — целое неотри- 
цательное число. 

1*. Если и; — максимальный член последовательности (А) и для не- 
которого р т <П— м < Г, ТОП — = Г», + 72а, 1› 2де 9 — целое 
неотрицательное число. 

2. Если и: — минимальный член последовательности (А) и для не- 
которого р Гор, < Гар», то 

а) шах шеи 
0<7<+ 


Ь) ии и; = | 1: 
0<<& 


2*. Если у: — максимальный член последовательности (А) и для не- 
которого р т, <т— №; <72,_4, ТО 


ауаюнденит 


’ 
0<< 2Р 
Ь) шах и, = в, — Тор. 
0<7< 


Мы будем доказывать лемму 2 по индукции. Для &<2 она легко 
проверяется непосредственно. Пусть теперь #>.2 и пусть лемма 2 верна 
для всех |, при 0 <7< 5 докажем ее для |... Могут представиться 
два случая: 

(А) в; — минимальный член, 

(В) и; — максимальный член. 

Случай (А). Очевидно, что для некоторого р 


Гор < № < Гор 
Мы разобъем случай (А) на два поделучая: 


(А,) Гор Зв: < Тор 


(А,) о 
(Аз). Пусть и, =а.. Выберем из последовательности 4, а,,...,а, | 
наибольший член у, = ат. Из предположения индукции 2а) следует, что 
аи= у, = — ",_1. Из последовательности а’, а,,...,@„_1 выберем наи- 


больший член у. Из предположения индукции 2*Б) следует, что 


ИИ ть сло. Из предположения индукции 1 следует, что 


в, = 97, Г», и так как г, то 921. 
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Рассмотрим последовательность |; = аа, @а+1, @4-+-2: +. + › @ат: Очевид- 
но, что 


аа = В» (аа - а), аа+1 = В, (аа + а), ... ›‚ ата = В» (аа + ам). 
Так как. О <, при 9<{<т, то 


ща, За, а, Зита Тора В — Гор ся 
= < (==4, ла ПВ ===). 
Поэтому 


и, < В, (аа) =а а, <у.. 


Это показывает, что среди членов 4444, 4442,..., @а4т-1 не будет ни 
минимальных, ни максимальных членов последовательности (А). 


“а Наш=ш В = 97, —- Иа. По а (9—7 -- Тор + п; 
так как > 1, то (®— 1) Е. 0 и поэтому 
ие (а Е а") = (9 — 1) г. г, < Тора Гор == В, 
Этим доказано, что 
Чт = (© — того Ш Гора Ща 


является минимальным членом последовательности (А), после чего уже 
нетрудно полностью проверить, что все пункты леммы 2 выполнены 
для м. 

(А). Положим р, =а,. Выберем, как и в случае (А,), у, =а„ и у.. 
Точно так же среди членов а, ,,...,@„_и Не найдется ни максималь- 
ных, ни минимальных членов последовательности (А). 


44 == А, (а. + а„) = В„(щ, + ,) = В,(т., п — п ори в, 


пусть 7 = и7,, 7». (Из определения минимального члена 0 < а, = 
= и, =», поэтому деление возможно). Тог да 


т и = — 7: НГ — (и 1)”. шт 


Так как #>.2, то 922 и поэтому у, =ап > а, следовательно, т_>. 1 и 
а4--т = 44а. Тем самым доказано, что 


а =п— (&—1)г, 


ат р Гры — 
— максимальный член последовательности (А), после чего проверка 
леммы 2 не представляет трудности. 

Случай (В) разбирается аналогично. 
Следствие 1. а) Для всякого т>. 1 г,, 
членом последовательности (А), если только г, = 0; 

Ь) для всякого т>1 п—т,„ | является максимальным членом последо- 
вательности (А). 

Для доказательства заметим, что все а, делятся на 4 и поэтому 
а< а, <п— 4, если только а, - 0. Стало быть, 4 является минимальным, 
а п 4 — максимальным членом последовательности (А). 

Далее, применяя последовательно пункты 2а) и 2*а) леммы 2, нетрудно 
убедиться в справедливости следствия 1. 


является минимальным 
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Перейдем теперь к изучению наших конфигураций. Разобьем фишки 
произвольной конфигурации на группы, отнеся две фишки А и В к одной 
группе в том и только в том случае, если существует последовательность 
фишек 4,,..., Аш такая, что пары фишек (А, А,), (А, А; 1) для 
1=1,..., т—1и (Аш, В) расположены на соседних полях. 

Обозначим через Ф(Г) число фишек в конфигурации 'Г и через 
< (Г) — число групи в ней. Если группа не занимает всей доски, то поле, 
расположенное чепосредственно перед группой, свободно, поэтому 
крайнюю фишку этой группы можно одним ходом передвинуть на № 
полей вперед, после этого можно передвинуть вторую фишку группы 
и т. д.; в результате серии таких ходов вся группа передвинется на 
полей вперед. Таким образом, мы можем формулировать лемму 3. 

ЛЕММА 3. Если на доске есть свободные поля, то можно серией 
10дов передвинуть любую группу "фишек как целое Фа Ё полей вперед, 
не передвигая при этом фишек из других групп. 

ТЕОРЕМА 1. Всякую конфигурацию Г можно перевести серией ходов 
в конфигурацию Го такую, что либо $ (Г) =Т ип— (Го) — максималь- 
ный член последовательности (А), либо ‹ (Г) < а. 

Доказательство. Рассмотрим множество конфигураций, получаю- 
щихся из конфигурации Г конечным числом ходов, и выделим те из них, 
У которых наименьшее число групп; из этих конфигураций выберем 
конфигурацию Г., в которой минимальное число фишек. 

а) Докажем, что либо 4 (Г) =1, либо ф(Г.) < а. 

Рассмотрим какую-нибудь группу фишек С и выделим на доске 4 
расположенных рядом полей так, чтобы первая фишка группы С стояла 
на первом из отмеченных полей. Пусть ф(Г.)>1. Тогда существует 
группа С,, отличная от С. По лемме 3, ее можно передвинуть на К 
полей вперед; в силу выбора конфигурации Г., две группы при этом 
не могут слиться и поэтому передвинутую группу С, можно передви- 
нуть еще на А полей вперед и т. д. Будем двигать группу С, до тех 
пор, пока последняя из фишек группы С, не попадет на одно из отме- 
ченных полей. Все остальные фишки группы С, будут предшествовать 
этой последней фишке и в то же время будут следовать за группой С, 
поэтому они также попадут на отмеченные поля. Точно так же можно 
на этих полях расположить другие группы, поэтому ф (Го) < 4. 

Ь) Докажем теперь, что если ф(Г.) 24, то п—Ф$ (Гу) — максималь- 
ный член последовательности (А). | 

Пусть ф (Го) > 4; тогда, в силу а), ф(Г.) =1. Наше утверждение 
выполняется при ф (Г) = п. Рассмотрим случай, когда $ (Г.) < п. Зану- 
меруем поля нашей доски по порядку против часовой стрелки так, чтобы 
те из них, которые заняты фишками, получили номера п—Ф-+ 1, 
п—Ф-2,..., п-— 1, 0, где ф=ф (Го). При этой нумерации поле 1 сво- 
бодно, поэтому фишку, стоящую на поле 0, можно передвинуть на поле а, 
затем на поле а, ит. д. Будем передвигать эту фишку до тех пор, 
пока это возможно. Покажем, что при этой серии ходов фишка побывает 
на одном из полей п—$,....п-— 1. Действительно, фишка может оста- 
новиться только на одном из этих полей. С другой стороны, если бы 
она ходила неограниченное число раз, то она побывала бы на всех 
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полях с номерами, делящимися на 4; но так как полей п —ф,..., п—1 
не меньше чем 4, то хотя бы у одного из них номер делится на 4. Заме- 
тим, однако, что при обходе фишка не может попасть ни на одно из 
полей п^ф-+1,...,п—1, так как в этом случае число фишек умень- 
шилось бы, а число групп осталось равным единице. Поэтому фишка 
остановится на поле и —Ф, не побывав при этом ни на одном из полей 
п—Ф-+1,.... п— 1. Но это и значит, что п —ф — максимальный член 
последовательности (А). х 

ТЕОРЕМА П. Если ^”-Е 1, то существует многоуг. льник 9, такой, 
что лс О в 

а) все вершины О’, которые при умножении на »Х не переходят 
в вершины О’; расположены подряд; 

Ь) если ф— число таких вершин, то ф>4и п ф— максимальный 
член последователености (А). 

Доказательство. В силу леммы 1, конфигурация, получаемая 
из допустимой одним ходом, снова является допустимой, поэтому, по 
теореме Т, существует допустимая конфигурация Г. такая, что либо 

а) $ (Го) = 1, 

5) п — Ф(Го) — минимальный член последовательности (А), ‘либо 

$ (Го) < 4. 

Пусть конфигурации Г, соответствует многоугольник 0О%,. Покажем, 
что если $ (Г) <а, то Л" =1. В самом деле, Я В оо 
вершины многоугольника О’, занумерованные по порядку при обходе его 
контура против часовой стрелки. Припишем вершине х, индекс ], где 
8 =] то4 4 (0 < }< а). Так как вершин, не переходящих при умноже- 
нии на ^ снова в вершины, меньше, чем 4, то должен найтись такой 
индекс ], что все вершины с этим индексом при умножении на Х снова 
переходят в вершины. Рассмотрим какую-нибуда вершину х, отвечаю- 
щую индексу 7. Так как умножение на ^ соответствует увеличению 
номера вершины на А, то умножение на Х не меняет индекса вершины. 
Поэтому все точки 5, ^х,..., ^"х являются вершинами с индексами 7; 


п < 
при этом очевидно, что ^"х =, поэтому А" =И. Мы в дальнейшем будем 
предполагать, что ^" Е 1. 


Пусть ‘2%, 21,..., Хи — вершины многоугольника 0,, занумерован- 
ные по порядку против часовой стрелки. Пусть вершины 241, ...Фи_ифе 
при умножении на ^ не переходят в вершины (Оу. 

Положим 

А 0 им 


(индексы приводятся по модулю п). 
По теореме Дмитриева-Дынкина, 


её 0, фк ди | (1) 


Очевидно, что для любой вершины х многоугольника (, найдется, и 
притом единственное, натуральное число с такое, что ‘5 = &;, 01. 
В частности, это относится к вершинам 2,,..., 2. Нашей ближайшей 
задачей будет найти, каким образом вершины 2%,...,› при умножении 
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на степени Х переходят в точки &,,..., ЕЁ. При этом нам придется рас- 
смотреть отдельно два случая: ф>4 иф= 4. 


ТЕОРЕМА Ш. Пусть п —у— максимальный член последовательно- 
сти (А), у» фа. Тогда 


#=0, 1... Ро, 


(2) 


— у, р — Гот Че. У, 
где числа т, р и 4 однозначно определяются из условий 
< г.у гид, РЕГ. Шоп, Ор <— | 
Кд == — уто4 п, 0<<-—: 


Покажем сначала, что для некоторого т 
ь 
с МТ. 
Из леммы 2 для некоторого т 
"ат < и Ти сх Тат-4 >. Тат Я 


Если 9-0 и г... >0, то т,„<уи (а) доказано; если 9 +0, но 

Гот = 0, ТО г„ = 4<ф < у, что доказывает (а), наконец, если © = 0, 
== к 

то у=г„.:2Ф_‚>4, следовательно, г›„,›>>0 и поэтому 


и Пот ай. Ти но эт, 


отоюда Ги) < У = Ри И (а) выполняется, если заменить т на 
т + 1. Из (а) следует, что г„_, Фу >, значит, г > 0. 

Умножению на ^ соответствует увеличение номера вершины на К. 
Так как вершины многоугольника 0О,, которые при умножении на ^ не 
переходят в вершины, находятся все среди вершин 1,„_„.1,..-, Я, ву, 
и так как вершина, переходящая при умножении на ^ в точку &, я 


есть х › достаточно, чтобы в по- 


ПАН? 
следовательности 


ата. Вата)... В и... 


появился член п—^----т,,, причем не позже, чем любое из чисел 
п А-+1,.... п Е фу. Очевидно, что это будет выполняться тогда 
и только тогда, когда в последовательности 


В» (а +0, В» (а, 5 1),..., В, (а 0),... 


появится, и не позже, чем любое из чисел 1,...,у, член А, (т + |. 
В силу следствия 1 леммы 2,г,, является минимальным членом 
последовательности (А), поэтому если а, =т.и, То, по лемме 2711428), 


ры 
то для того чтобы т, = а 


ап — Ги Ь  ВН А 
Следовательно, 


ат — Ти у г <п— тп при О<!<р, 
(3) 


т. 
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Из леммы 2, п. 2Ъ) следует, что 


а; 2 Тот Гат и). 


откуда 
а У р 
Из (3) и (4) следует 
у«<а + 1< п, 
р лера, Феде ЗА рей. хр. № 
Значит 
у< А, (а 1), 
И И р Ы 


Это показывает, что в каждой последовательности 


В, (а + о, В, (а. 0,..., В» (ар | 1) 


(бетон Фоку О, диам) 


член А, ("„„ +2) = А, (а,- 2) встретится, причем не позже, чем любое 


из чисел 1,...,у. Поэтому 
А = 4, а м ее (2а) 
Покажем теперь, что для некоторого 4 > 0 
м: = ти В Уи 2,..., У). (25) 


Равенствами (2а) и (25) теорема Ш будет полностью доказана. 
Как и прежде, для того чтобы выполнялись равенства (25), доста- 


точно, чтобы в последовательности А„ (а, | 1),..., В, (а 8)... встре- 
тился член А„(п -:— у), причем не позже, чем любое из чисел 
1,2,...,у. По условию, п —у— максимальный член последователь- 


ности (А), поэтому для некоторого 9>0 аа =п—у и, следовательно, 
В» (аа +) = В, (п —уэ-- д. Покажем, что среди чисел 


Аааа о (ее, В, ме) О 


нет ни одного из чисел 1,2,...,у. Из леммы 2, пи. 2*а) и 2*Б) сле- 
дует, что 

о < а< пт (ги У), 1 =1,..., 9—4. 
Поэтому 


а п— тт «пи а; +1 > тот + У— гот + У 
(Е =У— Гош + 1,...,У; 1 =1,...,9-), 
чем все и доказано. 
Так как а, — минимальный член последовательности (А), то р — наи- 


меньшее положительное число такое, что Ёр ==х, „ од п. Заметим, однако, 
п 

что последовательность (А) — периодическая с периодом =. Поэтому наи- 

меньшее положительное решение р сравнения Ар ==7>» од и удовлетво- 


п 
ряет неравенству О <р<-; и определяется этим неравенством одно- 


значно. Аналогично, имеем 4 = — ушойп, 90<9а« = : 
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С ледствие Т. По теореме П, прих>> 4 п— ф — максимальный член 
последовательности (А), поэтому мы можем в равенствах (2) положить 
у= ф, после чего получим 


ХР 2; = +», т? = ОТ, ...)Ф — Г2т, 
Ра 


| 5 
А бт, 8 =фФЯ—72т + 1,...)Ф, 


где 0<т2т<ф-<7Т2т—1, ЁрЕЕТэт 1104 "(0< р<т) ‚ ЕА=Е-—ф то@ п(0<а = г») ` 
ТЕОРЕМА ТУ. Пусть ф = 4. Тогда 
= ЕЁ, ф=4,..., а, (6) 
где 1 =-т. 
Доказательство. Так же как в теореме Ш, равенства (6) будут 
выполняться в том случае, если в последовательности А, (а, +1)... 
‚ Я о .. встретится число #, причем не позже, чем любое из 
чисел 1,2,...,4. 
Пусть —- —=/. Тогда и =0иа;>0 при 0<1< 1. Так как лю- 
бое а; о делиться на 4, то а<а,<п— 4 при а; 0; поэтому 
а<а<п—4(0<]< 0. Значит, 


аЕ>а+Тиа +1 


Е 
Отсюда следует, что среди чисел А„ (а, +1), А» (а, 0,..., В, (аа -+о 
{{=1,...,@) не будет ни одного из чисел 1,2,...,4. Но А, (щ- = 


= А, (1) =ь, что и доказывает теорему. 
Так как вершины многоугольника (,, не переходящие при умноже- 


нии на ^ снова в вершины, исчерпываются вершинами 1.41, ...,Яииуо, 
то единственными вершинами многоугольника Оу, которые при делении 
на » не переходят снова в вершины, будут вершины 21,..., 2%. Поэтому 
_все вершины многоугольника 0%, имеют вид ^'1; ((=1,...,Фф) и при этом 
для любого & №2: + 2}, если у и 1<:<ъ, 1<] <. Из (5) видно, 
что при ф>4 достаточно придавать & значения (0,...,р—1) при 


1<1<Ф—г,и и (0,1,.... р+9—1) при фФ—г„ <<. Таким обра- 
зом, в случае ф>@ все вершины многоугольника О, исчерпываются 
вершинами 
$=:09;:1. 5, р 1 0,4,...,р+-9—=1, 
№ М (7) 
ФР, ЕЕ 50 бо 
Аналогично из (6) вытекает, что в случае ф= 4 все вершины много- 
‚угольника 0, исчерпываются вершинами 
04...71 — В 
№ т; (8) 
та. 
Вершины вида ^'х; мы будем называть вершинами, порожденными 
вершиной х;. Из (7) и (8) следует, что всякая вершина многоугольника Оу 
порождается ровно одной из вершин #1, ..., 4%. 
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$4 


ТЕОРЕМА У. Если для многоугольника 0, ф>4и 0< тт < Ф<гжт-ь, 
то при п>3З тт =1. 

Допустим, что 72” >1. Нашей задачей будет при этих условиях так 
провариировать многоугольник О,, чтобы провараированный многоуголь- 
ник при умножении на Х переходил в свою часть и при этом хотя бы 
одна из его вершин переходила внутрь многоугольника 0О,. Этим самым 
мы придем к противоречию с теоремой Дмитриева-Дынкина. 

Рассмотрим ломаную У с вершинами 


$ . т; . 
У: — эр+а. ((=0,..., 72т) ИУ = (= 72т + 1,...,9). (9) 


Обозначим через 5; интервал (2:1, 2;) и через А; — интервал (у; |, У,). 
Равенства (9) дают 


а та АНЯ 
АРА; = 8; : (2 — Гот -2,..., 5). (10) 
Из равенств (1) и (5) следует: 
АР — В (1 == О ЭФ — 72т), 
а = и ее, и (: =Фф — 72т + а Ф), 


откуда, в силу (10), 


Тот 
Не р=Ане,, =... Ф — м), 
(11) 
эк Ф 
2т с 
26 — ра — — А+, ((=фФ— 72 +1,..., 9). 
Равенства (11) показывают, что вершины х,,....х› лежат внутри 


сторон ломаной У. 
Дальнейшее доказательство распадается на два случая: 
4) 27, Ф-Т и 
2) 2т.„>Ф-+ 1. 
1) В этом случае будут вариироваться вершины 41,..., т, На пря- 


мой 2, д, возьмем точку 2,’ и спроектируем ее через точку &, на сто- 
рону ломаной У, проходящую через вершину х, (см. рис. 2); полученную 
точку 2,’ спроектируем через точку &;, на сторону ломаной У, проходя- 
щую через вершину х;, и т. д. до тех пор, пока не будет получена 


|: } „ 
точка т (см. ‘рис. 3). Точку =, соединим прямой с точкой 1, +4. 
таз № 2т 


Заметим, что так как, по предположению, 72 >41, то х, не 


Е 2т 
совпадает с т. 


Рассмотрим многоугольник О, получаемый из многоугольника (у.сле- 
дующим образом: вершины вида /'!2; ((=1,...,‚г2т) заменяются на вер- 
шины вида ^'х;’. Остальные вершины остаются без изменений. Очевидно, 
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что многоугольник © вполне определяется, как только выбрана 
точка х,’. Покажем, что точку 2,’ можно выбрать так, что ^ОсОи 
‘одна из вершин многоугольника О при умножении на Х сойдет с кон- 
тура многоугольника О. 


х 


Рис. 2 Рис. 3 


В самом деле, выясним, как расположен многоугольник ХО. Все вер- 
шины многоугольника О делятся на две группы: 
1) вершины, являющиеся одновременно вершинами  многоуголь- 


ника Оу, и 
2) вершины, порожденные вершинами х’...,х . Поэтому если 
й то о 


2т 


заменить в (7) %.,... ‚т,,, на И оеоз — ‚ то полученными вершинами 
т 
будут исчерпываться все вершины многоугольника 0. Отсюда видно, 


что вершины многоугольника 0 при умножении на Х переходят снова 
в вершины многоугольника О, за исключением вершин 


о а = отв ое цы р Ра 


ево Е А ыь. „Ф) 


в случае, если 272 <«ф- 1, и вершин 
ЧА о 7 = -Ы 2 
у ре ти — 1), лета т", А (ти -Ь4,...,Ф) 


в случае, если 2г„„ =Фф + 1. 
Значит, для того, чтобы ^О с О, необходимо и достаточно, чтобы 


многоугольник О содержал точки 


т 
д (=Ф— тж Ь..., 9) 


в случае, если 2722 <Ф- 1, и точки 


АР, =... — 4), ХА, ‚РЯ (тит Н.Ф) 


в случае, если 272” = ф -{ 1. 
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Если точка х\’ взята достаточно близко к точке х;, так, чтобы точка Е: 
оказалась внутри многоугольника ©, то, очевидно, О будет содержать 
все Ё;(#=1,...,$) и, в силу равенств (5), все вершины группы 1) будут 
при умножении на ^ переходить на контур многоугольника (©. 

Пусть 27т <«Фф-1. В этом случае из (11) имеем 


ЕАН, (ео. и) 


Если точка Ча взята близко к точке Х:, то, очевидно, 
’ . 
Ки 6: (: == я. ...у 72т). 


Учитывая (10), получим 


ЛРх, 65; . 
1 Е тои, 


Нетрудно видеть, однако, что вершины 1; (1 = ЕЛ, ...› 27эт), являю- 
щиеся концами 8+, ((=2,...,72т), суть вершины многоугольника О, 
т 

находящиеся в первой группе. Поэтому при 2тж<Ф--1 точки 
^х’ (1=2,...,Тот) находятся на контуре 0. 

Пусть И =Ф- 1. Так же как и в предыдущем случае, точки 
Л?’ (1=2,...,тэт — 1) находятся внутри интервалов 81+", и, следова- 

т 

тельно, на контуре О. 

Из равенств (14) следует, что 


я. = то", „СА. 
Если точка 5.’ близка к точке х,, то 
7 
и ВА 
"ат г 
и, в силу (10), 
о те 
2т 


т. е. точка Аб, находится внутри стороны [5%, <:|. Если точка 4” 
т 


близка к точке х,, то точка ма близка к точке т, =Ё и, 
т т 


стало быть, находится на контуре 0. 

Таким образом, и в случае 27,„<ф-1, и в случае 2г,, =Ф--1 
для того чтобы ЛО < О, необходимо и достаточно, чтобы точка 1,’ была 
достаточно близка к точке 2, и чтобы при этом многоугольник О содер- 
жал точку ^?х'. 

Введем на прямых ху х, и и В, координаты, отнеся точкам х, 
и и координату О, а точкам т и 5, координату 1. 


Пусть А— точка пересечения прямой 2" ия 4 с прямой 
у р р Гот, т. р И и 


(см. рис. 3); пусть, далее, х — координата точки хх’ на прямой 
Тх, и и(7х) — координата точки А на прямой С 6 и. Так 


как №? ху = 5, и 2х, =Ё, а (теорема Ш), то произвольная точка 
т -т 


на прямой 2% 1, переходит при умножении на ^? в точку на прямой 


5, т 5, 4+1 © той же координатой. Поэтому для того чтобы точка ^?х,” 
т 


была внутри многоугольника (©, необходимо и достаточно, чтобы 5 >> и (5). 
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Если к тому же 52 достаточно мало, т. е. точка ЯВ. близка к точке 21, то 


ани 
Так как точка А была получена из точки 1,’ рядом проектирований, 
то, очевидно, 


и (1) ==; 


если точка 2,’ находится в точке х,, то многоугольник О совпадает 
с многоугольником О’, а точка А — с точкой 5, че т. © в(0)=0 и, 
т 


значит, 


Очевидно, что 4 = 0; деля на 4 числитель и знаменатель, имеем 


1 = 42 (1 — сх + ...). 

Отсюда 

х—и (1) =2(1— а) с -.. 

Если а + 1, то существуют числа 5, как угодно близкие к 0, такие, что 
х—и_>0. Таким образом, остается рассмотреть случай, когда а=1 и 
ди = ое... 

Заметим, что 0 < и(1)<1, как это видно из чертежа (см. рис. 4). 
Исключение возможно лишь при п =3 (см. рис. 5).* Отсюда вытекает, 
что с>0 и, значит, при достаточно малом д х — и = с? +... >0. 


2) 2т.„ >Ф- 1. В этом случае вариируются вершины 2+1 ,..., т, 1. 
т 


Вариация аналогична вариации в случае 1; ее вид показан на рис. 6. 
Разбор этого случая аналогичен разбору случая 1. 
ТЕОРЕМА У1. Если для многоугольника 0, фа, то 4 = 1 и ^ удовле- 


творяет соотношению 

№9 (^Р — а)" = В" «> 0, в>.0 «В =1, (12) 
где т =т2„_, Ар==1 топ (0 <р< п), Ё4= — гшо4дп (0<49<п), при- 
чем т определяется из условия ти =а=1. 

Доказательство. Для некоторого т (см. следствие 1 теоремы Ш) 
имеет место неравенство 0<т,„ < <.т,„_,. По теореме У, ги =1 и, 
следовательно, 4 =т,)„ = 1. В силу следотвия 1 леммы 2, п ВУ 
является максимальным членом последовательности (А), поэтому мы можем 
в равенствах (2) положить у =т›„_., После чего получим 


Раз = ны = оч аа -- Ван 
Аа, = Е, = 912% + В121, 


(м >.0, В; >. 0, оз + В =1, =, г), (13) 
где Ар=1 шой (0 <р< п), #4==—гщо4п (0<49< п). Покажем, что 
в равенствах (13) и, = „=. .: ==. Рассмотрим многоугольник О, 


* В дальнейшем мы будем рассматривать случай, когда п> 3. Фигуры М» при 
п < 3 найдены в работе (1). 
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А ООО ИЕР 
полученный из многоугольника Оз следующим образом: вершины вида 
Л! т; заменяются на вершины *' [5; + = (24 — 2; 41)] (1 <1<т7— 1); осталь- 
ные вершины остаются без изменения. Если и:+-1 == я» то можно выбрать = 


так, чтобы ^О СО и одна из вершин ХО попадает внутрь ©. Доказа- 
тельство этого аналогично доказательству теоремы ТУ в ('). 


2 
То 
Рис. 4 Рис. 5 Рис. 6 
Таким образом, имеем и =о, =... =, = и, стало быть, 
8 =В, =... =, = В. Поэтому равенство (13) переписывается в виде 


ХР д; = ал; + Вт, 


[=Од ут 0, ТВ & 3 8== 
Исключая из этих равенств 1%, 2.,..., т, получим (12). Многоуголь- 


нику О’ отвечает некоторая стохастическая матрица п-го порядка [см. (1)]. 
Уравнение (12) является характеристическим уравнением этой матрицы. 


Поэтому уравнение (12) должно быть п-й степени. Таким образом, мы 
получаем 


а+ рг=п. (14) 


ТЕОРЕМА УП. Если для жкногоугольника О, ф=а, то Х удовлетво- 
ряет соотношению 


(\ — В =Мо, «0, ВО аи (15) 
где 1=-т, 4 == — 4 то4 п, 0<<-т. 


Доказательство. Каждая вершина многоугольника О, порож- 
дается одной из вершин, 1,,..., Ха. Так как умножение на Х соответ- 
ствует увеличению номера вершины на А, то нетрудно видеть, что вер- 
шина, порождающая вершину 1%, есть ха. Поэтому существует 4 такое, 
что 1 ха = 2% и, значит, №4 -|- 4==0 то4 п. При этом очевидно, что 4 — наи- 
меньшее положительное число, удовлетворяющее сравнению А4== — 4 то4 п. 


Поэтому 0< Ёч<-т . 
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Нокажем, что в равенствах (6) $ За, =а, =... = а =а. Доказа- 
тельство этого аналогично доказательству теоремы УТ. Таким образом, 
имеем 


№, = ча 1 + Вл (=... а), «2.0, в >.0, «+В =1, 
Аа 
исключая отсюда 2%, 1:,..., Ха, получим (15). 
$5 


ТЕОРЕМА УТ. Если для любого т тэт + 1, то 


К—. К р 
2 г Зав < 2м-, (15) 


где $ и 4 однозначно определяются из соотношения 


ие, О”, 0 — 


Доказательство. Из теорем У и УП следует, что существует 
многоугольник (0%, с вершинами ху, 21,..., Х„_л, занумерованными по 
порядку против часовой стрелки, такой, что 


1 
р оао Е 
Е (17) 


Ч . 
Л Та == Ту. 


Пусть 8:-=( ть), 1=1,..., 4. Очевидно, что для любого & 


№ 2; == х; при Е +7, 0<1<4, 0< | <4, поэтому для любого & 
м Л. 


Из (17) следует: 


и Я 
= (^—®) (48) 


Равенство (18) показывает, что углы, ‘под которыми видны из начала 


интервалы 8; равны между собой. Из (8) видно, что точки 
} О 
м © 
пы. г, @ 


суть вершины многоугольника 0%. Значит интервалы 


№8 (=0, 1,..., 1—9—1), 
м =, Мн 
СУ" а 


являются сторонами многоугольника (5. Стало быть, если «— угол, под 


6 Известия АП, серия математическая, №4 
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которым виден из начала один из интервалов 9:, то 


(1(—9а-+ 1(а—Т а 2т, 


откуда 
(19) 
Из (17) следует, что №1, 8, поэтому, как это видно из рис. 7, 
т (1 — =) < — ав м < 2т. (20, 
С другой стороны, 
ДЕ ЗИ с = в | 1 
п о п - и 
поэтому 
2: 28 1 на 1 
е 7—4 = п- а (21) 
Из (20) и (21) без труда следует (16) 
5, у 
0 р 
р И 
Ив, ч 
2 Й в 
Рис ий Рис. 8 
ТЕОРЕМА ТХ. Исли для некоторого т тэт = 1, то 
2-е ры (22) 
р п 


где $ и р однозначно определяются из соотношения 


К) — т =1, 0 ри, ао <. 


Доказательство. Из теоре мы У следует, что существует много- 


угольник (0%, с вершинами т, л,..., Жи, занумерованными по по- 
рядку против часовой стрелки, такой, что 


А = бат в Ор 0 «В = 


Это означает, что точка ^’т, находится внутри стороны [5у, |. 
Отсюда следует (см. рис. 8), что 


(< аге^? < к. (23) 
А 5 1 5 > т 
Но = -- о ’./ =1, поэтому 


27 ге й. 21 Бо 
е —е Г 
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—! 
(>) 


Учитывая (14), имеем "__ 1 


>>, что вместе с (23) доказывает (22). 
ТЕОРЕМА Х. Всякое ХЕ Т„ принадлежит циклическому п-угольнику. 


Доказательство. В $4 было показано, что Х удовлетворяет 
одному из соотношений (12) и (15). Пусть, например, ^ удовлетворяет 
соотношению (12). Обозначим через 5 наибольший общий делитель чисел 
д иги пусть 4 =9'5, г=" 5. Положив в (12) и’=Л и извлекая из 
обеих частей корень г-й степени, получим 


шт" (цв" о) =В7, 20, В>0, яви, (24) 
где Г = 1. 
Покажем, что и можно выбрать так, чтобы лу = 1. 
В самом деле, положив в (24) «=0, В =1, имеем 
у = и ь" А 
Из определения /' и 4'ив силу (14), 
, ария м 
Фь" =, 
поэтому 
7 
р 5 
С другой стороны, положив в (12) «=0, В=1, получим ^"=1 и, 


в 


в силу (22), Л=е ". Стало быть, 


вин 


п 


ъ 2х1 
и=А =0 


и, следовательно, 


2 о 
5 6 
у =е ‚ 
Нетрудно видеть, что 7’и п} — взаимно простые числа, поэтому сущест- 
вует и такое, что Ё + ип==0 то", а тогда у = 1. Выбирая в (24) ц так, 
чтобы 8 = 1, получим 


из = Ву ы",. #20, В>0, авы, 18=1. (25) 


п 


214 

я д 5 < Ро 
Из (25) следует, что точка и’ е <= содержится в выпуклой оболочие 
точек 


ве) 
и, значит, и, а следовательно, и ^ = и” принадлежат циклическому 
п-угольнику. 

Теперь мы в состоянии доказать теорему А. Действительно, из теоре- 
мы Х следует, что любое ци © М» принадлежит некоторому циклическому 
т-угольнику, причем т < п. С другой стороны, очевидно, что произве- 
дение двух точек циклического многоугольника есть снова точка этого 
многоугольника, что и доказывает теорему А. 


6* 
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Переходим к доказательству теоремы В. Формулировка теоремы В 
дана в $ (1. Мы будем доказывать ее по индукции. Теорема В ворна 
для п =4 [см. (!)]. Пусть теорема В верна для любой фигуры М», 
4< тп. 

а) Введем некоторые определения и обозначения. 

Мы будем понимать под углом ‹ф:, $.» совокупность комплексных 
чисел Х таких, что 2 ф, < аге^< 2п.. 

Под углом ($1, $»›> мы будем понимать угол, комплексно-сопряженный 


углу <Фь, Фэ>. 
Из теорем УШ и 1Х следует 


&—1 ох : ЕО Е 
< Ра: а. я о: (26) 


где Ф (&, п) и }(Ё, п) определяются условиями 
`Ёф (Ё, п) — п] (, п) =а, 9<Е-— 1 (< — 
09<п—+{,п)<-, 9х ь. 


а а а : т 
Дроби ы и 5. (> а. Е а 2) мы — назовем 


соседними, если не существует дроби + (0 < а<6<”п) такой, что 


а о о у 

—58 5 > 2 ` Если из, — две дроби, соседние с дробью ое. 
а а 

если Г то из теории ряда Форрея следует 


ик — ат = (— ПЧ" а, ) 

\ | 

жа -а=а, ®-Ь-Ь=А, 

ОКА <, 0<в-в< и, Е=1, 2. 

Из (27) заключаем, что а, = { (А, п) иб, =Ф (к, п), и, значит, дроби Ен) 
Ф (К, п 


К 
и —_ — соседние. 
Ь) Имеет место 


Кк—1 а 
где дроби — И -- соседние, пи, 


В самом деле, из а) следует, что 


РЕ К ру Ра п ВР 


К - а. п й. ОВ п уе, 
где а, = /(п— Е 1, п), 6, =Ф(®— +1, м). 
Поэтому 
те К реа: та Я КА ди = 
: г). т, о анны : —. ее Я я 
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а ПА 


Так как дроби ри соседние, то, как легко видеть, дроби 
1 
1 $, —а, 
ту ИнНА- также соседние. 
г 
с) Пусть Г„ — граница фигуры М». Тогда 


<. - ое а и 


Возможны два случая: 
1) а=1. Пусть" и 
Я 


а А 
т — дроби, соседние © дробью =. Пусть для 
2 
а : 4 - : 
определенности в В случае 4=1 (27) перепишется в виде 
1 < 2 
Е — а; п = (— 1, 


а =й в =, (28) 
а ии (17 


Пусть п = 916, + г, = 926, + и, (0<м< 6, 1=1, 2). (Из (28) видно, что 
если. 6, +1, то ни 6, ни 6, не могут быть делителями п. Случай, 
когда 6, =1, мы рассмотрим впоследствии особо.) Мы имеем 


Предположим сначала, что 6, о. ай =п— 6, > и гу’ Повла па, 
а 9. >21, но 4926. —6, =9.6, бе > 0 и, значит, 


[= НЙ Е». <*> С =. 


Применяя теорему В для фигуры М, 1, получим, что ие Г П <, У 
удовлетворяет уравнению 
(Ш = 1 -— 0° и (29) 


где 0% 1<1, а. з==—1 шо4б,. 
Вычисляя по теореме В часть границы фигуры 1,4, расположеннук 
1 а ‹ 
в углу > - оо получим, что она также задается уравнением (29). 
71 


Поэтому 


52| = 


а ей г. 
Разбирая аналогично случай 6, «п, а & =и—6, > 5 п, получим, 


что всегда 


Г»--1 П {вы а » =: Гт п че ПР (30) 


где т = Е 0" в = пи (5, 6,). 
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Из (28) следует, что если 6, =1, то  =пр— 1. Применяя теорему В 


—ы п а» \ 


к этому случаю, получим, что цЕГ, ‚ ;_ / Удовлетворяет урав- 
2 


нению 
Ио е, ОЕ (31) 
2) @ 1. Пусть 5. — дробь, соседняя е дробью к в = =). Из (27) 
1 $! 
имеем 


2 
26 Е 


р. 
а так как 941, топ — о () и, значит, 26, > п. Поэтому [1] =1. 
1 
1 


Но, очевидно, "> 1; отеюда и из (27) следуст 


И. 
а 
п— 1 1] л п ‹ 
| в РЕ: пом 5 АРС (98) 
а 
Из (32), так же как и в случае (1), нетрудно убедиться, что 
а г в“ а Е 
и а (2 
Из (30), (31), (33) имеем 
С И) | А: ИЕ п) Ат) К\ 
ий Зе (%,п)’ о = Гу, и ПХ Зе (А, п)’ а 


где 

(7 6, 6 = пм (61, 6), если 4=Т1Т и Ев, 
если 4 = и Ё=п— 1, 
|2 если 41, 


В, и 6. удовлетворяют условию (27). 
Методами, аналогичными развитым в работе (1) (см. $ 2), можно до- 


< ы КУ 


казать, что если цЕ ааа ПГ ,”, то существует выпуклый 
п-угольник (0 такой, что 

1) 590, 

2) ни одна из вершин многоугольника О не находится на контуре О. 

Это показывает, что и не является экстремальным числом для фигу- 
ры М». Поэтому, если ЛЕГ, Г) СИ”, в лег 

Но граница фигуры М, — Л/„ 1 является теоретико-множественной 
суммой множеств Г» и т поэтому ЛЕХ, |) Т,. Однако из Ь) следует, 
что ^ не может принадлежать множеству Т», а значит, ЛЕТ», что и до- 
казывает с). 


4) Пункты а) и с) дают полное представление о виде множества Г». 
Множество Т» распадается на 3 кривых, расположенных в круге 


К, А 
[2 | < Ти углах ет, =» К=|,..., ю—1. Концы этих дуг, взя- 


Ти, т) 
еды 
тые против часовой стрелки, сутье $» це т. 
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е) Теперь мы можем приступить к непосредственному доказательству 
а а а а 
теоремы В. Пусть -* и -* — две соседние дроби (45<%), и Г — гра- 
1 2/ 


в: И 
ница фигуры М», расположенная в углу т. 4:`>. Возможны два 
1 


случая: 

1) Ни ЬБ,, ни 6,, не являются делителями п. 

Из 4) следует, что Г не пересекается ни с Т,, ни с Г». Поэтому 
Гс М1 и, значит, удовлетворяет теореме В как часть границы фигу- 
ры М„_1. Покажем, что Г будет удовлетворять теореме В и как часть 


т—1 п 
границы фигуры М». Для этого достаточно проверить, что = | 


ь; в: 


1 =1,2. Но в нашем случае эти равенства очевидны. 

2) Хотя бы одно из чисел 6,, 6, является делителем п. 

Нетрудно видеть, что случай п=9.6, соответствует случаю а) тео- 
ремы В, а случай п = 4,6, —случаю 5). Мы ограничимся поэтому слу- 
чаем п = 4>6.. 

Из с) следует, что ГС Ть, а значит, любое ХЕГ удовлетворяет одно- 
му из уравнений (12), (15). Нетрудно видеть, однако, что уравнение (12) 
соответствует уравнению [ теоремы В, а уравнение (15) — уравнению П, 
и, значит, Г удовлетворяет теореме В *. 

Поступило 
ВО: 950 
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Б. Н. ДЕЛОНЕ 
К ШЕСТИДЕСЯТИЛЕТИЮ ИВАНА МАТВЕЕВИЧА ВИНОГРАДОВА 


В сентябре этого года исполняется шестьдесят лет со дня рождения 

одного из крупнейших современных математиков, академика Ивана 
Матвеевича Виноградова. 
о Иван Матвеевич родился 14 сентября 18941 года в селе Милолюб 
Псковской губернии. В 1914 году окончил Петербургский университет 
и был оставлен для подготовки к профессорскому званию. С 1918 года 
состоял профессором Пермского государственного университета, а затем 
Петроградского политехнического института. В 1925 году был назначен 
профессором Ленинградского университета. 

В 1929 году И. М. Виноградов был избран академиком. 

С 1932 года состоит директором Математического института имени 
В. А. Стеклова Академии Наук СССР. 

Русская наука, благодаря работам Эйлера и исследованиям Чебышева 
о простых числах, не раз за два последних столетия занимала первен- 
ствующее положение в теории чисел. Работы И. М. Виноградова снова 
выдвинули нашу науку в области теории чисел на первое место в отно- 
шении глубины и тонкости методов и важности результатов. 

И. М. Виноградов ввел в 05 :асть теории чисел новые методы, кото- 
рые можно назвать элементарными в том смысле, что в них лишь мини- 
мально используются средства анализа. Центр тяжести опять перено- 
сится в теорию чисел, которая приобретает здесь гибкость и общность 
аналитических теорий, не утрачивая своей арифметической сущности. 
Уже первые работы И. М. Виноградова о наименьшем ° невычете и об 
асимптотическом подсчете целых точек в областях показали несравненную 
силу и остроту его математической мысли. 

В тридцатых годах окончательно оформился новый общий метод 
И. М. Виноградова, занимающий основное положение в современной ана- 
литической теории чисел. Этот метод состоит в сведбнии аддитивных 
задач, а также ряда других задач теории чисел к изучению конечных 
тригонометрических сумм (чаще всего кратных) и к отысканию Ффунда- 
ментальных свойств этих тригонометрических сумм. 

Важное значение в теории чисел имеет задача о представлении нату- 
рального числа М в виде суммы слагаемых вида п, П.,...,Пь.+.. 
(например, в виде суммы кубов или суммы простых чисел и т. п.), где 
п; — некоторые специальные заданные натуральные числа. 

Вместо употреблявшихся со времен Эйлера степенных рядов И. М. Ви- 
ноградов для решения подобных задач ввел в рассмотрение конечные 


тригонометрические суммы вида: 


5 (®) [9 м ет па : 
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в которых достаточно распространить суммирование на все п; < М. Дело 
в том, что число представлений числа № в виде суммы т слагаемых 


рассматриваемого вида, т. е. в форме 
М =п,, + п, Е 


как в этом можно убедиться, равно интегралу: 


($ ("= < Мах. (1) 


—- 


Этим способом аддитивная задача оказывается сведенной на изучение 
конечных тригонометрических сумм. 

Несколько сложнее сводятся на изучение таких сумм задачи теории 
диофантовых приближений. Нагляднее всего это можно показать на 
примере асимптотической геометрии чисел. Пусть, например, надо найти 
асимптотическое выражение для числа целых точек внутри некоторой 
криволинейной трапеции, ограниченной линией у= ] (5), где }— непре- 
рывная и гладкая, и где разность пределов 6 —а, а также и ординаты, 
большие. Очевидно, что 


0= М = ее 


а<х<ь а<х<ьЬ а<х<ь 


где [ ] — значок целой части, а { } — значок «дробной» части. 
Вычисление первой суммы относится к теории конечных разностей; 

вся арифметическая трудность задачи заключается во второй сумме. 
Основная идея состоит в разложении {у} в ряд Фурье: 


со 
{у} = > т ыы 
т=—©< 


откуда получается 


со 


Я 02} = ХУ 5, 
р а<х<ь т=— с 
где 
О = У е24-т-/(х) , 
а<х<ь 


и задача сведена к исследованию конечных тригонометрических сумм бт 

После сведёния задачи к вопросу об оценке конечных тригонометриче- 
ских сумм И. М. Виноградов опирается на некоторый общий фундаменталь- 
ный принцип в оценке кратных тригонометрических сумм, который мы 
поясним на частном примере. 


Пусть (и) — некоторая система’ натуральных чисел, число которых 
очень велико и равно 0. Составим сумму: 


5 (*) = Уре?тьоги, 
(и) 
Мы сразу замечаем, что для всех «6[0,1] будет [5 («)| < 5 (0) =0 (это 
тривиальная оценка). Однако легко заметить, что для «большинства» 
значений х на сегменте [0,1] (в смысле меры Лебега) |5 («)| значительно 


К ШЕСТИДЕСЯТИЛЕТИЮ И. М. ВИНОГРАДОВА 387 


1 
меньше (. В самом деле, как легко видеть, \ [о (*) |2 4х =0(, и, стало 


0 
быть, «вообще говоря», порядок ‘роста |5 (®)| не выше УО. Пусть 


теперь мы имеем дело с двойной суммой Т (х) = я ели где и © 
що 
независимо друг от друга пробегают системы натуральных чисел в 


ы 
количествах 0 и Г. Мы можем тогда написать: Т (®) = хх 5 (хо), где 
© 


попрежнему 6 («) = У емо. Мы видим, что если точки {9} «доста- 
м 


точно разбросаны» по единичному сегменту [0,1], то есть основание думать, 
что большей частью они попадут в «большинство» описанных выше то- 
чек, для которых |5 (а90)| будет малой, а именно порядка УП, и, зна- 
чит, можно ожидать, что Г (%) мало по сравнению с тривиальной оцен- 
кой Т (0) =О.Т. 

И. М. Виноградов показал, что это действительно так и будет. 

Описанное замечательное соображение является одним из основных 
в методе И. М. Виноградова. Это свойство двойных и вообще кратных 
сумм оказалось ключом ко многим труднейшим вопросам теории чисел. 

При помощи этих соображений И. М. Виноградов решил в 1937 году 
знаменитую проблему Гольдбаха, а именно он доказал следующую 
теорему: 

Число Г(М№) представлений нечетного числа № в виде р, + р. рз= № 
(р; — простые ) выражается формулой 

№? 
Т(М) = эщзм * 5 (№) (1 + о (1), 

где 5(М№) — числовая функция >> 0,6 для всех нечетных чисел М. 

Полагая 


|9] 


(«) = р е?т1-я-Р, 


«М 
имеем, согласно формуле (1), 


1 
(М) = \ ($ (вече а. 
0 


Используя соображение, истоки которого исходят еще от Вороного, 

И. М. Виноградов разбивает числа «6 [0,1] на два класса ‘и т, зави- 

сящие только от М. При этом класс % содержит, грубо говоря, числа «, 
а 

хорошо приближаемые дробями =” Где. знаменатели. 4 малы, по отно» 


шению к №, а класс ш — остальные числа. Мы имеем тогда: 


(М) = Г. (М) + 1. (М), 


где. 1. (№ = '\ и Г. (М) = \ . Наосновании теории распределения простых 
ый м 
чисел в прогрессиях, удается подсчитать интеграл 


1, (№) = \ (5 (а). е-2ч--м а. 
2% 
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Мы не будем пояснять, как это делается, ибо этот расчет стоит в сто- 
роне от существа метода И. М. Виноградова. Оказалось, что 


(м) = 5 (а +01). 


Основная трудность состоит в оценке второго интеграла: 


1.(№) = \ ($ (а) -е-29-2-м ца. 


Эта оценка сводится к оценке 5 (*х) на «Ем следующим образом: 


1 
-115 <) 4х = 


0 


[СМ зар [5 (| 15 рая < вор [5 9 


м 


— зар | 5 (2) | -5 (0), 
«бт 


где, в силу теоремы о числе простых чисел, не превосходящих данного 
М 
предела, 5 (0) — у. Отсюда ясно, что для доказательства теоремы до- 


статочно обнаружить, что 
М р 
вир |5 (@)|=О (ям) - (2) 


В этом все дело. 

Покажем теперь, как оценка 5 (х) при «Ем была сведена И. М. Вино- 
градовым к оценке двойной суммы типа 7 (*). Это поистине замечатель- 
ное соображение состоит в следующем. И. М. Виноградов употребляет 
принцип, близкий к принципу решета Эратосфена, и весьма остроумно 
получает этим способом тождество: 


5 (®) = У ем = У ба. — У 56а +0(ИМ,, 


ъ<М (45) (а,) 


где ба = е?теа.4'т, 1, пробегает все натуральные числа, свободные 
м 
вы 


от квадратов с четным числом простых делителей, каждый из которых 
< ИМ, а 4, — подобные же числа с нечетным числом простых делителей. 
Каждая сумма исследуется отдельно. Покажем, как это делается 


для У ба, 
(а) 


Если 4%, не очень велико сравнительно с УМ, то соответствующая 5, 
оценивается как геометрическая прогрессия, и все такие оценки собира- 
ются по всем таким 4,. Остальные суммы 54, с большими 4, собираются 
в одну сумму р 2-я. 4-т. При этом принимается в расчет, что а 


(а, т) 
состоит из двух больших множителей и и %, ибо не имеет простых дели- 


телей > М. Поэтому оставшаяся сумма принимает вид кратной суммы 


0 


м е2та'и-'т, Правда, ее множители и, %, т нельзя считать совсем 
и, о, т 


независимыми (так как имеет место условие и.9.т < №), но все же они 
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«почти независимы», и эта сумма ведет себя так же, как кратные суммы 
Т (“), и оценивается совершенно по тому же принципу. Получается 
оценка (2), что и завершает решение проблемы Гольдбаха. 

Тот же метод применения оценки двойных сумм лежит в основе из- 
вестного решения задачи Варинга, данного И. М. Виноградовым в 1934 г., 


где доказывается, что С (п) =О(п Ш”), точнее, что С (п) п (3 шп 41). 
Здесь С (п) — наименьшее из чисел С, для которых уравнение 
а... - хо" = М 


разрешимо для всех «больших» М№ при натуральных х;. Этот результат 
является пока наилучшим и заведомо почти не может быть дальше 
улучшен. 

Изложенное решение проблемы Варинга не дает, однако, возможности 
получить асимптотическую формулу для числа решений уравнения (3). 

Такую асимптотическую формулу И. М. Виноградов указал для зна- 
чений С = О (п? ши). Для решения этого вопроса И. М. Виноградов 
применил свойства кратных тригонометрических сумм, позволившие ему 
получить принципиально новые оценки сумм, простейшим примером ко- 
торых является сумма о е2т1-х". Для получения оценки И. М. Ви- 

х®< М 
ноградов возводит сумму в некоторую степень и эту степень рядом 
замечательных приемов приводит к кратной сумме. Получаемые при этом 
результаты представляют. собою чрезвычайно ‘большой сдвиг в теории 
таких сумм и доводят их оценки почти до естественного предела. 

Новый метод, созданный И. М. Виноградовым, оказал большое влияние 
на самые различные разделы теории чисел. Оказалось возможным полу- 
чить ряд новых, более сильных, чем все прежние, теорем в теории 
диофантовых приближений, в теории распределения простых чисел, те- 
ории С-функции Римана и т. д. В последнее время метод И. М. Ви- 
ноградова находит все большие применения не только в теории чисел, 
но и в других областях математики, например в теории вероятностей. 

И. М. Виноградов создал в Советском Союзе большую школу мате- 
матиков, творчески прилагающих его методы к разным вопросам. Методы 
И. М. Виноградова оказали большое влияние на развитие всей мировой 
аналитической теории чисел. Многие крупные математики в Советском 
Союзе и за его пределами являются последователями И. М. Виноградова. 

Почти 20 лет И. М. Виноградов является руководителем Математи- 
ческого института Академии Наук — основного центра советской матема- 
тики, — оказывая плодотворное влияние на развитие советской математики 
в целом. 

Благодаря важности и глубине своих работ И. М. Виноградов при- 
знан учеными всего мира одним из первых математиков современности и 
избран в число членов почти всех основных академий мира. 

За работы по теории чисел И. М. Виноградову в 1941 году была 
присуждена Сталинская премия 1-й степени. В 1944 году Иван Матвеевич 
был награжден орденом Ленина, а в 1945 году ему было присвоено 
звание Героя Социалистического Труда. 
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И. М. Виноградов — один из тех немногих ученых в истории матема- 


тики, которым удавалось, благодаря глубочайшему проникновению в су- 
щество вопросов, вскрыть новые трудно познаваемые закономерности. 


<> 


10. 


т 


12. 
13. 


14. 


15. 


16. 


И. 


18. 


19. 


СПИСОК ТРУДОВ И. М. ВИНОГРАДОВА 


1917 


. Новый способ для получения асимитотических выражений арифметических 


функций (Известия Ак. Наук, 6 серия, т. 11, стр. 1347—1378). 
1918 


У) среднем значении числа классов чисто коренных форм отрицательного 


определителя (Сообщения Харьк. матем. об-ва, т. 16, стр. 10—38). 


. Об одном асимптотическом равенстве теории квадратичных форм (Журн. физ.- 


матем. об-ва при Пермском университете, т. 1, стр. 18—28). 


. биг 1а ази1Ьайоп @4ез гёя4из её 4ез поп-г6з- 4ез руи1ззапсез (Журн. физ.- 


матем. об-ва при Пермском университете, т. 1, стр. 94—98). 


1919 


. О распределении квадратичных вычетов и невычетов (Журн. физ.-матем. 


об-ва при Пермском университете т. 2, стр. 14—16). 


1921 


. Об асимптотических равенствах в теории чисел: [Известия Ах. Наук, 6 серия, 


т. 15, стр. 158—160 (Приложение к протоколу ХУ! заседания Отд. физ.-матем. 
наук АН 23 ноября 1921 г.)]. 


1924 
Об одной общей теореме Варинга (Матем. еборник, т. 34, стр. 490—507). 


1925 


: Элементарное доказательство одной общей теоремы аналитической теории чи- 


сел (Известия Ак. Наук СССР, 6 серия, т. 19, стр. 785—796). 


. Элементарное доказательство одного общего предложения из аналитиче- 


ской теории чисел (Известия Ленингр. политехн. ин-та, т. 29, стр. 3—12). 


1926 
О границе наименьшего невычета л-й степени (Известия Ак. Наук СССР, 
6 серия, т. 20, стр. 47—58). 
О дробных частях целого многрчлена (Известия Ак. Наук СССР, 6 серия, 
т. 20, стр. 585—600). 
О распределении индексов (Дохлады Ак. Наук СССР (А), №4, стр. 73—76). 
К вопросу о распределении дробных долей значений функций одного перемен- 
ного (Журн. Ленинградского физ.-матем. об-ва, т. 1, стр. 56—65). 
Оп а вепега| {Веогет сопсегише \Ве 43а оп о{ гез14иез ап4 поп-гез!цез о! 
ро\етз (ВиЙ. Атег. тай. бос., у. 32, р. 596). 


1927 
Оп \Ше Ъоппа о{ Фе 1еазь поп-гез4ие о{ п- ро\егз (Тгапз. Атег. тайй. бос., 
у. 29, р. 248—226). 
Аналитическое доказательство теоремы о распределении дробных частей цело- 
го многочлена (Известия Ак. Наук СССР, 6 серия, т. 24, 567—518). 
О распределении дробных долей значений функций двух переменных (Иав^- 
стия Ленинградского политехн. ин-та, т. 30, стр. 34—52). 
Обтопзигайоп 66бтетцате ‘ип \Вбогёше 4е Саизз (Журн. Ленинградского физ.- 
матем. об-ва, т. 1, стр. 187—193). 
Оп а вепега] \Веогет сопсегиюо Те азии Иоп о{ {Те гезацез ап поп-гез1- 
Чцез о{ ро\етз (Тгапз. Атег. тай. 5бос., у. 29, р. 209—247). 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


Я. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


1928 


О теореме Варинга (Известия Ак. Наук СССР, серия фиа.-матем., № 4—5, 
стр. 393—400). 

О представлении числа целым многочленом от нескольких переменных (ИЙаве- 
стия Ак. Наук СССР, серия физ.-матем., № 4—5, стр. 401—414). 


1929 


Об одном классе совокупных диофантовых уравнений (Иавестия Ак. Наук СССР, 
серия физ.-матем., № 4, стр. 355—315). 


1930 


О наименьшем первообразном корне (Доклады Ак. Наук СССР, №1, 
стр. 7—11). 


1932 


Элементы высшей математики. Вып. 1. Аналитическая геометрия (Л., КУБУЧ, 
248 стр., литограф.). 

О числе целых точек внутри круга (Известия Ак. Наук СССР, серия физ.- 
матем., № 3, стр. 313—336). 


1933 


Элементы высшей математики. Вып. 2. Дифференциальное исчисление (Л., 
КУБУЧ, 176 стр., литограф.). 

О проблемах аналитической теории чисел («Труды ноябрьской юбилейной сес- 
сии, посвященной пятнадцатилетней годовщине Великой Октябрьской соц. 
революции», Л., изд. АН СССР, стр. 27—37). 

Об одной тригонометрической сумме и ее приложениях в теории чисел (До- 
клады Ак. Наук СССР, № 5, стр. 195—404). 

О некоторых тригонометрических суммах и их приложениях (Доклады Ак. 
Наук СССР, № 6, стр. 249—255). 

Применение конечных тригонометрических сумм к вопросу о распределении 
дробных ‚ долей целого многочлена (Труды физ.-матем. института 
им. В. А. Стеклова, т. 4, стр, 5—8). 


1934 


О верхней границе &(п) в проблеме Варинга (Известия Ак. Наук СССР, серия 
физ.-матем., № 10, стр. 1455—1469). 

Новые приложения тригонометрических сумм (Доклады Ак. Наук СССР, т. 1, 
стр. 10—14). 

Новые асимптотические выражения (Доклады Ак. Наук СССР. т. 1 
стр. 49—51). 

Тригонометрические суммы, зависящие от составного модуля (Доклады Ак. 
Начк СССР, т. 1, стр 225—229). 

Новые теоремы о распределении квадратичных вычетов (Доклады Ак. 
Наук СССР, т. 1, стр. 289—290). 

Новые теоремы о распределении первообразных корней (Доклады Ак. 
Наук СССР, т. 1, стр. 366—369).: 

Новое решение проблемы Варинга (Доклады Ак. Наук СССР, т. 2, 
стр. 337—341). 

О некоторых новых проблемах теории чисел (Доклады Ак. Наук СССР, т. 3, 
стр. 1—6). 

Некоторые теоремы аналитической теории чисел (Доклады Ак. Наук СССР, 
т. 4, стр. 185—187). 
Новая оценка #(п) в проблеме Варинга (Доклады Ак. Наук СССР, т. 5, 
стр.249—253). 

Некоторые теоремы о распределении индексов и первообразных корней (Тру- 
ды физ.-матем. института им. В. А. Стеклова, т. 5, стр. 87—93). 
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1935 

42. О приближениях посредством рациональных дробей, имеющих знаменателем 
точную степень (Доклады Ак. Ниук ССОРута 2. метр. 1—5). 

43. О некоторых рациональных приближениях (Доклады Ак. Науке ОСЕР, 3, 
стр. 3—6). 

44. О дробных частях многочленов и других функций (Доклады Ак. Начк СССР, 
т. 3, стр. 99—100). , 

45. Новые оценки суммы Вейля (Доклады Ак. Наук СССР, т. 3, стр. 195—198). 

46. Приближение к нулю посредством чисел некоторой общей формы (Матем. 
сборник, т. 42, стр. 149—156). 

47. О суммах Вейля (Матем. сборник, т. 42, стр. 524—530). 

48. Асимитотическая формула для числа представлений в теореме Варинга (Ма- 
тем. сборник, т. 42, стр. 581—534). 

49. Зиг 1ез зоттез ае М. Н. \еу! (Сотрёез гепаиз, 1. 204, р. 514—516). 

50. Новый вариант вывода теоремы Варинга (Труды Матем. ииститута им. 
В. А. Стеклова, т. 9, стр. 5—15). 

51. Число целых точек в шаре (Труды Матем. института им. В. А. Стеклова, 
т. 9, стр. 17—38). 

52. Опе поиуеИе уамапце 4е 1а А6топзигайоп аи Ш\6огбёше 4е \Уагше (Сотрёез 
геп4из, {. 200, р. 182—184). 

53. Ош Магте”з ргоЫеш (пп. о} Мий4., у. 36, р. 395—405). 

1936 

54. Основы теории чисел (М.—Л., ОНТИ, ГТТИ, 96 стр.). 

55. Новое улучшение оценок тригонометрических сумм (Доклады Ак. Наук СССР, 
т. 1, стр. 195—196). 

56. Новые ‘результаты в вопросе о распределении дробных частей многочлена 
(Доклады Ак. Наук СССР, т. 2, стр. 355—357). 

57. О числе дробных частей многочлена, лежащих в данном интервале (Матем. 
сборник, т. 1 (43), стр. 3—8). 

58. Новый метод решения некоторых общих вопросов теории чисел (Матем. сбор- 
ник, т. 1 (43), стр. 9—20). 

59. Приближения посредством дробных частей многочлена (Матем. сборних, т. 1(43), 
стр. 24—27). 

60. Об асимптотической формуле в проблеме Варинга (Матем. сборник, т. 1(43), 
стр. 169—174). 

61. Новый метод оценки тригонометрических сумм (Матем. сборник, т. 1(43), 
стр. 175—188). 

62. Дополнение к работе «О числе дробных частей многочлена, лежащих в дан- 
ном интервале» (Матем. сборник, т. 1 (43), стр. 405—408). 

63. Зиг 1ез попуеаих гбзаЦаз 4е 1а \№6оме апауйдае 4ез пошЪтез (Сотрёез 
теп4из, \. 202, р. 179—180). 

64. Зиг даеаиез 1пбраП6б6з попуеПез- 4е, 1а бое 4ез пошЪЬтез (Сотрёез гепаиз, 
$. 202, р. 1361—1362). 

65. Арргохипайой \ИВ М@р о{ сеаш ТапсНопз (Апп. о} Май. у. 371, 
р. 101—106). 

66 


67. 


68. 


69. 


.‚ Оп ГтасМопа| рагёз о{ сегбат Гапсотз (Апл о} тайй., у. 37, р. 448—455). 


1937 


Новый метод в аналитической теории чисел (Труды Матем. института 
им. В. А. Стеклова, т. 10, стр. 141—122). 

Распределение дробных частей значений многочлена при условии, что аргумент 
пробегает простые числа арифметической прогрессии (Известия Ах. Наук СССР, 
серия матем., т. 1, стр. 505—514). 

Представление нечетного числа суммой трех простых чисел (Доклады Ак. 
Наук СССР, т. 15, стр. 294—294). 
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. Некоторые новые проблемы теории простых чисел (Доклады Ак. Наук СССР, 


т. 16, стр. 139—142). 


. Новые оценки тригонометрических сумм, содержащих простые числа (Докла- 


ды Ак. Наук СССР, т. АТ, стр. 165—166). 


. Новая оценка одной суммы, содержащей простые числа (Матем. сборник, 


т. 2(44), стр. 783—792). 


. Некоторые теоремы, относящиеся к теории простых чисел (Матем. сборник, 


т. 2(44), стр. 179—196). 
1938 


. Основы теории чисел. Изд. 2, перераб. (М. — Л., ОНТИ, 88 стр.). 
. Некоторые общие теоремы, относящиеся к теории простых чисел (Труды Тби- 


лисск. матем. института, т. 3, стр. 1—33). 


. Ейцре аПоетеште Ргип2аВ5А4е (Труды Тбилисск. матем. института, т. 3, 


стр. 35—67). 


. Новая оценка одной тригонометричесиой суммы, содержащей простые числа 


(Известия Ак. Наук СССР, серия матем., т. 2, стр. 3—14). 


. Улучшение оценки одной НН суммы, содержащей простые 


числа (Известия ‘Ак. Наук СССР, серия матем., т. 2, стр. 15—24). 


. Оценка некоторых сумм, содержащих простые числа (Известия Ак. „Наук СССР, 


серия матем., т. 2, стр. 399—416). 

Оценки тригонометрических сумм (Известия Ак. Наук СССР, серия матем., 
т. 2, стр. 505—524). 

Некоторые новые оценки, относящиеся к аналитической теории чисел (До- 
клады Ак. Наук СССР, т. 19, стр. 339—340). 


„Распределение квадратичных вычетов и невычетов вида р-+А по простому 


модулю (Матем. сборник, т. 3(45), стр. 311—320). 

Некоторые общие леммы и их применение к оценке тригонометрических сумм 
(Матем. сборник, т. 3(45), стр. 435—472). 

Две теоремы из аналитической теории чисел (Труды Тбилисск. матем. инсти- 
тута, т. 5, стр. 153—180). 

Сергей Львович Соболев (Вестник Академии Наук СССР, № 1-12, 


` стр. 35—37). 


86. 


87. 


88. 


89. 


92. 


93. 


94. 


1939 
Элементарные оценки одной тригонометрической суммы с простыми числами 
(Известия Ак. Наук СССР, серия матем., т. 3, стр. 311—398). 
Первое совещание по просмотру научно-исследовательской работы кафедры 
математики и теоретической механики высших учебных заведений [Известия 
Ак. Наук СССР, ОТН, №1, стр. 128—130 (Совместно с С. Л. Соболевым и 
В. К. Туркиным)]. 
Новое усовершенствование метода оценки тригонометрических сумм с просты- 
ми числами (Доклады Ак. Наук СССР, т. 22, стр. 59—60). 
Простейшие тригонометрические суммы с простыми числами (Доклады 
Ак. Наук СССР, т. 23, стр. 615—647). 


1940 
Основы теории чисел. Изд. 3, перераб. (М — Л., ГТТИ, 112 стр.). 


. Распределение по данному модулю простых чисел, принадлежащих арифме- 


тической прогрессии (Известия Ак. Наук СССР, серия матем., т. 4, 
стр. 27—36). 

Некоторые общие свойства распределения простых чисел (Матем. 
т. 7(49), стр. 365—372). 


сборник, 


1941 
Две теоремы, относящиеся к теории распределения простых чисел (Доклады 
Ак. Нсук СССР, т. 30, стр. 285—286). 
Некоторое общее свойство распределения произведений простых чисел (До- 
клады Ак. Наук СССР, т. 30, стр. 675—676). 


104. 


105 


106. . 


107. 
108. 
109. 


110. 


А. 


115. 


146. 


. Софья Ковалевская. 


3. Новое усовершенствование метода оценки 
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1942 


Улучшение оценок тригонометрических сумм (Известия Ак. Наук СССР, серия 
матем., т. 6, стр. 33—40). 


. Об оценках тригонометрических сумм (Доклады Ак. Наук СССР т 34, 


стр. 199—200). 


. Уточнение некоторых теорем теории простых чисел (Доклады Ак. Наук СССР, 


т. 37, стр. 135—137). 


. Русская математика (Славяне, № 5- 6, стр. 74—15). 


1943 


. Уточнение метода оценки сумм с простыми числами (Известия Ак. Наук СССР, 


серия матем., т. 1, стр. 17—34). 
1944 


. Основы теории чисел. Изд. 4,. перераб. и доп. (М.—Л., Гостехиздат, 142 стр.). 
101. 


Общие теоремы об оценках тригонометрических сумм (Доклады Ак. Наук СССР, 
т. 48, стр. 51—52). 


1945 


. Работы П. Л. Чебышева по теории чисел [Научное наследие П. Л. Чебышева. 


Вып. 4. Математика., М. — Л., изд. АН. СССР, стр. 69—87 (Совместно с 
Б. Н.. Делоне])]. 


. Аналитическая теория чисел (Известия Ак. Наук СССР, серия матем., т. 9, 


стр. 159—168. То же в «Сборнике, посвященном Юбилейной сессии 
Академии Наук СССР, т.2, М.—Л., стр. 34—40). 

1946 
Некоторый общий закон распределения дробных частей значений многочлена, 


когда аргумент пробегает простые числа (Доклады Ах. Наук СССР, т. 51 
стр. 489—490). 
1947 


. Некоторый общий закон теории простых чисел (Доклады Ак. Наук СССР, 


т. 55, стр. 475—476). 

Метод тригонометрических сумм в теории чисел (Труды Матем. института 
им. В. А. Стеклова, т. 2”. стр. 141—141). 

, 1948 

Об оценке тригонометрических сумм с простыми числами 
Ах. Наук СССР, серия матем., т. 12, стр. 225—248). 

О распределении произведений простых чисел и значений функции Мебиуса 
(Известия Ак. Наик СССР, серия матем., т. 12, стр. 341—350). 

Аддитивные проблемы теории простых чисел (В кн. «Юбилейный сборник, 


посвященный 30-летию Великой Октябрьской соц. революции», М. —Л., 
АН СССР, т. 4, стр. 65—79). 


(Известия 


изд. 


1949 
Советская математика [Сборник «Иосифу Виссарионовичу Сталину — Академия 
Наук СССР», изд. АН СССР, М., стр. 356—367 (СовместносН. И. Мусхели- 
швили)]. 


Улучшение остаточного члена одной асимптотической формулы (Известия 
Ак. Наук СССР, серия матем., т. 13, стр. 97—1140). 
1950 
К 100-летию со дня рождения («Октябрь № 1, 
стр. 129—137). 


двойных сумм (Доклады 
Ак. Наук СССР, т. 73, стр. 635—638). 


. Верхняя граница модуля тригонометрической суммы (Известия Ак. Наук СССР, 


серия матем., т. 14, стр. 199—244). 
1951 
Общие теоремы о верхней границе модуля тригонометрической суммы (Иаве- 
стия Ак. Наук СССР, серия матем., т. 15, стр. 109—130). 
Арифметический метод в применении к вопросам распределения чисел с задан- 


ным свойством индекса (Известия Ак. Наук СССР, серия матем. т. Но, 
стр. 297—308). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
15 (1951), 395—400 


С. Н. МЕРГЕЛЯН 


ОБ ОДНОМ ИНТЕГРАЛЕ, СВЯЗАННОМ С АНАЛИТИЧЕСКИМИ 
ФУНКЦИЯМИ 


(Представлено академиком М. В. Келдышем) 


В настоящей заметке рассматривается вопрос об интегрируемости по 
площади круга модуля производной функции, аналитической и ограни- 
ченной в круге. 


4. ТЕОРЕМА. Существует аналитическая в круге |2|<1 функция 
1 (2), ограниченная единицей, для которой 


СХ (2) 145 = оо. 
|2\<1 


Замечание 1. Существование ограниченной функции с расходя- 
щимся интегралом от модуля производной свидетельствует о наличии 
римановых поверхностей, весьма сильно «разветвленных» вблизи окруж- 


ности |2| =1, чему, собственно, и обязана расходимость интеграла 
Их (2) 145. (1) 
12| <1 


Замечание 2. Если п, (2) означает полином, сообщающий макси- 
мальное значение интегралу (1) в классе всевозможных полиномов 
степени «п, ограниченных в круге |2| <1 единицей, и 


М. = \ [пл (2) [45, 
[2] <1 


то М, -> оо при п- 0, так что экстремальный полином отличен от е?9 2”. 
[®) 

В самом деле, если для всех п М.<М<ои № ак 2* есть ряд Мак- 
&=0 


лорена произвольной аналитической функции } (2), ограниченной единицей 
в круге | 2|< 1, то для любого р 1 и =>0 при достаточно большом 
№ =М (5, =) будем иметь: 


м 
тах |} (2) — \4л 2 | <, 
[2| <@ во 
м 
тах | /' (2) — У. Ка» 2—1 | < Е, 


396 С. Н. МЕРГЕЛЯН 


откуда получаем 


М 
р: Как 2—1 


А=0 


УХ (2) 195 < \\ 45 {+ п? М (1+) +=, 


< ]2| <Р 


что противоречит, в силу произвольности р <\1, утверждению теоремы. 
Доказательство теоремы. Введем вспомогательную функцию 


ф (=) следующим образом. 
Если з = ге, г<1, то целое число А =А(г) найдем из неравенства 


Й Г 
— 324—2 — 32 ки 
Г: С ВЕРЕ о ВС ТИР 


и положим 
ф (=) = 008 (3***.-10, в -г- 1, 


= 
ф (2) = 0, | О<г<е* 


Функция ф(2) определена в круге | |<! и ограничена единицей. 


Обозначим 
А, 2х (1 
27 4—2 гоова г = Ч )_ г" соз пл. 
= 
Имеем 
Ам 2 
;0\ ЭК (г, @—<) уе 
= ее 
обе 5 
оо 


М А со 2* 
еее [5 п (—1)"* \ вал (9 — а) соз (38%! — рва, — 
0 


й =1 А п=1 
ея 2—1 
=—2 У \ (32-1 — 1) 73 зат (32А-1 — 1) «ах = 
№ =1 лк 
ег № 
=-2(е *—е*) У мп (3 — «+ 0(4. (2) 
к=1 
В силу теоремы Банаха о лакунарных коэффициентах (*). если 
со 
У ал" - Вл* < со и целые числа п;, п.,... таковы, что 
К =1 


т 
`а, >, 


то найдется непрерывная периодическая функция $ (6) с периодом 2х, 
для которой 

2 2х 

\ ф (0) соз п» 0 40 = в», \ ф (9) зп пл 0 40 = В», А=1,2,... 

0 0 
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На основании этой теоремы, найдем непрерывную функцию Ф (0), 
соответствующую значениям п) = ПМЕ 1, мк = 0, Вх = г : 


Имеем, согласно (2), 


№ 2т 2 й 
\ \ \ В) ШМ-+О (4). 
о ео 


Через и (2) обозначим функцию, гармоническую в |2| < 1 и непрерыв- 
ную в замкнутом круге |2|<\1, принимающую в точке с единичной 
окружности непрерывные значения % (9), ОЗ 2т. 

Представляя гармоническую функцию и (2) интегралом Пуассона по 
граничным значениям 4 (*) и дифференцируя по & под знаком интеграла, 
получаем 


АМ 2= 7 | ^№2л 2п Е 
ди д, та 
\ Сре == \ \ овен Аим 
0 000 
7 ^ №2 ^№М2т 9 
вико и 
< | ея < \ ( [55 45, 
оо оо 
Г 
12к 
\\ 58 | "4" 40 = оо 
00 


Если 9 (2) означает гармоническую в |2 |< 1 функцию, сопряженную 
к и (2) (9 (0) =0), то функция 


7 (2) — еи(2) 54% (2) 


обладает нужным свойством, так как, с одной стороны, в единичном 
круге |1 (2) | <е, а с другой стороны, 


( У (2) [45 = У ое 2) 49 > Е" \ 
12| <1 121<1 121< 


5% | 45 = оо. 


1 


Наличие функции ] (2) и доказывает теорему. 
2. Заметим, что доказанное предложение эквивалентно следующему 


факту. 
Существует дважды непрерывно дифференцируемая функция }(т, У), 
для которой 

О 
072 


Е ут 


и 


однако поверхность 2=}(х, У) (2? -+ у?< 1), будучи расположенной в 
некотором шаре конечного радиуса, имеет бесконечную площадь. 
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5: Простые подсчеты показывают, что сходимость интеграла 


2к 2= 
ф (®)Ф Е га» ах 40 
\ (ге 


а 


.—- 


имеет место в том и только том случае, когда сходится интеграл 


2* 2" 
— 7) («— 9) 


< \ $ (>) Фе") = уз 47 42 46. (3) 
9:50. 9 


В связи с этим рассмотрим в сущности совершенно не отличаю- 
щийся от (3) интеграл 


И 
= (2,0 оу 4 
000 
где фи ф — измеримые ограниченные функции. 
Из приведенного выше доказательства можно заключить, что суще- 
ствуют ограниченные, измеримые функции ф, ф, для которых / (ф, $) = ос. 
Введем обозначения: 


а (2, у) = мет фе) ва, 


$1 (2) = Я 


>= —ы 


1 
\ + (2, У) т к и щь 42. 
0 


Имеем, очевидно, при условии |ф| < 1, |ф| < 1 


Т(ф, $) < 1 (фь, 9) < Г (Фь, %), 


так что / (фи, ф,) = оо. 

Функция ф, (2) определяет линейное измеримое множество М, тех 
точек, где ], =1, функция Ф, (х, у) — плоское измеримое множество Мь, 
на котором ф, = 1. 

Таким образом, доказанная теорема эквивалентна тому, что в трех- 
мерном пространстве существует множество М, являющееся топологиче- 
ским произведением измеримого линейного и измеримого плоского множеств: 
М =М,хМЬ, на котором интеграл 


У ев ера (4) 
М 


и 


(в смысле главного значения) расходится. 

Легко видеть, что сходимость интеграла (4), если она имеет место, 
обусловлена интерференцией положительных и отрицательных значений 
подинтегрального выражения, что, в свою очередь, связано с наличием 


определенной локальной симметрии плоского множества М, и линейного 
множества Му. 
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Обратимся в связи с этим к классическому результату (?) Н. Н. Лу- 


зина, относящемуся к сходимости почти всюду и интегрируемости с 
квадратом выражения 


ЕЕ - 


0 


для всякой функции из Г... 

В случае, когда }(х) — характеристическая функция измеримого 
множества, интегрируемость (5), как замечает Н. Н. Лузин, является 
*оличественным выражением того обстоятельства, что почти всякая точка 
измеримого линейного множества является точкой локальной, приближенной 
симметрии. 

Наряду с тем, что почти всякая точка измеримого линейного множе- 
ства Ё есть точка плотности Ё, это свойство является основным и, 
пожалуй, единственным глубоким фактом, который установлен в отноше- 
нии всех без’ исключения измеримых множеств, причем далеко не все 
следствия из него в применении, например, к рядам Фурье уже выявлены. 

В связи с этим возникает естественный вопрос об исследовании пло- 
ских и вообще многомерных измеримых множеств в отношении локальной, 
приближенной симметрии их. расположения около своих точек. 

При этом необходимо отыскать такую функцию — ядро, которая 
позволила бы дать количественное выражение свойства локальной сим- 
метрии через сходимость соответствующего интеграла; именно такое 
количественное выражение и может позволить извлечь следствия из 
свойства симметрии, если оно наблюдается у плоских множеств. 

В этом отношении естественно проверить, может ли функция 


т 
служить ядром для интегрального выражения свойства симметрии. 

Предшествующие рассуждения показывают, что для подобной цели 
функция Ф (х, у, 2) не подходит. 

Не останавливаясь в этой заметке на исследовании свойства прибли- 
женной симметрии множеств в пространстве многих переменных, заметим, 
что можно указать целый ряд функций Ф(х, у — 2), ограниченных при 
|У—2|_>=>>0, не интегрируемых абсолютно в кубе |х| < 1, |у| < 1, 
|2| <Ти таких, что главное значение интеграла 


1 4 
е (2, у) $ (2) Ф (х, у — 2) ах ау 42 


() 


—>„-— 


0 


существует для любых ограниченных измеримых функций ф, ф. 

4. Пусть Р(2) — полином степени п, [. — лемниската, |Р (2) | = 
Х (г) — длина 4. 

К числу результатов количественного характера, выявляющих свой- 
ства лемнискат, относится следующий. 
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Существуют полиномы, для которых, несмотря на то что семейство 
лемнискат {1,}, 0«»^<\1, расположено в единичном круге, длины (г) 
могут расти так, что интеграл 


1 
\ ^ (*) а» 
0 


будет превосходить любое наперед заданное число. Это непосредственно 
следует из замечания 2 к доказанной теореме. 


Поступило 


Сектор математики и механики 
30. 1. 1954 


Ак. Наук Армянской ССР 
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В. С. ВИДЕНСКИЙ 


ОБ ОЦЕНКАХ ПРОИЗВОДНЫХ МНОГОЧЛЕНА * 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


Рассматриваются многочлены Р,(х) степени п, удовлетворяющие 
на отрезке [—1, - 1] неравенству |Р, (2) | < УЕ (=), гден (т) — поло- 
жительный на [—1, -- 1] многочлен. В статье даются достижимые оценки 
производных Р, (®(х). 

Этот же вопрос решается на полуоси [0, 03]. 


$1. Пусть Р,„ (2) — многочлен степени < п, который удовлетворяет 
неравенству 


Е аи (1) 


где Я (5) — положительный на [—1, -+- 1] многочлен степени т. Если 


т 
п> —`› то многочлен Н (2) может быть представлен в следующем виде: 


НМ, (оны Ма. 1 (2 


где М» (5х) и №,_1.(х) — многочлены степени п и п—1, все нули кото- 
рых лежат на [—1, +1] и взаимно разделены. 
С. Н. Бернштейн (") показал, что 


| Ри" (2) |< {М (2) УТ м1 |, —1<а<ь 0) 
причем равенство достигается только для многочлена Ра{2)=М@, 
где |7|=1. Эгот результат является обобщением известной теоремы 


<. Н. Бернштейна (?), (3): 
Если многочлен Р„(х) степени < п удовлетворяет неравенству 


ЮР; (=) | <= У Тя (2) --:52 (<), ‹—6 521, (3) 


где 


1 И ее 
Г» (2) =‘ 608 пагсс08%, 9» (2) = 111476608 & == ты ИГ. @. 


|Р»' (2) = = | (2) + 25» (2)"|, —1<2<1. (4) 


Зуя 


* Выражаю глубокую благодарность С. Н. Бериштейну за внимательное отно- 
шение к моей работе. 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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А. Шеффер и Р. Даффин (4) распространили неравенство (4) на случай: 
производных любого порядка, а именно, они показали, что 


|2. (2) |< {Та (2) + 25» (2) |, —1<=<4 (=2,.:., т). 5} 
Неравенство (5) является элементарным следствием того, что функция. 
Ф® (1) = с03 «Ти (2) + эт 29 (2) — р.’ (®). ай 


не имеет двойных нулей * на [—1, {1] при любом действительном «„ 
если Р„(х) удовлетворяет (3). Этот последний факт, благодаря тому что- 
при А =1 неравенство (5) уже установлено, в свою очередь легко выте- 
кает из того, что Г„(2) и 5„(2) являются решениями дифференциального- 
уравнения 


(1 — 42) у’ — у’ п?у =0, (6). 


откуда следует, что нули функций ТГ ры (2) и р. (2) взаимно разделены. 
Мы покажем [см. также (5)], что и в общем случае, когда многочлен 
Р‚„ (5х) удовлетворяет. (1), функция 


Е (1) == ©С05 «М„® (=) Зи «(УТ — 42 Ми (2) Ал Р„® (+) 


не имеет двойных нулей на [—1, +1] и, следовательно, имеют место» 
неравенства: 


|2. (<) [< {М» (2) +ЕИТ— М, 1 (2)}® |, —1<<4 (&=1,2,...,п). 
(7) 


Но так как, вообще говоря, функции М» (2) и У1— 42 №, 1 (1) не яв- 
ляются решениями одного и того же дифференциального уравнения типа (6), 
то для установления интересующих нас фактов относительно взаимного, 
расположения нулей М, (%) и (И! — 22 М, 4 (=)}® здесь избран совер- 
шенно иной путь, в основе которого лежит весьма общая теорема 3, 
обобщающая теорему В. А. Маркова (6) о многочленах, нули которых 
взаимно разделены. Развитый таким образом метод позволил, исходя из 
другого представления положительного на данном отрезке многочлена 
(см. $ 2), получить новые неравенства (?), аналогичные неравенствам (7), 
а также соответствующую теорему для случая полуоси [0, ©]. 

$2. ТЕОРЕМА 1. Всякий положительный на отрезке [—1, +1] 
многочлен Н (т) степени т может быть однозначно представлен в каж- 
дой из двух следующих форм: 


Н (2) = Мл? (1) + (1 — 27°) № 1 (2) (8} 
при любом заданном целом >> и 


Н (2) = (1+ 2) Кл (2) + 1—2) Ел (а) (9) 


* В этом рассуждении многочлен Р, (1) предполагается действительным; рас- 
пространение результатов на случай, когда многочлен Р, (т) имеет комплексные 
коэффициенты, не составляет труда (см. $ 4). 
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. 9 


при любом заданном целом $ > ее где Л, (5х) и №, 1 (х) — действи- 


тельные многочлены степени $5 и $ —1, все нули которых лежат на 
[—1, +1] и взаимно разделены, М. (1) `>0, №. (1) > 0; К, (1) и Г, (2) — 
действительные многочлены степени $, причем все нули функций ` 
УТ ХК, (2) и УТ #1, (2) лежат на [—1, + \] и взаимно разделены, 
К. @)>0, Г, (4) >0. 


Пусть дано целое $ >. >. Рассмотрим такую задачу: среди функций 


5 8—1 
да, 4х +94 


найти функцию, наименее уклоняющуюся от нуля на отрезке [—1, + 1]. 

Вследствие основной теоремы Чебышева, функция Ф, (5), наименее 
уклоняющаяся от нуля, должна иметь $ - 1 точек, в которых достигается 
максимальное отклонение с последовательно противоположными знаками. 
Обозначим эти точки через 


о а =: 


Пусть, далее, 


М; (х 
8 (2) и /,/ = тах | Фо (2) 


Ф (5х) = 
ь (®) УН (=) —1<х<! 


Очевидно, что 
й (2) = 72Н (2) = М (2) 01-1531 


причем равенство достигается только в точках х; (1=0, 1,..., $3). 
В каждой внутренней точке х; многочлен Ё(х) имеет двойной нуль *, 
поэтому 


ГРН (5) — М.2 (2) = с? (1 — 22) (2—2)... (#— я. 4), 
что и доказывает первую часть теоремы. Для доказательства второй 


части рассматривается аналогичная задача о наименьшем уклонении для 
функций вида 


Единственность представления в каждой из указанных форм вытекает 
из того, что в обоих случаях существует только одна функция, наименее 
уклоняющаяся от нуля. 


Положим 
М, (2) , У1 — 22 №, | (т) 
ое] яп ф = = я 
ТЕ (2) ы УН (=) (10) 
р УТ ЯК, (2) ИИ У1 — 21, (2) 
ОЕ =, Я Е 
УН (2) УН (2) 
* Именно поэтому =, = —1, 2, =--1; если хотя бы одна из этих точек не со- 


впадала с концом отрезка, то многочлен Р(х) степени 25 должен был бы иметь 
> 25 +1 нулей. 


о* 
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ЛЕММА 1. При изменении. от —1 д0 1 аргументы ф и ф моно- 
тонно убывают: ф от зп д0 0, ф от (6 +-)* до 0. 


Из формул (10) имеем 


У аамМ, (а) УЯ=2ыв) 
ф = ар о а , ф м ТЕК В). . (11) 


Дифференцируя (11), получаем 


м “| Е. | (+2), (2) Е, 
: Е М, (1) Е : ааа, 
ФЕ Н (т) , ф 6 Н (2) - (12) 


Покажем, что при —1<х<1о“<0ифу< 0. Пусть «<<... цв, 
— нули М. (5) и В <В,<...<В, —нули К.(5). Тогда, по формуле 
Лагранжа, имеем 


Ум.) Я ы рае 
И (2) —_ р Ио. В 
-- (13) 
У1 — 21, (2) ‚ У1— 281, (2) к Сю (В;) Ут = 
УТ =К, (2) С (т) ее В Е 


где С (2) =(1+2)К.(2), В№в=—1. Так как нули М, (2) и М, 1 (х) 
и те и - (%)) взаимно разделены и так как М, (1) > 0, 


т (я; 


В. 
о) Ото Вы >0 (соответственно то >0 ) | 


Таким образом, 
У 1 — 22мм. | (2) \" 
[2 (: 8—1 
М. (*) [Рене = 


И (х;) (1 —@;2) а (=) р ия 
ть № М.’ (<) (2— а.) ИУ 1 — аа <.0. —1<2<\ 


Уф — РИ -} 


2 
(1+ 2) К. (5) = (=) 


#3 ТЫ т ЕН 
; а’ (3; (х В) Ут — 22 


в —1<5<1. 


В точке 2 =1 с0зф =1, следовательно, можно положить (1) = 0; 
при изменении х от 1 до —1 ф монотонно возрастает, причем созф = 
— 1 с последовательно противоположными знаками в $-- 1 точках 
—1<2.<..: <1-<\1, откуда ф(-—1) =5т; рассуждая точно так же, 
получим 


950 =(+-)* 
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Если известно представление Н (2) при некотором фиксированном $, 
то при п`>$ оно определяется формулами: 


х)-ЕЕИ1 — 22 М, (<) = 
= [Ги (2) + #5, (ФМ, (2) ГУМ, (@)}, (4) 
УТ =К» (1) +21 — =, (#2) = 
= [7 (2) + 29„_. (®ИУТ- =К, (2) -:УТ— 2, (2)]. 


Что все нули М, (5) и М№,_1(х) лежат на [-—1, {- 1] и взаимно разделены, 
следует из того, что аргумент 


Мр (=) 
= агс с0$ 


= () 
УН (=) УН (=) = 


ф„ = агс с0$ 


изменяется от О до пп, когда х изменяется от +1 до —1. Точно так же 
аргумент 
У = А. (2) 

УН (2) 


ф» = агс с08 


1 —— 
изменяется от 0 до (* — т и, следовательно, все нули УЛ -- К; (2) 


и У! — 2, (2) лежат на [—1, -+-1] и взаимно разделены. 
Перейдем к рассмотрению многочленов, положительных на [0, <<]. 
ТЕОРЕМА 2. Всякий положительный на полуоси [0, со] многочлен С (5) 
степени т моэжет быть однозначно представлен в форме 


(2) = 42 (2) + 28° (2), (15) 


где А(х) и В (1) — многочлены с положительными старшими коэффици- 
ентами степени п и п— 1 соответственно, если т = т и А 
ни п; если т = 2п +1, причем все нули функций А (1) и Ух В (х ) лежат 
на [0, <<] и взаимно реИВИ, 


Так как С (2) > 0 на [0, ©], то 


8 + 

С (1) = [] (& +26) а | 
4 У= 

Ха-ха 0, ь.>0 р? — 44, < 0, 


(16) 


С другой стороны, справедливо тождество 


22 + г -+ч= ш—УИ+#[И2Уч-р]. (17) 


Поэтому многочлен С (2) может быть представлен в форме (15), где А (5) 
и В (5) определяются из соотношения 


1 


4(®) + ГУтв (а) = Пе, —вУЭ Ше-ил-+:иИ2Уь-р |. 


И=1 у=1 
(18) 
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Чтобы установить вы = и А (1). и У2В (х ), посмотрим, как 
изменяется аргумент А (5) 2 УВ (5) е изменении х от 0 до ©. 
Так как 
—в,Уз И=У2Уа, + р, 
фи = аге а, и {, = аго у 


7 т 
монотонно убывают на [0, со], причем ф, изменяется от 0 до Я 
ах, — от 0 до —л, то 


Утв 
Ф = аге ы - + У 
У=1 
монотонно убывает на [0, ©] и изменяется от 0 до — (+ |. г) = = —т > ь 
Следовательно, все нули 
—=УС (2) ) 03 Фи УзВ (2) =УС(т)зшФ 


лежат на положительной полуоси и взаимно разделены. 

Единственность такого представления С (2) следует и: того, что замена 
хотя бы одного множителя в правой части (18) на его сопряженный 
уменьшила бы интервал изменения Ф, а тогда на [0, <<] не могли бы 
лежать все нули А (2) и В (т). 

Теорема 1 хорошо известна, однако в ее формулировке обычно отсут- 
ствует требование о разделении нулей М, (2) и №, {(5) (соответственно 
УТ- 2К, (2) и У — 21, (2)), очень важное для нас в дальнейшем *. 
Приведенное здесь доказательство, указывающее на связь этого вопроса 
с полиномами, наименее уклоняющимися от нуля, основано на идее, 
принадлежащей в сущности П. Л. Чебышеву (3). 

$3. ТЕОРЕМА 3. Иуть па отрезке [а, 6] даны две непрерывные 
вместе со своими первыми производными функции р(х) и 1(<), которые 
обладают следующими свойствами: 

1) любая линейная комбинация 


вар (2) -- и» 7/(2) (и? - + 0) 


(м, и, — действительные) имеет < п нулей на [а, 8]; 
2) каждая из производных р’(т) и } (2) имеет < п — 1 нулей на [а, В. 
Если р(х) имеет на [а, 6] п различных нулей и, > и, >... они ] (2) 


имеет на [а, 6] п различных нулей а, >а, >... > ав, которые удовлетво- 
ряют неравенствам 


<< ац<.. Зав, (19) 
то нули 9 >>... > Функции р’(1) и нули >. >. и 


функции } (х) удовлетворяют неравенствам 


о би а (20) 


* в > > 
Первая часть этои теоремы доказана с необходимой полнотой в статье 


С. Н. Бернштейна (8), но другим методом. 
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Для доказательства * рассмотрим функцию 


Е (2) = №19 (2) в. / (2) (ши? 0. (21) 
Вследствие неравенства. (19) имеем 
Е (в) Е (1) < 0 (А = ен 1.) 


а потому Ё (2) на [«„,*,| имет >2п—1 нулей. И так как на отрезке 
{а, @] Е (х) может иметь < п нулей, то все нули Ё (5) будут простыми, а 
на любом интервале (1, ®») лежит один и только один нуль Е (%). 
Таким образом, какова бы ни была точка 2, (а < <5), однородная 
система линейных уравнений 


вар (2%) - и» 7 (20) = 0, 
вар’ (25) + и. 1 (5%) =0 
не имеет решений, кроме щ, = в, =0. Следовательно, функция 
У У) — ар) (22) 


не обращается в нуль на [а, 6] (для определенности положим Ч (5х) >> 0). 
Отсюда легко выводим неравенства (20). Действительно, в нулях ] (5) 
замеем 


(т) = — а @) > 0 а... м. (23) 
С другой стороны, 
ела От (24) 
Из (23) и (24) получаем 
баке (ды) — =, п ф, : (25) 


откуда заключаем, что между ти и хь:! лежит по крайней мере один 
нуль функции р’(5). Аналогично заключаем, что между &к и Ё.1 лежит 
по крайней мере один нуль функции ] (2). 

Чтобы закончить доказательство теоремы, остается установить, что 
>. Предположим для определенности, что }(«,} < 0. Тогда 


Ч (1) = — 1 (1) б' («,) > 0, 


следовательно, р’ (“,) > 0; с другой стороны, 


Ч (21) = — 1 (2) р’ (21) > 0, 


и так как @&< 2 <а<а,, то }(х,) }(«,) < 0, следовательно, р’(2,) < 0. 
Таким образом, между 1, и , лежит нуль ©’ (5), т.е. & >х;. 
Замечание. Теорема 3 осталась бы в силе, если бы одна из`функ- 
ций / (5) или ©(5) имела на [а, 6] только п —1 нулей. 
В процессе доказательства мы установили, что Ё (5) = м6 (2) + в, } (2) 
может иметь только простые нули, если: 


* В моей заметке (5) было дано другое доказательетво. 
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1) непрерывные функции 6(2) и }(5) имеют по п простых нулей 
каждая, причем нули ©(2) взаимно разделены с нулями ] (2); 

2) Е(2) имеет < п нулей на [а, 6]. 

Справедливо и обратное, в известном смысле, утверждение, именно, 
если: 

1) непрерывные и дифференцируемые функции (2). и ](52) имеют по п 
простых нулей каждая на [а, 6], причем нули (5) взаимно разделены 
с нулями / (5), и 

2) Е (2) = и: р (2) + в,/ (2) при любых щ и ць (р, +0) имеет 
только простые нули, то Ё (5) может иметь либо п, либо п— 1 простых 
нулей на [а», “|. 

Пусть для определенности о (а,) < 0. Функция 


Е (5) = (5х) + и} (2) (и = 0) 


имеет в каждом интервале (к, и»_1) (& =2, ..., п) нечетное число нулей, 
так как ЁР(»)Е (1) < 0. В интервале (а, «„) лежит нечетное число 
нулей, если и ](«,) >0, и четное, если №] («.) < 0. Предположим, что на 
одном из интервалов (%®», их_1) или (аи, %„) лежит >. 2 нуля функции Ё (5); 
обозначим два таких соседних нуля через 8 и.у. Так как внутри рассмат- 
риваемых интервалов р (2) == 0, то функция Ф (5) = 7 (=) непрерывна. Но 


р (+) 


и поэтому, по теореме Ролля, в некоторой точке &, 3<&< у, имеем 


и) — Г 19 рее 
следовательно, существует такое ^ -Е 0, что 
р (5) + ^/ (Е) =0 
и 
р’ (5) Л (2) =0, 


т. е. Р (2) = (52) -- ^/(х) имеет в точке & двойной нуль. 
Таким образом, в формулировке теоремы 3 можно заменить требова- 
ние 1) требованием 1 15): любая линейная комбинация 


вр (2) + р] (2) (в. в»? Е 0) 


имеет на отрезке [а, 6] только простые нули *. 
$ 4. Пусть Н (2 а на отрезке [-1, +1] многочлен 
степени т. Если п >. >>, то многочлен Н (5х) может быть представлен 
в формах 
Н (2) = М, (2) + (4 — 27) № (2) (8) 


* В дальнейшем, когда мы будем ссылаться на теорему 3 с условием 1 15), мы 
будем кратко называть ее теоремой 3 113. 
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Н (<) = (1 2) Кн? - (1 — 2) Г,2 (2), (9) 


где многочлены М» (5), №1 (2), К» (т) и Г» (1) удовлетворяют условиям 
теоремы 1. 

ТЕОРЕМА 4. Если многочлен Р„(х) степени «п удовлетворяет 
неравенству 


'Р» (т) | <УРН (х =У М„2 (2) (1 — 12) № (2), 245 (26). 


то 
|269 (2) | < И ГЕ, (р + ЦИТ = №, 1 (2), 
(27) 
о О 
причем равенство достигается только для многочлена Ри» (5х) = УМ» (2), 
ое. 


При А =1 эта теорема была доказана С. Н. Бернштейном (). 
ТЕОРЕМА 5. Если многочлен Р„(х) степени «п удовлетворяет 
неравенству 


Зина = Кю, а), 98, 


то 


|2, (2) |< И КИТ = К,„ (2)} 9 + ЦИТ = Г (2), 
а а 


_ При А=1 неравенство (29) легко получается из неравенства (6) 
статьи С. Н. Бернштейна (*). Метод, который мы здесь будем применять, 
существенно использует тот факт, что при А=1 теоремы 4 и 5 уже 
доказаны. 

Предположим сперва, что Р,(х) — многочлен с действительными 
коэффициентами. Следующее простое рассуждение позволяет свести дока- 
зательство неравенств (27) и (28) к доказательству того, что первые п 
производных функций 


(29) 


Е(х, а) = созя М» (2) + зт« И1— 22 М, (2) — Р‚ (1), 
Е, (х, «) = соз« УТ + хК) (2) и 


имеют только простые нули на [— 1, -+- 1], каково бы ни было действи- 
тельное число х, если Р„(5) удовлетворяет (26) или соответственно (28). 
В самом деле, пусть, например, Ё® — «) при данном А (1<Аж”п) 
не имеет двойных нулей; пусть, далее, Р‚ (<) Е у М» (2), и предполояхим, 
что в некоторой точке х, (—1<1<!) 


Р, (21) > У Ик (о) = И Мер + ПУТЕМ, р. (30) 


Обозначим 


В (5, «) = воза М, (1 д) Е зп« У1 = 22 М, 1 (х). 


4 
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Выберем сперва число х по условию 
Е И (31) 


что всегда возможно, так как (31) определяет только 10. Затем выбе- 
рем число Х по условию 


В (2, а) — ХР, (20) =0. (32) 
При этом, благодаря (30), —1 <<, так как 
| ЛР» (2) | = | В® (хо, ®) |< У Я» (о). 
Следовательно, ^Р,„(х) удовлетворяет (26) и, по предположению, функция 
м-в =”) (33) 


не имеет двойных нулей. С другой стороны, сопоставляя (31) и (32), 
получаем 


ВИ (ру, «) — ХР. (2%) = 0. (34) 


0, 


Из (32) и (34) следует, что 71(х) имеет двойной нуль в точке т. Полу- 

ченное противоречие доказывает неравенство (27). Совершенно так же 

выводится неравенство (29) из отсутствия двойных нулей у Е,“ (т, а). 
В $5 мы приведем ряд лемм, при помощи которых получим интере- 


сующее нас утверждение о нулях ео (х, «) и Е, ® (т1,а). 

Перейдем теперь нк оценке производных многочлена на полуоси 
[0, ос]. Пусть С (2) — положительный на [0, со] многочлен степени т; 
тогда он может быть представлен в виде 


С (1) = А? (2) + хВ?* (т), (15) 
где А (т) и В (т) — многочлены, удовлетворяющие условиям теоремы 2. 
ТЕОРЕМА 6. Если многочлен Р»(х) степени <п ("= [2] удовле- 


творяет перавенству 


|Р‚ (2)! < УС (2) =У4* (2) + х8*(2), 0<:<х, (35) 


то 


(^) аи и г 
|Р» (5) < И < (2)? + ЦУ=В (1%, О<х<®ю (=(...., п), 
(36) 


причем неравенство достигается лишь для многочлена Р» (х) = УМ» (1), 
эден у |=. 

Для доказательства мы применим тот же метод, что и к теоремам 4 
п 5. Поэтому докажем, прежде всего, неравенство (36) при А =1. В этом 
случае оно является простым следствием теоремы С. Н. Бернштейна 
[(3), стр. 138]. Действительно, положим х = у*, тогда неравенство (35) 
примет вид 


| Ра (у?) 1 < 1 А (у?) + В (у), —с<у«ск, (3553) 
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откуда, по вышеупомянутой теореме, имеем 


а ах 
|(2= 2, @)) = =| 5 Р я у) < Е 2) + 5В (у?)} = 
а : ‚ а: 
= |= М @) +128 (2)} о ([—-= <у<о, 0<+< о). (36 51) 
Доказательство теоремы 6 при А>2 опять сводится к установлению 


соответствующего предлозкения об отсутствии двойных нулей у производ- 
ных функции 


Г, (х, «) = созда А (2) + зтаУзВ (2) —Р) (2). 


Если неравенства (27), (29) и (36) будут установлены для многочле- 
нов с действительными коэффициентами, то распространение их на слу- 
чай комплексных коэффициентов не составит труда, благодаря приему, 
указанному С. Н. Бернштейном [(10), стр. 45]. Пусть, например, Р» (2)— 
многочлен с комплексными коэффициентами, удовлетворяющий неравен- 
ству (26). Покажем, что в произвольной точке 2 (—1<4< 1) имеет 
место неравенство (27) для данного А (1 <<»). С этой целью выбе- 
рем постоянное В так, чтобы @8Р„@(х.) было действительным числом. 

Запишем 


езР, (5) = 4 (1) - #'* (2), 


где 4» (2) и т» (2) — многочлены степени п с действительными коэффици- 
®ентами. Многочлен 4, (2) удовлетворяет неравенству (26) и потому 


|618 Р‚‘® (2) | = [9,09 (20) | < У [М (20? + ЦИТ — 2 М, (20) ©]. 


Ввиду этого замечания, во всем дальнейшем мы будем предполагать, 
что рассматриваемые многочлены имеют действительные коэффициенты. 
$5. ЛЕММА 2. Пусть 


1 (2) = (1 — 2) (1 + 2) Р, (2), (37) 


эде «< 1, 0 В-< 1, Р, (1) — многочлен степени п, все нули. кото- 
рого лежат на интервале (—1, +1). Тогда №-я производная }“%) (5) 
(Е =1, ..., п+ 2) имеет на интервале (—1, +1) п Е 2 и только 
п— А-а нулей. ы 

Представим функцию }(5) в виде* 


п 


= № Ах (1 — важ (1 р 2)"-+8. 


А=0 


Тогда в ряде чисел А., А,, ..., А, имеется п перемен знака, так как 
для системы функций (1 — 2)* (1 2)"*, ОЗА<»л, на интервале 
{—1, +1) имеет место правило знаков Декарта, а по условию, все 
нули многочлена Р,» (1) лежат на интервале (—1, +1). 


* Идею этого доказательства мне любезно сообщил С. И. Бернштейн. 
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Покажем, что /"-+2) (2) не обращается в нуль на (—1, + 1). Обозна- 


чим 
уе. 


тогда 
п-+2 
аа ау = У, — ан ау, 
у—=0 у 


где еп, ‚= (— 1)". Таким образом, в ряде коэффициентов много- 
члена 
21-2 
(1 — зу (1 | ав уно (2) = № С.(1— т (1 + х)2"2—т 
| ; т=0 
нет ни одной перемены знаков, так как 


т 


Ст = Г Ах ба п--&—т-2° 
А—=0 


Отсюда заключаем, что ]“"+2 (52) не обращается в нуль на интервале 
(—1, +1). Так как / (5) имеет на [-1,-+1] ®-2 нуля, то, по теореме 
Ролля, /%(5) имеет >2п-+2— нулей; если бы их было >и-2—А, 
то ]"+2 (2) должна была бы по крайней мере один раз обращаться в 
нуль, что, по доказанному, невозможно. 

ЛЕММА 3. Пусть 


п 
1 (2) = 2*Р, (2) = ХУ, АвжА+, (38) 
А—=0 
где О «< 1, Р, (т) — многочлен степени п, все нули которого лемсат 
на полуоси (0, со). Тогда К-я производная ]“(х) (Е =\1, ... , п 1) 
имеет на полуоси (0, с) п А+ Ти только п — & + 1 нулей. 
Но правилу знаков Декарта, в ряде чисел А’, А, ..., А» имеется 
п перемен знака. Многочлен 


ат - в (*) — У Ах (А - «) ... (А сы п) ем 
#—=0 


имеет все коэффициенты одного знака, так как 
91 (А - ®)... (Е + «— п) = (—1)"*. 


Следовательно, "10 (2) не имеет нулей на полуоси (0, с), что и дока- 
зывает лемму. Заметим, что ]"+9 (х) не обращается в нуль на (0, со) 
при любом целом $ >. 1. 


ЛЕММА 4. Пусть 
1 (+) = (1 —2)*Р» (2), (2) = (1 )*Р (2), (39) 
где 0 «< 1, Р‚„(т) — многочлен степени п, все нули которого лежат 
на интервале (—1, --1). Тогда 6-е производные 1%(х) и 1х) 


(^=1, 2, ..., п-+1) имеют на интервале (—1, +) п -Е-А1 в 
только п К 1 нулей. 


ОЦЕНКИ ПРОИЗВОДН ЫХ МНОГОЧЛЕНА 415 


Эго утверждение непосредственно сводится к утверждению леммы 3 
заменой переменной: в первом случае у = 1 — х, во втором случае у = 1 + х 


ЛЕММА 5. Если О, (т) и Ви 1 (5) — многочлены степени п и п 1, 
все нули которых лежат на интервале (—1, 1), причем нули обоих 
многочленов взаимно разделены, то разделены нули функций 0, (х) и 


{УТ— 228,1 ( И (& =1,2, ..., п), лежащие на интервале (—1, + 1). 
Обозначим 1 (2) = У1—х В, 1 (2). По доказанному в лемме 2, 
7 (х) не ть в нуль на (—1, + 1); следовательно, 


И о 


может иметь <п—А-1 нулей на (—1, +1) при любых действитель- 
ных Лиц (2+ 2-0), так как ЕР (2) =" (2) не обращается 
в нуль на (—1, +1). По теореме 3, все условия которой выполнены для 


1(т) и О»„(х), нули } (1) и О» (2) на Пи и взаимно разделены. 


Предположим по индукции, что нули (5) и 9, ( взаимно разделе- 
ны, тогда условия теоремы 3 выполнены также о И 1 (т) и 
О“) (5х), и, следовательно, взаимно разделены нули / (11 (5) и 0,(+($). 


ЛЕММА 6. Если 


1 (2) = У! — #0, (2), 
Йо, 


где 0, (1) и В, (1) — многочлены степени п, причем все пули }(1) и 7, (х) 
леокат на отрезке [—1, +1] и взаимно разделены, то взаимно разде- 
лены нули (т) и (1) Е=\1,... ‚ п), лежащие на отрезке 


А 


При доказательстве леммы 1 мы ‘уже показали, что 


Ут + 20, (2) 
УТ =А, (*) 


(+9420 | ‚= т 


не обращается в нуль на интервале (—1, 1), откуда следует, что, 
каковы бы ни были и щ (и? в? = 0), функция # (2) = и] (4) + в] (х) 
имеет на интервале (—1, -- 1) только простые нули. По лемме 4, произ- 
водные }’ (5) и ]' (1) имеют по п нулей каждая. Таким образом, функции 
1 (<) и (2) удовлетворяют всем требованиям теоремы 3 1$, так что 
нули ]’ (5) и /' (5) взаимно разделены. 

Перейдем к доказательству леммы при А`>1. Мы уже отмечали 
в $83, что Е(2) имеет либо п, либо п 1 нулей на (—1, +1). 
Установим прежде всего, что Ё’(5) имеет либо п, либо п -- 1 простых 
нулей на (—1, - 1). Заметим, что 


и, (5) з ©, (1) 
У1 —< 


1'(®= 
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где и„(х) и %9,„(1) — многочлены степени п. Так как при А =1 наша 


лемма уже доказана, то нули функций У 1 - хи, (2) и И1 — хо, (1) вза- 
имно разделены и, следовательно, функция 


Ву (2) = ВИТ + хи, (2) + вУ1 — 291 (2) 


имеет либо п, либо п-- 1 простых нулей на (—1, +1). Но 


/ К, (х) 
с 

что и доказывает наше утверждение о нулях Ё’ (т). 

Легко показать, что Ё® (2) имет <«п-+2—& нулей на [—1, +1]. 
В самом деле, по лемме 4, /"+0 (5) и [1 (1) не обращаются в нуль 
на [—1, +1]. Так как / +0 (2) и РО (5). тоже не обращаются в нуль, 
то |"Н) (1) и }(Н)(5) монотонны на [—1, +1]. Кроме того, 
К") (х}> со пря 2->1, а ||" (1)|> © при х-—>—1; поэтому 
ЕО (5) имеет либо один нуль (когда в/" 1 (2) и в/о (2) разных 
знаков), либо не имеет ни одного нуля. Таким образом, р(®) (2) имеет 
<п--2—А нулей. Так как Ё’(х) имеет > п простых нулей, то Е” (х} 
имеет по крайней мере и —1 простых нулей, которые отделены друг от 
друга нулями Ё’(5), но, с другой стороны, Е” (5) имеет < п нулей на 
[—1, +1]; поэтому все они простые. При помощи очевидной индукции 
по А (1<А<.”п) устанавливаем, что Е“) (х) имеет на [—1, +1] только 
простые нули. Предположим, по индукции, что нули /«*®) (т) и 1) (х} 
взаимно разделены, тогда, по теореме 31$, взаимно разделены нули 
1 (в) и АН (2). 


ЛЕММА 7. Пусть О» (5) — многочлен степени п, все нули кото- 
рого различны и лежат на положительной полуоси, и пусть [(т) = 
—=У&В (2), где В (2) — многочлен степени п или п —1, все нули которого 
лежат на положительной полуоси, причем нули }(т) взаимно разделены 
с нулями О„(<х). Тогда нули 0, (2) и (т), лежащие на (0, со), вза- 
имно разделены. 


Лемма 7 доказывается аналогично лемме 5. 


ЛЕММА 8. Пусть Р‚„ (5х) — многочлен степени < п, удовлетворяющий 
неравенству: 


|2, (2)|<И М, (+ (2) № (1), —1 << (26). 


еде М» (2) и №1 (1) — многочлены, фигурирующие в теореме 4. 
Если Р» (5) = УМ „(х), то, каково бы ни было вещественное «, пер- 
вые п производных функции 


Е (х, «) = созаМ„ (2) + зта УЛ — 22 М.и (2) — Р‚ (5) 


имеют только простые нули на |—1, +1. 
Лемма 8 доказана в моей заметке (5). Как было показано в $ 4, из 
этой леммы следует утверждение теоремы 4. 
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ЛЕММА 9. Пусть Р„(х) — многочлен степени < п, удовлетворяющий 
неравенству: 


|2» (2) < УК @) 2—4) 1,26), -1<32<1, {28} 


где К„(2) и Г. (5) — многочлены, фигурирующие в теореме 5. Тогда, 
каково бы ни было вещественное «, первые п производных функции 


Р) (х, в) = воз 1 Ех К, (2) + зто УТ— =[, (1) —Р, (1) 
имеют только простые нули на [—1, ых НВ 


в 
Достаточно рассмотреть — ие -5- . Так как при А =1 теорема 5. 


доказана, то из (28) вытекает неравенство 


2) |< ЦУТ-+=К, (2) +1 У1— 21. (2)  —1<2<4. (40) 


Разберем следующие случаи: 


о п 
ао (= —- рассматривается аналогично). По лемме 4, 


{У1 — 21, (2)}' имеет на [—1, + п различных нулей х, < 1,<.. «ли. 
Из (40) имеем 


|Рь (2з) | < {УТ + 2 Кь(т.)}'| (1 335”); (11) 


это же неравенство имеет место в достаточно малой окрестности точки 
—1, так как | И - хК, (2)\' |-> <ю при 1->— 14. Благодаря тому что 
нули (ИУ1 Е хК, (5) }’ взаимно разделены с нулями {УЛ — 2Г, (2)}', 
имеем 


{УТ 2, К» (1,) (УТ-Е льн Кь (25) < 0, (1<3<т—1), 
{ И1- = К» (2)}' {УТ + 2, К» (21) < 0,  —1«55р-АЬь, 


где =>0 достаточно мало. Из (41) и (42) следует, что Р,’(х, 0) меняет 
на [—1, +1] ®-+1 раз знак, т. е. имеет по крайней мере п различных 
нулей. И так как Р.О (х, 0) не обращаетея в нуль на [—1, +1], 
то РК, (2, 0) имеет п простых нулей, а Е,“ (х, 0) (Е =1,2,...,п) будет 
иметь п-|- 1 —# простых нулей на [—1, 1]. 

р О. Заметим, что 


{42) 


и, (2) 
Ут = 


п (2) 


ей о > 


{Ут К» (2)}' = 


где и, (2) и 9, (2) — многочлены степени п, причем все нули У1 — хи, (1) 


и У - 2%, (2) лежат на [—1, + ы и взаимно разделены. Положим 
Е, (2) = [{УТ + = К» (2)}']* + ЦИТ — #1, (2) ]?, 
к { И! 21, (2 
с08 { = = = о 
ИЧ@ 2) 9,1 (=) + Ц — =) и? (2) У Е, (=) 
ие У! — ти, (=) {ИГ-=кК, (=)}' 
811 Я = = , 


У ++ 2) 9.2 (<) + (1 — м) и (2) д УЕ, (=) 
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В, (2) = е08%х Уф-я К» (1) {+ зто уе Ра (2), 
тогда 
В,' (2) = соза {УТ = К, (2) + зта{И1— 21, ()} = 
=УЕ, (2) эт (ф + а). 
По лемме 1, при изменении х от 1 до —1, аргумент Ф изменяется. 
от 0 до (" + >) п. Следовательно, В,'(х) на отрезке [—1, 1] при- 


нимает по абсолютной величине п -- 1 раз значение УЕ, (2) с последова- 
тельно противоположными знаками в точках &<&.<... <, где 
|911 (ф + “) | =1. В этих точках, веледетвие (40), имеем 


Ра < УВ, (2) =| В; (5;)| (1 <;5<пт-1, 


так что Ё, (1, %) имеет по крайней мере п различных нулей. Но при 
п 
0< «<-> это — максимальное число, так как Р-Н (7) А (х) не 
обращается в нуль на |—1, -- 1], как мы показали при доказательстве 
леммы 5. Таким образом, Е (т, ®) (Е =1,...,п) имет п+1— про- 
стых нулей. 
п 


3°. —5 << 0. В этом случае на отрезке [—1, 1] А, (2) при- 
нимает по абсолютной величине п раз значение УЕ, (т) с последова- 
тельно противоположными знаками в точках 1.<1»<.:: <, где 
[чт (Ф- «) | =1. Веледетвие (40) 
|Рь' (13) 1 < У Е, (1) = | Ву (13) | (1<$5<»). 


Кроме того, в окрестности точек {1 и —1 справедливо неравенство 
|Р» (<) |< | Ву (<) |, 
так как |А,' (5) |-> ©о при х-—> +1. Легко установить, что 


Вау О-о-о 
В, (т) В, (\») < 0, в 


где => 0 достаточно мало; поэтому Ё,'(х, ®) при ие 0 имеет на 
отрезке |[—1, +1] в--1 простых нулей, следовательно, Ё, №) (х, «) имеет 
-+2— простых нулей на [—1, +1]. Лемма доказана, и, значит, 
завершено доказательство теоремы 5. 

ЛЕММА 10. Пусть В, (х) — многочлен степени <п, удовлетворяю- 
ций неравенству: 


|Р, (2) |< У 2 (2) 28 (2), 0<а< о, (35) 


где А(х) и В(т) — многочлены, фигурирующие в теореме 6. Если 
Р, (5) Е УА (5), то, каково бы ни было вещественное а, первые п произ- 
водных функции 


Е. (авео АЦ) зи «У=В(=т) —Р, (х) 


нмеют только простые пули на полуоси [0, <<]. 
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Для определенности рассмотрим случай, когда В (5) — многочлен 
степени и —1. В $ 4 мы доказали теорему 6 для А =1, т. е. доказали, 
что имеет место неравенство 


|2» (2) [< {4 (2) НУВ (2), 0<=< о. (36 518) 


Разберем следующие случаи: 

о = 

1. «=0.' В п—1 точках 11 <41,<.-. < где {И =В (х)}' обра- 
щается в нуль, имеем 


|Р»' (25) [< А’ (28)| (158<п—1). 


Кроме того, из (36 $13) следует, что для достаточно больших х (х> 7х’) 
имеем также 


|Р»' (2) |< [14° (2) |. 


Так как нули А’ (2) и {УхВ(5)}' разделены, то 
А" (2+) А (244) 0 (1 <35<п—2); А’ (14) 4'(2)<0, 2х, 


откуда заключаем, что многочлен КЁ.’ (5, 0) имеет на [0, со] и — 1 простых 
нулей. 
п 


2”. «=>. Впр—1 точках у, <у,<.-: «Уи где А’ (2) обра- 


щается в нуль, имеем 
(у) << {УВ (1<;<п—1). 


Кроме того, | { УхВ (х)}' | © при х—0, так что 


|Р» (2) |< {УВ (1) |) 02, 


где ; достаточно мало. Так как 


{ Ху, В (у) {У уз В (уз) < 0 (1<;5<п— 2), 
{УВ (2) }' (У ул В (у) < 0, 0О<2<ь, 


то Р,›’ (, = имеет >п— 1 простых нулей; но функция ЕЁ.’ (1, «) может 
иметь «п нулей на [0, со], поэтому все они простые, а тогда будут 
также простыми нули Е (, =) (1 < Ап). 

37 0<«<-- . (Случай о. рассматривается аналогично.) 


Заметим, что 
78). Г {=) 


(УВ = 


где Р„_1 (2) — многочлен степени и —1, причем все нули его 21 <1,<... 
.. 31,1, лежат на [0,0| и взаимно разделены с нулями А’ (т). 


З. Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Положим 
С, (2) = [4 (2)] + {У 28 (2), 
6 нь м Ув 
6089 = И 
И 22 ® +24) 6) 
з Ух А(х) А’ (2) 
== = 
в Ур. @-+ам ар УС, (=) 
В, (1) = с0з« А (2) + зт*« Уз (2) 
тогда 


В, ’(<) == с08 А д) Е эта (У=В (2)! = УС (т) зт (0 + а). 


При изменении 2 от 0 до со аргумент 0 изменяется от О до — (2п — 1) = 
(см. $ 2). Следовательно, В,' (5) на полуоси [0, <<] принимает по абсо- 
лютной величине п— 1 раз значение УС, (5) с последовательно проти- 
воположными знаками в точках & <<... Е, где | эп (0 «)| =1. 
Вследствие (36 13), имеем 


Ри (Еь) |< УС; (Е,) =| В, (Е5)| (<5<п— 1. 


Кроме того, при 2—0 |А.' (4) |-> со, боэтому справедливо также нера- 
венство 


|Р» (2) |< [В,' (2)|, О<т-<ь, 
где = — достаточно малое число. Так как 
0, Ча а 


то Е.» (1, «) имеет на [0, ©©| > п —1 простых нулей, следовательно, все 
нули РР. (х,«) (Е =1,...,п), лежащие на [0, со], будут простыми. Тем 
самым лемма доказана. 

Установленные нами неравенства (27) и (29) имеют место лишь на 
интервале (—1, +1), а правые части их неограниченно возрастают при 
— +1. В заметке (7) мною дано уточнение этих неравенств в окрест- 
ности концов отрезка и указана оценка производных на действительной 
оси вне интервала (—1, -- 1). Аналогично уточнена и дополнена тед- 
рема 6. 

$6. Добавление. Настоящий параграф посвящен доказательству 
теоремы 6 при помощи теорем 4 и 5, которые будем применять на отрез- 
ках растущей длины. Идея этого доказательства была мне указана 
С. Н. Бернштейном. 


ЛЕММА. Из бесконечной последовательности многочленов {О„,.(х)! 
данной степени п, равномерно ограниченной на отрезке [а, В], т. е. 


удовлетворяющей условиям 
| Ом, (2) |< 2, аз б6=1а....), (43) 


можно выделить равномерно сходящуюся подпоследовательность {О»,„}. 
Предельная функция есть многочлен степени < п. 
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„Действительно, полагая 
о 71, 
О», (2) = Урал, 
&—=0 


вследствие теоремы В. А. Маркова (5), имеем 
[аъ | 5% (05< п), (44) 


где [» не зависит от 5. Следовательно, можно выделить сходящуюся 
последовательность коэффициентов {40,5, @1,:,,...,@п,5\, Что и доказы- 
‚вает лемму. 

Пусть С» (52) — положительный на [0, со] многочлен степени 2п. 
По теореме 1, примененной на отрезке [0О, #], > 0, этот многочлен может 
быть предоставлен в виде 


бан (2) = МЗ, (2) + (1 — 2) Мак (6), 


где М», :(х) и М,1,, (5) — многочлены степени пип— 1, причем все 
нули этих многочленов лежат на [0, {| и взаимно разделены. Если пред- 
положим теперь, что # изменяется от некоторого #, >0 до со, то полу- 
чим две бесконечные последовательности многочленов {Мь,: (2)} и 
({Л№М„_1,:(<)}. На данном конечном отрезке [0, 6], О Ь, обе последо- 
вательности многочленов равномерно ограничены: 


|1 Ми, (2) | < тах Ус» (1), [ЛМ 1,:(2)|< шах Ус» (5) 
0<х<ь 0<х<ь 
Пусть {М»,е(2)} и {М№,.(2)} — сходящиеся  подпоследовательности и 
пусть 


Пт М», # (1) — УД (5), Пи Я, и (1) — Бы (%). 


{> со И— со 


Тогда, очевидно, имеет место равенство 
С» (=) = А» (2) + 2Ви1 (1), (45) 


из которого следует, что А»„(х) степени п. Нули Ая и УВ, (2) ле- 
жат на [0, со| и взаимно разделены *, так как, с о стороны, Е 
многочлена являются непрерывными функциями от его коэффициентов, 


ВИЙ э 

а с другой — нули Ми, (7) и ИП Рем, (2) лежат на [0, с] 

и взаимно разделены (совпадение нуля А, (2) и В„_1(7) исключено, так 

как С.» (2) >0 при х> 0). По теореме 2, мы знаем, что такие много- 
члены А„(2) и В„_1(1) определены однозначно. 

Пусть Р» (2) — многочлен степени < п, удовлетворяющий неравенству 


|2, (2) | <У б» (2), 0<=«<о; 


* Мы, таким образом, доказали заново теорему 2; правда, здесь еще не уста- 
новлена единственность представления (5, (т) в виде (45), но этот пробел легко 


восполнить при помощи теоремы 4 моей заметки (7). 
Сы 
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тогда, по теореме 4, к 


р ® 
ГР < | (М.И @- Р)зМыье в} |, 
Оз Л. 
'Устремляя {к бесконечности, получаем неравенства 


| 2.® (2) |< | {Ан (2) +1 У В» (2)}® |, О<2«® (<#<”»), 


которые и составляют утверждение теоремы 6 для случая, когда Сэ» (2) — 
многочлен четной степени. Для случая нечетной степени результат полу- 
чается аналогично при помощи теоремы 5. 


Поступило 
25. 1Х. 1950 
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Г. С. ЧОГОШВИЛИ 


ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ И СПЕКТРАЛЬНОЙ 
ТЕОРИЙ ГОМОЛОГИИ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Доказывается ($ 2) изоморфизм функциональных групи гомологии 
пространства в смысле Колмогорова (7) и Александера (1) со спектраль- 
ными группами гомологии в смысле Александрова (3) и Чеха (“). 
С этой целью в $ 1 строится спектральная теория гомологий пространств, 
ссенованная на разбиениях. 


$ 1. О группах гомологии, основанных на разбиениях пространства 


1.1. Наряду со спектральной теорией гомологии, основанной на покры- 
тиях (замкнутых или открытых), может быть также построена спектраль- 
ная теория, основанная на разбиениях пространства. Спектры, порожден- 
ные. разбиениями, обладают тем же преимуществом, что и спектры, 
основанные на покрытиях Куроша (3), а именно, в них симплициальные 
отображения нервов определимы лишь единственным способом, что влечет 
транзитивность проекций цепей. Вместе с тем, эти спектры удобны и 
просты в том отношении, что элементами разбиения могут быть произ- 
вольные множества, а не только те, которые обладают какими-либо 
специальными свойствами. В случае компактного метрического про- 
странства группы гомологии, основанные на разбиениях (именно, на 
счетной, упорядоченной системе, т. е. последовательности разбиений), 
рассматриваются А. Н. Колмогоровым в третьей из серии заметок (?). 

Разбиением хаусдорфова пространства А мы будем называть систему О. 
конечного числа подмножеств е;*, { =1,2,...,5а, пространства А, попарно 
не пересекающихся, е;* Пе.” =0, 1+], и в сумме дающих все про- 
странетво: 


& 
В = о. 
р 
Будем говорить, что разбиение Р)ь вписано в разбиение Па, и обозначать 
это через Р,< Ов, если каждый элемент се; из Оз есть подмножество 
некоторого элемента е;“ из О.. Этим множество {)„} всех разбиений В 
превращается в неограниченную, частично упорядоченную систему. 
Нервом М№„ разбиения О, назовем комплекс, вершинами которого 
являются элементы Р., причем вершины е;,*,...,е;,* образуют симплекс 
тогда и только тогда, когда 


И: 6 50: 
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Вершина е;“ нерва №, разбиения О)» имеет, по определению, порядок 
особенности $, если $ есть наименьшее целое положительное число, 
обладающее следующим свойством: в М, существует такая последова- 
тельность вершин | 

е;* == её”, е ро СЯ е;.“, 


8— 


что е;* не бикомпактно в А * и 
и о ‹ 
е, Пе, 0, Е ср 


Совокупность всех вершин нерва /№„, порядок особенности которых < 5, 
порождает подкомплекс С.° нерва №., называемый ниже подкомплексом 
порядка особенности $. Целесообразно также пустой подкомплекс назы- 
вать подкомплексом нулевого порядка особенности ($ = 0), а весь нерв 
покрытия — подкомплексом бесконечного порядка особенности. 

Пусть 

: т: =” (М№„, 9) 


есть группа всех г-мерных цепей нерва №, по бикомпактной группе 
коэффициентов ©, 


Рв  (Ме то бь @) 
есть группа всех г-мерных циклов нерва №, по модулю С.*, а 


НН’ = Н' (М, шод С., 0) 


есть группа всех т-мерных циклов, гомологичных нулю на М, по мо- 
дулю С; пусть, наконец, 


Аз = А” (№. од Се, 0) 


обозначает г-мерную группу гомологии комплекса №, по модулю Си 
по группе коэффициентов ©. 

Если О.<Оь, то, ставя в соответствие каждой вершине е;* из №, ту 
однозначно определенную вершину е;3 из №, в которой содержится е;*. 
получим симплициальное отображение с. нерва № в №.. Если е;8 имеет 


порядок особенности < 5$, то и сов ©; имеет порядок особенности < $, 
так что 


Вит $ 8 
ба Св (2 (= а 
В силу этого, симплициальное отображение с.?‘порождает, как обычно, 


ы | 
гомоморфизм групи Г’, 25, Нвз, Авз соответственно в группы Г,” 


р р к 
аз, Наз, Ав. Все эти. гомоморфизмы мы обозначим одним симво- 
лом р»?, что, очевидно, не может вызвать недоразумения. 
В силу однозначности отображений с 8, проекции р.° обладают свой- 
ством транзитивности 


ТЫ — р 


* т.е. е;” не бикомпактно. 
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не только относительно классов гомологии, но и относительно цепей. 
Это дает возможность ввести следующие обратные спектры бикомпактных 
групп: 
к В " В к В Е В 
{Га › Вх } В 6х 1, ыы, [22 В, Ао ба а 


Исходя из этих спектров, можно ввести группы гомологии про- 
«транства А различных типов. 
Прежде всего выделяется предельная группа обратного спектра 


{А” (№, под С.х, 9), в}. 


Эту группу мы будем обозначать через Ар, (В, 9) и называть груп- 
пой гомологии пространства А, основанной на разбиениях и порядка 
особенности 5. Нижний значок Ш) здесь, так же как и везде в дальней- 
шем, указывает на то, что рассматриваемая группа гомологии основана 
на нервах разбиений пространств; значок $ указывает, что гомологии 
на нервах берутся по модулю подкомплексов порядка особенности $. 

Обозначим через Ир’ (В, 9) множество всех систем {2.'}, получающихся 
таким выбором по одному циклу 25„’ из каждой группы Й„” спектра 
12аз’, =}, чтобы 


Фо 25" ЕН". 


Определяя групповую операцию и топологию в этом множестве ана- 
логично тому, как это обычно делается для элементов предельной группы 
эбратного спектра бикомпактных групи [см., например, (15)], мы видим, 
что Йь (В, 9) есть бикомпактная группа. Подмножество всех тех эле- 
ментов {2„’} этой группы, для которых 2,`6Е На.’ для каждого «, обра- 
зует подгруппу НЬь (В, 9). 

Группу гомологии пространства А, являющуюся фактор-группой 


2’ (В, 9) — Нь' (В, 6), 


‘обозначим через Аъь (В, 9). 
Так же как в теории гомологии, основанной на покрытиях [см. (16}], 
доказывается изоморфизм * 


Др: (В, 9) = Арьз (В, 9). 


Пусть 1” (В, 9) есть предельная группа обратного спектра {1.„’, ры?}, 
т. е. бикомпактная группа всех систем {},”], составленных таким выбо- 
ром по одной цепи }»’ из каждой группы [,,”, что }” = ав в”; пусть, 
далее, 2”(В, 9) есть предельная группа спектра {Й.з", 2}, а Н'(В, 9) — 
предельная группа спектра {Наз", р}. 

Обозначим через Нт’(В, 9) подгруппу группы #’(В, 0), состоящую 
из всех таких элементов {2.”} 6 7”(А, 9), для которых существуют эле- 
менты {7+1} 6 [”Н (В, 0), удовлетворяющие усяовию: 2." = А }/ +! на М. 
по модулю С. для каждого “. 

* Символом = обозначается изоморфизм (непрерывный в случае топологических 
трупп). 
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Группу гомологии пространства А, являющуюся фактор-группой 


2" (В, 0) — Н„»(В, ©), 


обозначим через А, (В, 9). 

Основное значение при доказательстве интересующей нас теоремы об 
эквивалентности спектральной и функциональной теорий гомологпи имеет 
следующая 

ТЕОРЕМА (1.4 :1). 


Аур. (В, 9) = А В, 9). 


ртз ( 
Доказательство см. в моей заметке (5) или в книге С. Лефшеца (9). 
При доказательстве, конечно, не существенно, какие группы рассматри- 
ваются, — группы, основанные на разбиениях, или группы, основанные 
на покрытиях Куроша. Для случая, когда А — метрическое компактное 
пространство, теорема была доказана П. С. Александровым (°). 
Группу гомологии пространства А, являющуюся фактор-группой 


27 (В, 9) — Н"(В, 0), 


обозначим через Ат ., (В, 9). 

В доказательстве предыдущей теоремы содержится доказательство 
следующего утверждения. 

ТЕОРЕМА (1.1 : 2). 


Дт (П.Ф) Ато. ( 


В, 0). 


В дальнейшем понадобятся еще группы гомологии, определенные сле- 
следующим. образом. 

Пусть 4)” (В, 9) есть группа всех систем {7."\, составленных таким 
выбором по одной цепи },^ из каждой группы [.’, что }»” = ра] на 
№, — Соз. Топологизируем эту группу обычным образом. Выделим под- 
группу 2(., (В, 9), состоящую из всех {/.”}, для которых /,” 6 2", . В груп- 
пе 2.) (А, 9) содержится подгруппа Н(.)”(В, 9) всех‘ таких {}„’}, для 
которых существует 


гН} в БЕН(В, 0), 


удовлетворяющий условию: ]^ = А }”1! на Л, по модулю С.‘ для каж- 
дого &; в этом случае будем писать: 


1} =А Пн. 


Группу гомологии пространства А, представляющую собой фактор- 
группу 
245’ (В, 9) — Ну (В, 9), 


обозначим через Д‹.)” (В, 9). 

Замечая, что если ].” и ]з”— два элемента из {1,”} 6 (3) (В, 9), то 
Дм” — ра ]з" на №, по модулю С.“ и, пользуясь теоремой (1.1:4), полу- 
чаем следующее утверждение. 
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ТЕОРЕМА (1.1:3): 
А,’ (В, 0) = Ану(В, 0). 


Два элемента {/„”} и {ф„’} группы [4+)' (А, 9) назовем эквивалентными, 
если }»` = ф„’ на М, — С.‘ при каждом «. 

Пусть [{/>”}] есть классе эквивалентных друг другу элементов, содер- 
жащий {},”}, а Г/;"(В, 9) есть бикомпактная группа всех таких классов. 

Обозначим через 21.1” (А, 9) подгруппу группы С .1”(А, @), состоящую 
из всех классов [{]„’]], представители {/,’}] которых содержатся в 
К)” (В, 9). Через Нг.1’ (В, 9) обозначим подгруппу, состоящую из всех 
классов [{/”} |, для которых {]»”} ЕН(.)” (В, 9). Ясно, что если эти усло- 
вия выполняются для одного представителя класса, то они выполняются 
и для всех других. Поэтому при 


О} 
можем писать 


{7 ] = А{А”Н}]. 
Группу гомологии пространства А, определенную как фактор-группа 
8” (В, 9) — Нг-1" (В, 0), 


обозначим через Дг.1”(А, 9). 
Отображая каждый элемент 


{7} © [изу (В, 0) 


на тот класс 


(у Е лы" (В, 0), 


в котором он содержится, находим, что имеет место 


ТЕОРЕМА (1.1:4). 
А)” (В, 9) > А” (В, 9). . 


1.2. Группы гомологии различных порядков особенности имеют лишь 
вспомогательное значение и для хаусдорфовых локально-бикомпактных 
пространств они совпадают между собой, как это показывает следующая 

ТЕОРЕМА (1.2 :1). ! 


А," (В, @) = АКВ, 0) 


при всех $,Ё >. 

Если {< $, то С.„! является подкомплексом С,’ и, ставя в соответ- 
ствие элементу 4, из Аз, содержащему цикл 5, элемент 4; из Дь, 
содержащий тот же 2», получим гомоморфизм Т, группы ДА в А... 
Если 4 при всевозможных х составляют элемент 4, = {4} группы Арь, 
то и Г.4 = 4»: составят элемент 4; = {4„з} группы Ар,.”, ибо р.Вв; и 4. 
содержат один и тот же цикл 5., и, следовательно, рав; = 4... Очевид- 
но, что отображение Та, =4. есть гомоморфизм группы Ар’ (В, 9) в 
А (В, 9). 
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Для каждого О, существует такое Дь>)., что св.8Свз с С! при 
данном $> 2. В самом деле, возьмем сумму В всех бикомпактных в А 
множеств из Ш.,. Берем такие окрестности И, #=1,...,5—1, мно- 
жества В, что 


ее О, ..., 5—1... 


Каждое бикомпактное в А множество е, из 0. разбиваем на под- 
множества: 


ен = (> П 1) @, П 0, 


где 1=1,...,5$, причем принято, что (О, = В и 0. =0. Искомое разбие- 
ние Дь состоит из всех этих множеств ев, а также из бикомпактных 
в НЯ множеств разбиения Д.. 

Пусть # =1. Возьмем отличную от нуля координату 41» элемента 
А, 0, и пусть Оь — такое подразбиение Д.„, что ©.?Свз < Са". Цикл 51в 
из 41в не гомологичен нулю на № не только по модулю Св, но и по 
модулю Св“, ибо в противном случае одновременно имели бы: 


«821 в > 0 на №, шоа С. 


рав бы Ч1в = 41 = 0. 


Поэтому класс гомологии 4в; цикла 21в на №; шо4 Сз* не является нуле- 
вым классом. Так. как, кроме того, 4; является В-координатой элемента 
Тане а,, ЧО 9-Е 9 

Наконец, для любого 4, = {4.„} Е А’ существует такое 4, = {4,„} Арт, 
что Га, = 4;. Возьмем произвольное Л. и такое Оз > Дь, что о8.Св* < Са. 

Если 2.6 © 4.в, ТО р„82.в есть цикл на М. то4 С.'. Пусть класс гомо- 
логии цикла р„85зв на №, то4 С." есть 4!„. Так как 

рав Е быв 438 = Фа, 
то 
То Ч — Чл: 


Элемент 41„ не зависит от выбора Дь: если Оз’ — другое такое под- 
разбиение ДО», что р.’Се с С, и если О,>> Дь, Оь, то, беря из 4.в 
ЦИКЛ 08’"25у, 2.©4;,, имеем, в силу рву, 64, 


фа?" рв "у == Фа"ау == Фобов" зу © ци: 


Подобранные таким образом классы 4!„ образуют элемент 4, = {41а} 
группы Ар1”, ибо при О, >). > )., Св" ее Ра классы (4 и Да’ 


содержат соответственно циклы р.У2:, И ро’, 2:, 6 4.,, а так как 


ба "2 ву = в би’ "5, 
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то 
Чи == ро ЧН. 

Ясно, что Та, =4. и, таким образом, Т является изоморфизмом групп 
Ар." и Ар". 

1.3. Группы гомологии, основанные на разбиениях, совпадают с груп- 
пами гомологии, основанными на замкнутых покрытиях. 

Чтобы показать это, рассмотрим систему {Ё=} всех замкнутых покры- 
тий Рё хаусдорфова пространства А и систему {К} их нервов. Понятия 
порядка особенности какого-либо элемента покрытия Ёё и подкомплекса 
Е: порядка особенности $, $ =0, 1,..., со, нерва К; определяются 
совершенно так же, как и выше в случае разбиений (теперь, в силу 
замкнутости элементов Ё», вместо их бикомпактности в А мы можем 
товорить просто об их бикомпактности). 

Если Р, вписано в Р.;, то, ставя в соответствие вершине с" из К, 
содержащую ее вершину еЁ, е' С с*, из К», получим симплициальное 
отображение А; в Ах. Его мы обозначим через л;7, а гомоморфизм груп- 
пы гомологии 

Аз” = А" (А, тоа Ев, 9) 


в А;’, порожденное отображением т;", обозначим через пгт. 

Предельную группу обратного спектра {ДЕ.”, пё”} обозначим через 
Де.’ (В, 9) и назовем группой гомологии пространства В, основанной на 
замкнутых покрытиях и порядка особенности $5. 

Понятие группы Ар!’(А, 9), основанной на покрытиях и порядка 
особенности 1, введено П. С. Александровым [см. (5)]. Ниже эти группы 
будут называться группами гомологии в смысле Александрова и обозна- 
чаться также через Авл (В, ©). 

Группы Дро (А, 0) (т. е. предельные группы спектра {А” (К, 9), = }) 
будут называться группами гомологии в смысле Чеха [см. (4)] и обо- 
значаться еще через Акс (В, 9). Аналогичные названия и обозначения 
примем и для соответствующих групп, основанных на разбиениях (см. 
выше п 1.1): 


Арл(В, 9) =Аь: (В, 9), Аьс(В, 0) =Аро(В, 0). 
Имеет место следующая 
ТЕОРЕМА (1:3:1). 
Ар. (В, 9) = Ак. (В, 9). 
Возьмем произвольный элемент / = {2} группы Др. (В, 9), где 


Е ЕД’ (Кетод ЕЕ, 9), = лён. 


Каково бы ни было разбиение О. пространства А, система ДР, замы- 
каний его элементов образует некоторое замкнутое покрытие ЁЁ про- 
странства В. Нерв А+ покрытия Ё» и нерв №, разбиения О. изоморфны, 
причем подкомплексы Её’ и С. соответствуют друг другу. Отождествляя 
Ки №„, мы видим, что класс гомологии = нерва К; по модулю Её’ со- 
впадает с определенным классом гомологии 4, нерва №, по модулю Со. 
Таким образом, исходя из ], мы в каждой группе 


Диз” = Аг (М, той С„", 0) 
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определяем по одному элементу 4,. Эти 4», образуют элемент а 
группы Дъ. (В, 9). В самом деле, 4 представляет собой координату И 
элемента /, принадлежащую группе 


А, = А” (К, то Е., ©), 


где К, — нерв покрытия РЁ, = Ре. Поэтому, независимо от того, совпа- 
дают или нет симплициальные отображения т;7 и 7» комплекса Ки = № 
в комплекс К: = /№,, гомоморфизмы п” и р„8 группы ДА,’ = Ар’ в группу 
Д:’ = А.” удовлетворяют равенству: 


пе?}, = ра? в. 


Но п}, =[, а #=4.; следовательно, р»? 4в = 4». Ставя в соот- 
ветствие элементу / элемент 4, получим непрерывный гомоморфизм 5 
группы Др, (В, 9) в группу Ар.(А, 9). Покажем, что 5 есть изомор- 
физм. Пусть / — ненулевой элемент из Др.(В, 9), а {ЕЕ Де; —его отлич- 
ная ‘от нуля координата. Возьмем какое-либо разбиение Оз простран- 
ства А, замыкание элементов которого образует замкнутое покрытие 
К, = Рь, вписанное в РЁ; (таким будет, например, разбиение на мно- 
эжества | 


р! 
Ф,, ФФ, ..., ФИФ 


где Ф,,..., Ф, суть элементы покрытия Ё:). Координата ], элемен- 
та./, принадлежащая А‚, не является нулевой, ибо ки}, = }&. Следова- 
тельно, отличен от нуля и элемент 4в группы Аз., совпадающий с }, 
при отождествлении А, с №. Но 48 является координатой образа 5] = 4 
элемента {. Поэтому отличен от нуля сам элемент 4 группы Ар. (В, 9). 

Наконец, покажем, что 5 осуществляет отображение на всю группу 
Ар. (В, 9). Возьмем любой элемент 4 этой группы. Пусть Ё; — некото- 
рое покрытие А, Г» — такое разбиение, что Оз =, вписано в К, а ав— 
координата элемента 4, принадлежащая Аь.”. Обозначим через ]„ элемент 
группы А,„;’, совпадающий с 4; при отождествлении А’ с №, и рас- 
смотрим элемент ]; = п:/, группы Д;.. Другое разбиение Дь с Оь. = 
=Р„ > Ее привело бы нае к тому же |+. В самом деле, возьмем 0, > 
>в, Пь. Пусть 4» и 4.— координаты элемента 4, принадлежащие 
к Ду. и Ау, а ри }: — совпадающие с ними элементы из АД’, и А&.. 
Каковы бы ни были симплициальные отображения сз’ и с„б комплекса 
№, = Кх в №=К,, для порожденных ими гомоморфизмом оз’ и к, 
. группы Д.,.` = Ах” в Ав” =А” имеем: 


пе ов" 4, = @в = },. 
Точно так же 
ти’ == рв’" 4, = в’ = 
В силу этого, 
пЕ[ = пет = пей), 
и, аналогично, 


ПЕ] = ПЕД = ПЕ]. 
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Следовательно, 
те [а == пей» = =, 
что и утверждали. 
Система всех /& образует элемент / = {Ё} группы Арк, (В, 9). Чтобы 


это показать для данных КЁ, Р,, ЕЕ < ЕЁ , возьмем О, с О. = ЕР Е,. 
По определению, } совпадает с 4, а {= лс и Ё = пебреь Но 


тебе == ее = пе, 


и, следовательно, п”, = ]ё. Для построенного элемента / имеем 5/ = а, 
чем и завершается доказательство теоремы (1.3 :1). 


$ 2. Изоморфизм функпиональных и спектральных групп гомологий 


_ 2.41. Функциональными группами гомологий пространства мы будем 
называть группы, введенные Колмогоровым (7) и Александером (1). Изо- 
морфизм групп Колмогорова и: Александера доказан М. Кляйном (®). 
Нашей целью является доказательство изоморфизма функциональных 
групи со спектральными. При этом мы будем исходить из функциональ- 
ных ДА-групи гомологии в смысле Колмогорова. Эти группы определя- 
ются следующим образом [см. (?)]. 

Каждой упорядоченной системе 7-1 подмножеств ров ОАО. 
дорфова локально-бикомпактного пространства А, бикомпактных в В, 
ставится в соответствие однозначно определенный элемент }” (е,...,е,) 
бикомпактной группы 9. При этом требуется, чтобы функция /” удовле- 
творяла следующим условиям: 

(К1) /’ остается без изменения при четной перестановке аргументов 
и меняет знак при нечетной их перестановке; /”^ = 0, если два аргумента 
совпадают (кососимметричность); 

(К2) если е, =е; Це;", причем е; Пе;" = 0, то 


О п е == |" (6, м е;, ег в (Ебалнеьй ее са е,) 
(аддитивность); 
(9) оса вос, (ел = Орчоче оу уявзу ке 0, 


Суммою 1” - |” двух функций ],” и ],” называем функцию, опреде- 
ленную равенством 


(1-Е) (-:., е) = Л" (в... в) + (ев ..., 6). 


Ясно, что совокупность всех 7-мерных (т. е. определенных на систе- 
мах из г-- 1 множеств) функций ]` представляет собой абелеву группу, 
которую мы обозначаем через Ёк(И, ©). Для топологизации труйны 


Ек (В, 9) каждой подсистеме И ;,) данной системы множеств 
(е1,..., 6) ставится в соответствие некоторая окрестность И 1-6 903 
мента /” (е:, ..., 64); окрестностью (элемента ]”, соответствующей си- 
стеме (е,,..., 6.), называется совокупность всех ` таких функций 
ф’ЕГк (В, 09), что для каждой подсистемы (е: ..., 64) имеем: 

ф" (е: ны е:,) И, к ре 


Тогда РК, (В, 9) оказывается бикомпактной группой. 
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Каждой функции /^ из Ек(А, 9) приводим в соответствие некото- 
рую ("— 1)-мерную функцию Ай, называемую Д-границей } и опреде 
ленную так: 


А] (евуа: лье) а О В 


где С есть произвольное ‘открытое, бикомпактное в А множество, со- 
держащее е,()...Це,_1. Ясно, что АГ не зависит от специального вы- 
бора С. 

Циклами называются те функции, границы которых тождественно 
равны нулю группы 9. Их совокупность образует группу Йхк(В, ©). 
Цикл |” называется гомологичным нулю или ограничивающим, }— 0. 
если существует такая функция +, что Ар = р. Множество всех 
ограничивающих циклов дает группу Нк (В, 9). Фактор-группа 


2к(Н, 9) — Нк(В, 9) 
и есть г-мерная функциональная (в смысле Колмогорова) А-группа гомо- 
логии В по © [см. (?)]. Ее мы будем обозначать через Ак (А, 9). 

Рассмотрим еще одну разновидность функциональных трупп гомологии. 

В (5) мною рассматривались функции, определенные на всех подмно- 
жествах хаусдорфова пространства А, а не только на бикомпактных в В 
множествах, как это делалось выше. Совокупность всех таких 7-мерных 
функций (удовлетворяющих условиям (К1), (К2), (КЗ)) образует группу 
Ем’ (В, 9). При определении граничного оператора А в Ем'(В, 9) за 
множество С может быть принято все А. Исходя из этого, мы обычным 
образом вводим группу циклов Йм’(В, 9), группу ограничивающих цик- 
лов Нм’(В, ®9) и, наконец, фактор-группу 

Ам’ (В, 9) = 2м’(В, 9) — Ны"(В, 9), 
которая и является новой функциональной А-группой гомологии про- 
странства А. Ясно, что если А бикомпактно, то Азм”(В, 9) совпадает ‹ 
Ак(В, 9). 

С. Лефшец (9) рассматривает функции, заданные на замкнутых под- 
множествах пространства А. Множество всех таких г-мерных функций 
дает группу Ех’ (В, 9). Применение оператора А порождает группу циклов 
21,(В, 9), группу ограничивающих циклов Ну” (В, 9) и функциональную, 
группу гомологии 

Аг” (В, 9) = 2.7 (В, 9) — Ни’ (В, 9) 
пространства А. 

Отметим теперь те связи, которые существуют между указанными 
группами гомологии. 

А. Н. Колмогоров (7) в случае, когда В — компактное метрическое 
пространство, наметил доказательство изоморфизма группы Ак(А, 9) с 
группой Бетти пространства А в смысле Виеториса. 

В заметке (5) я дал схему доказательства изоморфизма функциональ- 
ной группы Ам’(А, 9) со спектральной групной гомологии в смысле Чеха 
хаусдорфова пространства А *. 

* Из трех рефератов заметки (°) (С. Мбъение, бета аи Гаг Ма\В., 25 (1944), 
стр. 235; М. ЗЦцеепгой, Ма. Веу., 3 (1942), етр. 142; М. Ф. Бокштейн, Физ.-мат. 
реф. ж., т. 5 (1941), стр. 118) в двух отмечается, что доказательство упомянутого 
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С. Лефшец в (3) доказывает изоморфизм группы Дл’ (В, 9) со спектраль- 
ной группой гомологии А в смысле Чеха. 

Таким образом, группы Ды’(В, 9) и А,’(В, 9), как и следовало 
ожидать, судя по их определениям, изоморфны: | 


Ам’ (В, 9) — А; (В, 9): 


Нашей целью является доказательство следующей теоремы. 

ТЕОРЕМА (2.1:1). Функциональная группа гомологии в смысле Колмо- 
горова Ак(В, 9) хаусдорфова локально-бикомпактного пространства В 
изоморфиа со спектральной группой гомологии в смысле Александрова 
Ал (В, 0). 

При этом, в силу результатов $ 1, под Ал’(А, 9) мы можем понимать 
как группу 

Др!” (В, 9) = Арл"(В, 9), 


основанную на разбиениях, так и группу 
Ар (В: 9) = Аг.’ (В, 9), 
основанную на покрытиях, а также вообще группы 
Доле)» Арти, 0), ДАррг(В, 5), 
Ароз”(В, 9), А’(В, 9), Аг’(В, 0) 


‚ при любых $, 1<$х с. 

Имеет место также следующая 

ТЕОРЕМА (2.1:2). Функциональная группа гомологии Ам’ (В, 9) хаус- 
дорфова пространства В изоморфна со спектральной группой гомологии 
в смысле Чеха Ас’(В, ©). 

И здесь, в силу 8 1, под Ас’(В, 9) можем понимать как Арс’ (В, 6), 
так и Арс’ (В, 9), Арр’(В, 9) ит. п. 

Мы приведем лишь доказательство теоремы (2.1:4), так как совершенно 
тем же методом теорема (2.1:2) доказывается еще проще. Кроме того, как 
указывалось выше, доказательство теоремы (2.1:2) сжато было изложено 
нами в (5). Наконец, исключительное значение в теории гомологии, как 
известно, имеют именно группы Ак’(А, 9) и Ад"(А, 0): для них спра- 
ведлива теорема двойственности Александера-Колмогорова (`), (3). 

Мы докажем следующие теоремы, . которые, очевидно, являются не- 
сколько более сильными, чем теоремы (2.1:1) и (2.1:2). 

ТЕОРЕМА (2.1:3). Группы Ек’(В, 9) и Гиз’ (В, 9) изоморфны; этот 
изоморфизм сохраняет граничный оператор А. 


изоморфизма не лвляется полным. Именно, М. Ф. Бокштейн указывает, что «про- 
пущено тривиальное указание, что здесь вместо О„ (системы всех замкнутых по- 


крытий) нужно взять такую ее конфинальную часть, для которой Ва ри’, 
например, рассматривать лишь покрытия В замыканиями непересекающихся откры- 
тых миожеств». №. Э4еепгой с этой целью рекомендует брать покрытия Куроша. 
Повидимому, сжатое изложение и вообще недостатки редакционного характера по- 
мешали увидеть, что в (5) вместо покрытий Куроша применяются, как это и указано 
на стр. 340, разбиения и порожденные ими покрытия, обладающие всеми нужными 
свойствами. Более того, М. Ф. Бокштейн, меняя формулировку доказанного мною 
утверждения, как нетрудно обнаружить, впадает в противоречие. 


»ъ 
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ТЕОРЕМА (2.1:4). Имеет место изоморфизм групп Ем`(В,@) и Г"(В,9), 
сохраняющий граничный оператор А. 

2.2. Перейдем к доказательству теоремы (2.1:3). 

Пусть Е Рк’(А, 9). Возьмем произвольный симплекс #„” = (е0%,...,е,“) 
из М. — С.з, где М№. — нерв разбиения О. пространства А, а С„3 — особый 
подкомплекс порядка 3 нерва №,. Тогда все е;*, 1 =0,1,...,г, биком- 
пактны в В и ]" определена на системе ео“,...,е,*. Рассмотрим цепь }м” 
комплекса /.„, положив 


Ти (и) = (ое, в) При Са 


Та (80 при? ЕС. . 


Обозначим через 5» отображение группы Ёк’ (В, 9) в группу С” (№, 9), 
ставящее в соответствие функции ]” цепь ]»”. Легко показать, что 5» с0- 
храняет операцию сложения и что оно непрерывно. 

Далее, если ВР. < Бь и если 


$" = =, ЗВ] == в", 
рай в" (6) = Дм” (Ёл') 
при („” = (е0%,...,е,“) Е №, — С.З. В самом деле, 
рав” (20°... ,0,®) = У в" (608, г. .,е,8), 


где суммирование распространяется на все такие симплексы Ев = (е08,...,е,8), 
вершины которых удовлетворяют условиям: 


то 


е:8 < е,^, рези х. 
и, кроме того, условию 
ее 
Г 28 + 0. 
4=0 


Так как все вершины ем имеют порядок особенности > 3, а по крайней 
мере одна из них имеет порядок >4, то, в силу в,” =", этим же 
свойством будут обладать и вершины е;3, т.е. #3^6 №, — СвЗ. Поэтому 


1” (608, въ е,8) и Л (е08, к) е,'), 
откуда 


ра? в" (е0®, ...) е„*) — У И (608, ... ое 


где суммирование уже можем считать распространенным на все такие 


6, Г =1,...,г, которые удовлетворяют лишь условию 6;8 < е;*, а не до- 
(0 7 ны 
полнительному условию [| 6; = 0, ибо в случае ГП е;8=0 имеем 
0 =0 
Г" (60°,..., 2,8) = 0. Отсюда, в силу аддитивности }’, получим: 


м и (е08, Дачия 8) РЕЙ (Ц ео8, ме 9 е,8) - о (20 к ое), 


ра в" (#“”) о 1” (#.„’). 
Таким образом, множество всех цепей 


$" = 6” (К, 9), 
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’ 


соответствующих функции }”, образует элемент {/„”} группы Г4з} (В, 9). 
Пусть [{/”}] есть элемент группы [431 (В, 9), содержащий {}."}. Ставя в 
соответствие функции РЕ Рк’ (А, 9) элемент [{1.”}] © Гз1" (В, 9), получим 
гомоморфизм $ группы Рк’ (В, 9) в группу Глз1" (В, 9). 

Покажем, что 

5Рк’ (В, 9) = [изу (В, 9). 

Исходя из данной совокупности бикомпактных в А множеств е;, 

1 =0,...,г, рассмотрим множества е* вида 


р 
а ©) 
и) 


где ]:',...,]:? представляют собой р различных индексов из системы 
индексов 0,...,г, а 7: пробегает все значения из ‘той же системы; за 
исключением ],',...,]1:?. Рассмотрим систему О.„, состоящую из всех 
непустых множеств вида (*), р=1,...,г, а также из множеств 


г г р 
Пе, и, 0 р О их 
д=0 =0 
я = 
где И; и 0, — бикомпактные в А окрестности множеств Це; и, соот- 
р := 

ветственно. 

Легко видеть, что Д, есть разбиение пространства А. Особый под- 
комплекс С„3 порядка особенности 3 нерва №, разбиения )„ может со- 


стоять, очевидно, только из вершин 
г 
и Е. 
$=0 


Каждое множество е;,]: =0,...,г, есть сумма определенных элементов 
а = В. (а) евотемы р: 


е), ее 0 21,1. 
7: 


Ясно, что комплекс №, однозначно определяется (с точностью до изомор- 
физма) заданием е,,...,е, и описанным построением До. 

Мы будем говорить, что разбиение О. и его нерв №, порождены 
системой множеств 6%,...,е,, О, 0... 

Из данного элемента [{].„”}] группы С/з1”(А, 9) возьмем какую-либо 
цепь ]„’, лежащую на только что построенном нерве №... Значение иско- 


мой функции ]” на е,...,е, определим так: 
К = г. 
7 (ео, и е,) = ул (ео, Е е,;»), 
где сумма распространена на все такие системы 0... .›@,», Которые 
2 р 


образуют симплекс, т. е. для которых 
еП.- Пел 0; 
2 2 
если ни. одна такая система не образует симплекса, то положим 


Г" (ео, деи е,) =0: 


4 Известия АН СССР, серия математичесная, № 5 
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Легко видеть, что определенная таким образом функция |” удовлетво- 
ряет условиям (К1) и (КЗ). Покажем, что она удовлетворяет и усло- 
вию (К2). Пусть 


а 


где А есть одно из чисел 0,1,...,г, а Аи А" — два каких-то индекса. 
Рассмотрим разбиение Оз пространства А, порожденное множествами 
ре. бр 4» бы би» бд В, |7 0. 

Возьмем какой-либо элемент е’ из Шь, имеющий вид (*), тде 
,...,71? суть р различных индексов из системы 0,..., А’, А", ...,м, 
а ]° принимает все значения из этой же системы, кроме п. Ре 

Нетрудно видеть, что если ни один из ]1,...-,]р не еств А’ или К", 
то еВ является одним из элементов разбиения Д.. Если же среди ]1,...,]р 


встречается А или А” (оба не могут встретиться), то еЗ содержится 
в определенном элементе разбиения Д,„, именно в элементе, вид которого 
только тем отличается от вида её, что один из ]:' вместо А’ или А” при- 
нимает значение А. Отсюда мы заключаем, что Р.< Дь. 

Пусть, как и раньше, в разбиении Д. элемент 


ех 
м: 71] 
9: 
где /.=1,..., 5(]1), и пусть каждое В подразбиении Дь разбие- 
ния О. представляется в виде 
&  — В 
7:71 ея, “ 


где ]з = В... $ (71, 12). 
Ниже мы будем пользоваться обозначениями 


7 (е%..-> е,) =] (е;) 


ит. п. 
Имеем 


ны 


где сумма распространена на все такие е*,, что Пе, ЕО. 
17 3/3 
С другой стороны, 


да" ( = м У 21) 


где сумма распространяется на все такие 6, „„» Что 2. , == 0: 
3/3 
Отсюда заключаем, что 


и (в;,) = р № (Е, (к} 


где сумма распространена на все такие ев, „> Которые независимо друг 
Ю 
от друга пробегают элементы разбиения р удовлетворяющие условиям 


ев... е“. Е ме | 
я и С; ]1 0, ... и а 9 


то 


Пе 2, = 0. 


д=0 
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Далее, можно показать, что Оз есть подразбиение разбиения До’, 
порожденного множествами е,...,е»к,..., 6, +: О 
В данном случае имеем, во-первых, 


7: реа т х 
Г (= № (ен), 
где сумма распространена на все те е..,@Р.,, для которых 
1 Ра 


Се» он с овытия И нереНИ, 


5) : 
и Пе, 0, а во-вторых, 


1." (е,) = УЛ (и, 


где 68 и пробегают все элементы из Оз, удовлетворяющие условиям 


ед, © © и 10... =0. 


1 7з 7з 71 1 з 


й (6; ) ме хм (е Ы) (к) 


где сумма берется для всех ее, из Р,, удовлетворяющих условиям: 


Поэтому 


Иа О * В 
в Се; „Сер О си Пе’, „Е 0. 


Наконец, рассматривая разбиение О.” пространства А, порожденное 


множествами @,...,@, |; и, ее, В 0., получим 


И (6; „) -^ У № (ети (к”) 


где ее, „ пробегают все те элементы разбиения ОЭв, которые удовлетво- 
и з 
ряют условиям 


еб) и „се тии © буи, НЫ Е Набу ва ии 


В 
П ии ул ЕЕ 0. 


Теперь нетрудно показать, что каждое слагаемое суммы (К) входит 
в качестве слагаемого и притом только один раз в одну и только в одну 
из сумм (К) или (К”), и наоборот. 
Из этого следует, что 


й (е»..., ен. Е,) = ЛР (еб е,) ЕР (ее е,), 


что требовалось доказать. 


Построенная функция ]” и есть тот элемент из`Ёк (В, 9), который по- 
средством гомоморфизма 5$ отображается на [{/ '}]. В самом деле, возьмем 


произвольную координату /,” из [{/”}], заданную на нерве №, данного 
разбиения Д., и пусть 


р. а ЛС 


Разбиение /)в, порожденное множествами 


[2 


е 
бо зу ее, 0,0%, 


4* 
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состоит из множеств 
ь 
“ 7 т г х г 
В ег, О. Ао 
$=— 
Беря координату /„/. цепи {1}, лежащую на нерве №, мы видим, что 


т [2 й г 
7 (е;. ) [= [3 (: | 
Разбиение И являющееся пересечением УВ: и [. содержит элементы 


е.”,...,е,^. Возьмем координату /.” цепи {//}, лежащую на М№,. Сим- 


Е й 
плициальным отображением с„’ комплекса №, в №, на симплексее # 


комплекса №, отобразится единственный симплекс {’ комплекса №.. По- 
этому | 


м (г) =Ь”(г). 


1 (г) = / (г). 


Вместе с полученными ранее равенствами это дает 


1 (г) =Р (6,°), 


Точно так же 


откуда и следует, что 
и (2) = зы] (е;^). 


Покажем теперь, что отображение 5$ есть изоморфизм. Пусть |’ и 
|.” — две различные функции из Ёк (В, 9). Тогда существует такая 
система бикомпактных в А множеств е,,...ъе,, что 


” (е,,) = № (е,). 


Рассмотрим разбиение Д, пространства А, порожденное множествами 
в. ..,е,, И, Оъ, и пусть в этом разбиении е;, = Оез;,- Тогда 


76.) =/" (9%) = (1). 
Точно так же 


№ (е,) = ХЛ (©). 


Поэтому должна существовать по крайней мере одна такая система 
аргументов е,,,, фигурирующая в предыдущих суммах, что 


| (е,,.) ЕР (е,,.). 
В частности, по крайней мере одно из 
1 (е,;..)› № (е,,.) 


не есть нуль группы ©, так 9 Па: В г - 
у ру к ‹ что Пе,,, 0, т. е. е,;„ образуют сим 


плекс #„ нерва №.; ясно, что +6 М№, — С.З. Вместе с тем 


р (2) с И (() 
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или 
[{8=/1'} 1 Е Кефь }1 
что требовалось доказать. 


Докажем, наконец, что $ сохраняет граничный оператор А, т. е. что 
если 


и если 
то 


По определению, = 
А (ео, м е,) — я (»› в: е,}, 
к 


где е, пробегает все те вершины /Л,, для которых е,„Пе’П...Пе, = 0. 
Так как 
= < 8 

(ео О: А ое , 

то 
и--1 — РН 
те (е» ет, е,) = (2 ЕН е,), 

т.е. 


т МТ ИЕ 
о С е,) > (е» ея е,). 
В этой сумме можно допустить, чтобы е, пробегало не только те из 


=> Ч 
множеств О,, для которых е, Г (п =.) 0, но и все те, для которых 
= / 
= ИА 4 
РИ ( № :.) == 0, ибо для добавленных е, 
=0 


р! (е» на. е,) = 0. 
Поэтому 
др”! (2 а е,) — а о. °,. 


Легко показать, что открытое ядро С множества Це, является биком- 
Г. 


Те 
пактной в А открестностью множества () е;. Поэтому 
0 


А (ео Е е,) == 1 (С, боб адь е,). 


С другой стороны, так как край Р множества Че, удовлетворяет 


Е 7. са 
условию РП (0 -,) —= 0, то имеем 
1-0 
ры (0 ее тии е,) =. (С, в» Эт е,). 
Сопоставление дает 


Веера А (аррь: еее ньй в), 


что требовалось доказать. 
Поступило 
31.У.1950 


45$ Г. С. ЧОГОШВИЛИ 


ЛИТЕРАТУРА 


1 А]ехап ег 9. \., А Шеогу о{ соппесыуйу ш 1егшз 0{ отатрз, Апп. 01 
Ма\., 39 (1938), 888—912. 

* Александров П., Уаг Нотоюбе-Твеойе дег Котракеп, Сошр. Мабв., 
А (1937), 256—270. 

3 Александров П. С., Общая теория гомологии, Ученые записки МГУ, 45 (1940), 
1—60. ь 

Сесв Е., ТЬбоше обибгае 4е Гвошоюзе 4апз ип езрасе дие!сопаме, Рипа. Ма®., 
19 (1932), 149—183. 

Чогошвили Г., Оп Фе вото]ору \Теогу оЁ {юро1ос1са] зрасез, Сообщ. Груз. 
фил. АН СССР, 1 (1940), 337—340. 

К!1пе М., Мое оп Вошоюву {Меогу {от 1оса|Йу Ысотшрась зрасез, Рипа. Ма., 
32 (1939), 64—68. 

т Колмогоров А. Н., 1е$ отопрез 4е Веша @4ез езрасез 1оса]етепть Ы1сотрас($, 
С. В. 4е Рамз, 202 (1936), 1144—1147; Ргорг6&6з 4ез огопрез ае Веб 4ез езра- 
сез ]1оса]етептё Ь1сотрас4з, П!@., 1325—1327; Тез отопарез 4е Вей 4ез езрасез 
шби1ачез, 114., 1558—1560; Сусез ге]аИз. ТЬботёше 4е апаВ6 4е М. А!ехапаег, 
114., 1641—1643. 

Курош А. Г., КошЬтают1еВег Аш{раи ег ЫКотшракеп форо]ос1зсВей ВАите, 
Сошр. Ма\., 2 (1935), 471—476. 

° Ге! зспеб2 5., А]верга!с бюро1огу, №. У., Ашег. Ма. 5ос., СоП. РаЫ., у@. 

21, 1942. 
10 бЬеепгоа М№., Оптуегза! Вото]ору стоирз, Ашег. Фоцга. оЁ Майв., у. 58 (1936), 
661—701. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
15 (1951), 439—462 


Н. Я. ВИЛЕНКИН 


ТЕОРИЯ ХАРАКТЕРОВ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП 
С ЗАДАННОЙ ОГРАНИЧЕННОСТЬЮ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе рассматриваются группы, в которых, кроме топологии, вво- 
дится ограниченность, т. е. указывается класс множеств, называемых 
ограниченными. Для групи с заданной ограниченностью строится теория 
характеров, частными случаями которой являются классическая теория 
характеров Л. С. Понтрягина и теория сопряженных линейных про- 
странств. 


Одним из наиболее выдающихся достижений во всей теории тополо- 
гических групи является построенная Л. С. Понтрягиным теория харак- 
теров. Характером топологической абелевой группы С называется непре- 


рывная функция Ух (2), принимающая значения от —- до + и удовле- 
творяющая функциональному уравнению 


Х (81 — &) = Х (81) — Х (85). 
При этом значения у (2) приводятся по шо@1. Полагая 
(1: — Х2) (8) = Х: (8) — Х» (8), 


мы превращаем множество характеров Х группы С в группу. Обозна- 
чим через М(А) совокупность характеров Хх, значения которых на мно- 


4 
краткости |9(А)| < +) . Заставляя А пробегать совокупность всех биком- 


1 2 
жестве Ас С не превосходят -- (в дальнейшем мы будем писать для 


пактных множеств группы С, мы получим совокупность множеств М№(А)}, 
которые принимаются за полную систему окрестностей нуля группы Х. 

Таким образом, группа Х превращается в топологическую абелеву 
группу. Если группа С локально компактна, то и группа Х локально 
компактна, причем группа характеров группы Х изоморфна группе С 
[см. (1), гл. 5]. 

Нетрудно видеть, что топология группы С двояким образом влияет 
на строение группы Х. Во-первых, она влияет на отбор элементов этой 
группы, так как мы берем лишь непрерывные характеры. Во-вторых, 
она влияет на топологизацию группы Х, так как бикомпактность мно- 
жеств группы С зависит от ее топологии. Для локально бикомпактных 
групи обе функции топологии весьма удачно сочетаются. Иначе обстоит 
дело для групп, не являющихся локально бикомпактными. Примером 
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такой группы является любое бесконечномерное линейное нормированное 
пространство. Другим примером может служить предельная группа обрат- 
ного спектра локально бикомпактных абелевых групп. Для этих групп 
обычная топологизация группы характеров не столь удачна. Например, 
группа характеров линейного нормированного пространства, совпадающая, 
как нетрудно убедиться, с сопряженным с ним пространством, тополо- 
гизируется обычно при помощи множеств вида /Л(А), где А — сфера 
пространства /.. 

Существенным осложнением является то обстоятельство, что в то 
время как при открытом гомоморфном отображении локально бикомпакт- 
ной абелевой группы С на такую же группу Н каждое бикомпактное под- 
множество группы Я имеет хотя бы один бикомпактный прообраз, для 
произвольных групп это не имеет места. 

Указанные выше соображения подсказывают, что целесообразно раз- 
делить две функции топологии группы С. Для этого следует ввести в 
группу С понятие ограниченного множества, не зависящее от топологи- 
зации группы С.’ Соответствующие аксиомы даны в первом параграфе 
этой статьи. Далее определяется и изучается понятие квазивыпуклого 
множества топологической абелевой группы, являющееся аналогом поня- 
тия выпуклости в линейных пространствах. 

В третьем параграфе изучается понятие группы характеров топологи- 
ческой абелевой группы с заданной ограниченностью, после чего в чет- 
вертом параграфе находятся необходимые и достаточные условия для того, 
чтобы группа С была изоморфна группе характеров С своей группы 
характеров (такие группы мы называем инволюционными). Попутно вы- 
ясняются условия инволюционности подгруппы инволюционной группы. 

Пятый параграф посвящен примерам, один из которых указывает 
путь построения теории характеров для незамкнутых подгрупп локально 
бикомпактных абелевых групп, а другой вскрывает причину давно заме- 
ченного параллелизма между теорией характеров и теорией сопряженных 
линейных пространств. 

В этой статье приняты те же обозначения, что и в (?). Кроме этих 
обозначений, мы вводим следующие. 


1 
Через > А мы обозначаем совокупность всех элементов а топологи- 


ческой группы С таких, что а6А и 2аВА (7). 
Далее, полагаем 


Тогда введенный в (2) символ & / А можно определить как такое число У 
о 


1 1 
уеду Е 514 \ отт А. 

Через \ мы обозначим группу вещественных чисел, приведенных по 
041, и через \” — п-мерную торовидную группу, рассматриваемую как 
прямая сумма групи типа У. Отметим еще, что мы не предполагаем в 
этой статье открытости окрестностей нуля [ср. (3)]. 
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$ 1. Группы с заданной ограниченностью 


1.1. Определение 1. Пусть С — топологическая группа. Мы ска- 
жем, что в С задана ограниченность, если в С задано множество Т = (М„) 
ее подмножеств, называемых ограниченными, причем: 

1) если множество А ограничено, то ограничено и множество А“; 

2) если множество А ограничено и ВС А, то и В ограничено; 

3) если множества А и В’.ограничены, то и множества АВ и АВ 
ограничены; 

4) каждый элемент ограничен. 

Укажем, что ограниченность в топологических пространствах изуча- 
лась в работе (4). 

Примеры. Совокупность всех подмножеств группы С, обладающих 
бикомпактными замыканиями, совокупность всех конечных подмножеств 
группы С, а также совокупность всех подмножеств группы С задают 
ограниченности. 

1.2. Если Н — подгруппа топологической группы С с заданной огра- 
ниченностью, то мы можем ввести ограниченность в Н, назвав ограни- 
ченными в Н множества вида Н ПА, где А — ограниченное в С множе- 
ство. Нетрудно проверить, что при этом выполняются все условия 
определения 1. В дальнейшем мы будем рассматривать лишь такую 
ограниченность в подгруппе. 

1.21. Пусть С и С, — топологические группы с заданными в них 
ограниченностями. Непрерывное гомоморфное отображение ф группы С 
в С, называется ограниченным, если образ каждого ограниченного в С 
множества ограничен в С, ограничивающим, если для каждого ограни- 
ченного множества А из С существует такое ограниченное множество В 
из С, что А ПФ(С) сФ(В), и биограниченным, если оно ограничивающее 
и ограниченное. 

1.22. Пусть Н — замкнутый нормальный делитель группы С с задан- 
ной ограниченностью. Назовем ограниченными в фактор-группе С /Н 
образы ограниченных множеств из С. Нетрудно видеть, что при таком 
определении С | Н превращается в группу с заданной ограниченностью, 
нричем естественное гомоморфное отображение С на С [ Н биограничено. 
Обратно, пусть ф — открытое биогравиченное отображение (такие отобра- 
жения мы будем называть вполне гомоморфными) топологической группы 
С с заданной ограниченностью на группу И. Тогда Н вполне изоморфна 
фактор-группе С /Т, где Т — ядро гомоморфизма (мы называем две топо- 
логические группы с заданной ограниченностью вполне изоморфными, 
если существует вполне гомоморфное отображение одной из них на другую, 
ядро которого равно единице). 

1.23. Если М = (С) — некоторое множество топологических групп с 
заданными в них ограниченностями, причем в каждой из групп С. от- 
мечена замкнутая симметричная подгруппа ИН. [см. (2), стр. 23], то мы 
можем ввести ограниченность в группу С =Р(С.:Н.) (см. там же), на- 
звав ограниченным такое множество А < С, что при любом « его проекция 
А, в С. ограничена в С., причем почти при всех « А.с Н».. (Мы 
называем проекцией множества АСС в С, совокупность всех эле- 
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ментов из С., являющихся координатами хотя бы одного из элемен- 
тов ЕВА.) 
Точно таким же образом вводится ограниченность в группы 


Р"(баьНа) лньР (ба Но в @юый 


[ем. (2), стр. 23 и 31. 

1.3. Определение 2. Некоторая совокупность ограниченных 
множеств Т = (М,) группы С с заданной ограниченностью называется 
базой ограниченности, если любое ограниченное в С множество является 
подмножеством одного из множеств М». 

Например, совокупность всех отрезков вида [— п; п] является базой 
ограниченности для естественной ограниченности на прямой линии. 


$ 2. Квазивыпуклость в топологических абелевых группах 


2.1. Определение 3. Подмножество А топологической абелевой 


группы С называется квазивыпуклым, если для любого элемента & Е СА 
1 


существует такой характер у, что |х($)| > д› В то время как для 
р 
1. 

Группа С называется локально квазивыпуклой, если она содержит 
сколь угодно малые квазивыпуклые окрестности нуля, и группой с квази- 
выпуклой ограниченностью, если каждое ограниченное в С множество 
лежит в квазивыпуклом ограниченном множестве. 

Наименьшее квазивыпуклое множество, содержащее данное подмно- 
жество А топологической абелевой группы С, назовем квазивыпуклой 
оболочкой множества А и будем обозначать через А. Очевидно, что 


— 


любого элемента а А |у(а)| < 


1 
А состоит из всех элементов 2, для которых из | х(А) | < 1 следует 


|<. 

Докажем некоторые свойства квазивыпуклых подмножеств топологи- 
ческой абелевой группы С. 

2.11. Пусть А — квазивыпуклое подмножество в Сит; ВА (1 <1<п) — 


в в 
такие элементы группы С, что р о: К *\ же. 
1 1 


В самом деле, пусть Х — такой характер группы С, что | х(А)| < - 


У 
Тогда из определения символа 2 [А следует, что 
1 
| х (х | < а1[А, 
а потому 
п Й п 7 
хе ха А. (1) 


В силу квазивыпуклости множества А, неравенство (1) означает, что 2 6 А. 
2.12. Из свойства’ 2.11 вытекает, что если А — квазивыпуклое подмно- 


1 п 
эсество в СиВ= п А, то Ва. 


АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ С ЗАДАННОЙ ОГРАНИЧЕННОСТЬЮ 443 


2.13. Очевидно, что если А — квазивыпуклое подмножество в С, то 
Ав. 

2.14. Пересечение двух квазивыпуклых подмножеств А и В квази- 
выпукло. 

В самом деле, пусть 8 Е А ПВ. Тогда либо #ЕА, либо &ЕВ. В пер- 


вом случае существует такой характер У, что | (<) | —_ в то время 


——- 1 
как | х(А) | < и поэтому | (АПВ |< 5 Во втором случае дока- 
зательство проводится аналогично. 

2.15. Если множество А квазивыпукло в С, то при любом натураль- 


1 
ном п множество В = 5. также квазивыпукло. 
В самом деле, если 26В, то найдется такое целое число 1(0<1<п), 
что 2%ЕА, а потому, в силу квазивыпуклости А, Ве такой харак- 
1 
тер х, что |7х(А) | <}, в то время как рх (22) ре Но тогда, 


1 1 
полагая у, =2х, имеем для любого элемента БЕВ |7, (6) | < -;, вто 


время как |9, (8) | == 
2.16. Пусть А р и В) — некоторое подмножество группы 
С (соответственно Н), причем 


А=ф*[В П$(С]], 


где через ф обозначено некоторое гомоморфное отображение группы С 
в Н. Тогда 


А 9" «ВП (6 |. 


В самом деле, если 36 = 4, то при 0<1<п 2'.СА, а потому 


Ф (2'8) 6 В. Но тогда 
и, следовательно, 


"Обратно, если 


то при 0 </<.”п имеем 


ф(2'в) =2'. ЕВ По (6) 


1 
и потому 266 А, откуда вытекает, что В 


2.2. Докажем теперь некоторые свойства а оболочек. 


рн слц АСВ, то Ас В. 
В самом деле, если ЕВ, то это значит, что существует такой ие 


ремней аура поете 2 НО А ИОВ а 
и — и потому 864. = 


дАА | Н. Я. ВИЛЕНКИН 


г т — нс О ы — 

2.22. Из свойства 2.21 вытекает, что А |] ВСАПЦВ и АПВАПВ. 
и = 1 

2.23. Если | (А) | “и тои |х(А) | <. 


В самом деле, в этом случае мы имеем неравенства 


1х (4) <+ <<»), 


из которых вытекает, что для любого элемента ае А имеем 


=4 Я 
|%х (4)|<т @(<<»). 


Но легко видеть, что эта система неравенств удовлетворяется лишь в 
й - О Ч 
случае, если |х (а) | <. ( напомним, что мы рассматриваем характеры 
< 
: 1 
как действительные числа, принимающие значения от — -; до -; и при- 


водимые при сложении по то 1) - 


2.24. Для любых двух множеств Аи В таких, что ОЕАПВ, имеем: 
— — —/ 
А-ВСА”? |] В?. 


В самом деле, пусть [У (4?) В) |< +. Тогда для любого элемента 
аЕА имеем неравенства 


1 
а , 


х (2а) | < 


х (а) | < := . Итак, [у (4)] < ‚ а тогда, по свой- 
1 


из которых следует, что 


ству 2.23, и ха Аналогично доказывается, что |х(В)|< 3, & 
потому 

а а - СЕ 

| (А-В) |< (4) | +15 (В) |<. 
Но тогда 


р —^ 
А Вс 4?) В?. 


2.3. Пусть С — топологическая абелева группа с заданной в ней 
ограниченностью. Изменим в группе С топологию и ограниченность 
таким образом, чтобы она стала локально квазивыпуклой группой с квази- 
выпуклой ограниченностью. Для этого выберем в качестве базы ограни- 
ченности совокупность множеств вида А, где А — ограниченные . подмно- 
жества группы С, а в качестве полной системы окрестностей нуля — 
говокупность множеств вида И, где Й пробегает полную систему окрест- 
ностей нуля в.С. 

Проверим выполнение аксиом топологической группы с заданной 
ограниченностью. 


— —— 
Условие 1) определения 1 выполнено, так как А = А-1. Условие 2) 
выполнено тривиальным образом. Условие 3) выполнено в силу 2.22 в 
2.24. Условие 4) выполнено тривиалъным образом. 
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Для того чтобы показать выполнение аксиом СТ из (3), $ 2, заметим, 
что из свойств 2.12, 2.13 и 2.15 квазивыпуклых множеств вытекает, что 
для любой квазивыпуклой окрестности нуля ( существует нвазивыпуклая 


1. р а 
окрестность нуля И = 5 такая, что УУ ‘с 0. Далее, по свойству 2.14, 


пересечение двух квазивыпуклых окрестностей нуля является квазивы- 
пуклой окрестностью нуля. Так как группа С — абелева, то из изложен- 
ного вытекает, что при введенной нами топологизации С превращается 
в общую топологическую абелеву группу. Пусть Н — замыкание нуля 
в этой группе С*. Группу @ =С*/Н, в которой мы вводим ограниченность 
‘согласно 1.22, назовем приведенной группой С. 

2.31. Покажем, что приведенная группа локально квазивыпукла и 
обладает квазивыпуклой ограниченностью. Для этого достаточно пока- 
зать, что запас характеров группы С такой же, как в группе С. Оче- 
видно, что всякий характер группы С индуцирует характер группы С”, 
а так как топология в С больше, чем топология С” [(5), п° 22], то у 
индуцирует и характер в группе С. 

Пусть теперь у — характер группы С. Так как группы С и С" 
алгебраически изоморфны, то с алгебраической точки зрения 7 является 


1 _ 
характером группы С“. Зададим число в, О<=< у, и найдем такое 
й 
натуральное число п, что ‚.<)е. Существует такая окрестность нуля И, 


и. 9 
что |х(Г)] <: Но тогда рассуждения, аналогичные проведенным в 2.23, 


х (7)1< 2 


р 


показывают, что и =. а тем самым, что характер у не- 


прерывен на С“. 
Чтобы закончить доказательство нашего утверждения, нам достаточно 
показать, что у (Н) =0. Если бы существовал такой элемент А ЕН, что 


1 
Х1 (#) [> д : Суще- 


у (1) =0, то нашелся бы и такой характер у,, что 


| 


, Л — = 
ствует такая окрестность нуля (/, что | у, (0) |<. Очевидно, что #60 


и потому не принадлежит к Н. Полученное противоречие показывает, 
что |у(Н)| =0 и потому УХ можно рассматривать как характер фактор- 


>— 


группы С = С*|Н. 


$ 3. Теория характеров групп с заданной ограниченностью 


3.1. Определение 4. Пусть С — топологическая абелева группа 
© заданной ограниченностью, а Х — абстрактная группа ее непрерывных 
характеров. Через М (А) будем обозначать совокупность всех элементов у, 


ГВ 1 
группы Х таких, что для ьсех элементов а6 АСС имеем |7, (а) | <. 


В качестве полной системы окрестностей нуля в группе Х примем 
совокупность всех множеств вида М (А), где А — ограниченное подмно- 
жество в С. В качестве базы ограниченности в Х примем совокупность 
всех множеств вида М (И), где И — окрестность нуля в С. Группу Х с 
введенными таким образом топологией и ограниченностью назовем груп- 
пой характеров группы С. 
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3.11. Покажем, что в группе Х выполняются аксиомы топологической: 
группы и аксиомы группы с заданной ограниченностью. 
Условие 1) о 1 выполняется тривиальным образом, так 
1 
как если |у(0)|< 33 тои | —х(0)| < у. Так же тривиально выпол- 


няется условие 2) этого определения. 
Пусть теперь Ф = М (0) и 4 = М(Т). Тогда 


Фи см (0 ПУ). 


Далее, если 0, и У, —такие окрестности нуля, что 0;?С0О и И,?СТ, 
то из того, что ФЕФ (соответственно фЕЧ) вытекает, и для 


любого элемента ие (, (соответственно 9Е6У,) имеем |ф (и) | < г. в (‘соот- 


ветственно |\ (9) ке Но тогда для любого элемента #60, ПТ, 
имеем 


|(Ф + 4) (8) |< 


и потому 


Ф-+ СМ (0, ПТ,,). 


Таким образом, выполняется и условие 3) определения 1. 
Условие 4) выполняется, так как для любого элемента у 6 Х сущест-- 


вует такая окрестность нуля 0 группы С, что 1х (0) < и потому 
ХЕХ (0). 
Покажем теперь, что выполняются аксиомы СТ 1 — ТУ из (3). Пусть. 
Хх = 0. Существует такой элемент —_ что Хх (8) +0. Но тогда А 
такое целое число й, что |х (ив) в д ›а потому ХЕМ (пг). 


Таким образом, выполнена аксиома СТ. 
Пусть Ф =М(4А) и УЧ=М"(В). Тогда 


ФПС М (АПВ) 


и потому ФПУ является окрестностью нуля в Х (множество А|) В 
ограничено в силу условия 3) определения 1). Таким образом, выполнена 
аксиома СТИ. 

Пусть Ф =М (А) — окрестность нуля в Х и ОЕА. Множество А? 
ограничено в С, по условию 3) определения 1, и потому Ч = М (4*), 
является окрестностью нуля в Х. Но У = 1 и при фЕФТ,, у Е 


4 (4) <, 4—4) (4) |< 1 я ЧаеФ, 


а потому выполнена аксиома СТ Ш. 

Аксиома СТ ТУ выполняется тривиальным образом, в силу коммута- 
тивности С. 

‚3.2. ТЕОРЕМА 1. Пусть Х—группа характеров топологической абе- 
левой группы С с заданной ограниченностью. Тогда любое множество. 
вида М№ (А), где А — некоторое подмчожество группы С, квазивыпукло в Х. 
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Доказательство. Пусть ФЕМ (4). Тогда найдется такой элемент 
аеА, что. | (а)| > г . Полагая при фЕХ а4(1) =х (а), мы получим не- 


который характер группы Х, который непрерывен, так как элемент а 
группы С ограничен, по условию 4) из определения 1. Но тогда 


|4 ($) | —_ в то время как |4 (М (А)) | <х. ф ЕМ (А), и поэтому М (А)=. 

— 
= М (4). Теорема ` доказана. 

Следствие. Какова бы ни была топологическая абелева группа С 
с заданной ограниченностью, ее группа характеров является локально. 
квазивыпуклой группой с квазивыпуклой ограниченностью. 

В самом деле, в каждой окрестности нуля группы Х лежит множе- 
ство вида М№(А), где А— ограниченное подмножество в С, а каждое 
ограниченное подмножество из Х лежит в множестве вида М(0), где 
И -- окрестность нуля в С. 

3.21. Заметим, что для локально бикомпактных абелевых групп, в: 
которых ограниченными считаются множества с бикомпактными замыка- 
ниями, данное в 3.1 определение группы характеров совпадает с обычным 


[ем. (3), стр. 114]. В самом деле, так как из того, что с, 


1 
ОЕАД, вытекает, что |х (4) <, мы можем при определении топологии 


в группе характеров зафиксировать окрестность нуля группы \ и менять 
лишь бикомпактные множества. Далее, на стр. 114 в (3) показано, что 
множество вида М (0), где 0 — замкнутая окрестность нуля в С, биком- 
пактно в Х, а из теоремы двойственности вытекает, что любое биком- 
пактное множество в Х содержится в множестве вида М (0). 

3.22. Из утверждения 3.21, теоремы двойственности и следствия из тео- 
ремы 1 вытекает, что локально бикомпактные абелевы группы с описанной 
выше ограниченностью являются локально квазивыпуклыми группами 
с квазивыпуклой ограниченностью. 

3.3. ЛЕММА1. Для любого подмножества А топологической абелевой 
группы С с заданной ограниченностью имеем М (А) = № (А). 


Доказательство. Очевидно, что № (А < М(А). Пусть теперь 


ХЕМ (4). Это значит, что я Но тогда и |х (4) | < ти потому 


4 

хЕМ (4). | 

3.34. Из доказанной леммы следует, что группа характеров группы б 
вполне изоморфна группе характеров приведенной группы. Поэтому мы 
можем в дальнейшем рассматривать лишь приведенные группы, т. е. 
локально квазивыпуклые группы с квазивыпуклой ограниченностью. 
Для краткости такие группы мы будем называть О-группами. Как мы 
видели выше, класс О-групп достаточно широк и содержит, во всяком 
случае, все локально бикомпактные абелевы группы. 

3.32. Пусть С — абелева группа, Х — ее группа характеров и а 
группа характёров группы Х. Каждому элементу # группы С поставим 
в соответствие характер в группы Х, определяемый равенством 
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Как уже упоминалось, характер в непрерывен на Х, так как элемент 
& ограничен в С, а потому совокупность Ф = М (8) элементов группы Х, 


для которых |8(%)|=|5х (8) |< р, является окрестностью нуля в ых 


Так как для любого п существует такая окрестность нуля Ч, что 
< Флалля Фе 


|<, 


то элемент & непрерывен на Х. 

Очевидно, что отображение « :8—>8 группы С в С является алгеб- 
раически гомоморфным отображением. 

3.33. ТЕОРЕМА 2. Отображение & : 2—2 является вполне изоморф- 
ным отображением О-группы С на подгруппу « (С) группы г. 

Доказательство. Покажем, что отображение х непрерывно. 
Пусть 0 — окрестность нуля в С, определяемая ограниченным множест- 
вом Ч из Х. Существует такая окрестность нуля И вС, что “с М№(0). 
Но тогда, очевидно, из #60 вытекает, что а (2) 60. 

Покажем, что, отображение х ограничено. В самом деле, пусть 
А — ограниченное подмножество в С. = № (А) и А= АСВ: овла. 
очевидно, А ограничено в С: причем « (А) СА. Отметим, что при дока- 
зательстве непрерывности и ограниченности отображения & мы не исполь- 
зовали того факта, что С является О-группой. 

Для доказательства открытости отображения х рассмотрим онкрест- 
ность нуля 0 группы С и содержащуюся в ней квазивыпуклую окрест- 
ность нуля У. Положим ФУ = М№М(У) и =мМ (4). Тогда для любого 


эломента 5ЕУ найдется такое уЕ\, что |1(8)|]>-р. Но тогда 
уе и ВЕТ. Поэтому 
п & (С) са(У), 


откуда и следует, что отображение х открыто. 

Чтобы доказать, что х является ограничивающим отображением, рас- 
смотрим ограниченное множество А в С. Найдется такая окрестность 
нуля 9 вХ, что М (9) > А. В 9 найдется окрестность нуля Ф вида 
М (ВБ), где В — ограниченное множество в С. Так как С — группа с квази- 
выпуклой ограниченностью, то В лежит в квазивыпуклом ограниченном 


множестве А. Пусть 66 А. Тогда найдется такой элемент ХЕХ, что 


1х (В)| < = и потому 


О 1 
О тд 1% (4) 1<-;. Так как ВС А, то 
ХЕФс 9. Но тогда из 


следует, что # 6 А и потому 
о (А) > АПа (С), 
следовательно, & является ограничивающим отображением. 
Заметим, наконец, что для любого элемента & + 0 группы С найдется 
такой элемент у СХ, что |у($)|`>-— и потому отображение &х взаимно 


однозначно. Теорема доказана. 
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$ 4. Инволюционные группы 


4.1. Определение 5. Топологическая абелева группа С с задан- 
ной ограниченностью называется инволюционной, если построенное в 3.32 
отображение х является вполне изоморфным отбражением группы С наб. 

Из теоремы 2 и следствия из теоремы 1 вытекает, что для того чтобы 
группа С была инволюционной, необходимо и достаточно, чтобы: 

1) С была О-группой; 

2) для любого элемента ЕС существовал такой элемент 2ЕС, что 
для всех элементов УЕ Х имело место й (%) = (в). 

4.11. Условию 2) инволюционности группы может быть придан дру- 
гой вид. Введем в группу С новую топологию. Назовем слабой окрест- 
ностью нуля, определенной характером х, совокупность М (х) всех таких 


| 1 г 
элементов в группы С, для которых [7.8 <—: В качестве полной 


системы окрестностей нуля слабой топологизации группы С примем со- 
вокупность всех множеств вида М (у) и их конечных пересечений. 
Нетрудно убедиться, что для этой системы окрестностей нуля выполня- 
ются аксиомы СТИ —1У из (3) (аксиома СТ Ш выполнена потому, что 
[М ПМ (2) <= М (9). 

Аксиома СТТ выполняется, если для любого элемента г группы С 
существует такой характер у, что у (2) Е 0. В частности, это имеет место, 
если группа С локально квазивыпукла. 

4.12. Очевидно, что можно ввести слабую топологию и в группу ха- 
рактеров С группы Х, приняв в качестве полной системы окрестностей 
нуля в С совокупность конечных пересечений множеств вида М (х). Под 
множеством М (7) мы понимаем совокупность всех элементов й группы С 


таких, что |й(7) а. Очевидно, что на подгруппе о (С), где через & 


1 
^ 


обозначено описанное в 3.32 гомоморфное отображение группы С в С, 
эта слабая топология совпадает с описанной в 4.11. 

4.13. Отметим следующее свойство торовидной группы )", элементы 
которой мы записываем в виде х = (х,,..., 7»), Е У. 

ЛЕММА 2. Пусть Н- замкнутая подгруппа группы 3” и 
у = (У1,..., Ул) — элемент группы \”, не принадлежащий Н. Тогда су- 
ществуют такие целые числа т,,...,т,, что для всех элементов 
В = (Я... Йн) аа оН имеем 


п 


м т;й; == 0, а > ту; Е 0. 


4=1 $=1 


Доказательство. Пусть С” — группа характеров для М” и 
С — аннулятор Н в С”. Обозначим через &; характер группы \", опре- 
деляемый равенством о (2) = 2; для 2 = (571,...,2). Очевидно, что эле- 
менты а; (1 <#1<”п) образуют базу для С”. Пусть 8;(1 <1< ^) — база 
подгруппы С, причем 


и 
в = Утиа., 
= 


5 известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Так как УСН, то хотя бы для одного # В; (у) Е 0, а потому 
У тьу, + 0. 
1=1 


В то же время для всех элементов # из Н 


4.14. ТЕОРЕМА 3. Подгруппа (С) всюду плотна в группе С, взя- 
той в слабой топологии. и 

Доказательство. Пусть #й — любой элемент из С“ (С) и Т— 
его слабая окрестность, определяемая элементами 1, »,...›Хл из Х. 
Обозначим через ф гомоморфное отображение группы С в п-мерный 
тор \”, задаваемое формулой (ЕС): 


ф (8) = [%. (8),..., Хх» (8)]. 


Покажем, что { (#) Е ф[х (С)]. В самом деле, в противном случае, по, 
лемме 2, нашлись бы такие целые числа т; (1<1<. п), что для любого 
п 


элемента 26 х(С) имело бы место у (8) =0, где Хх = ъ ту.) в то время 
+= 
как х(#) 0. Но так как из Х [«(С)] =0 вытекает, что х=0, то мы 
пришли к противоречию. 
Итак, в окрестности элемента ф (й) = [х, (#),..., Хх» (#)], определяемой 
`‘неравенствами 


1 : 
| % (6) — ж (®)| < 2, 1<1<», 
существует элемент вида ф [х (2)], где с 6 С. Нотогда, очевидно, « (2) Е А - Т, 


откуда и вытекает, что х (С) всюду плотно в группе С, взятой в слабой 
топологии. 


4.15. В дальнейшем нам будет полезно следующее замечание: 

Если для алгебраического характера х группы С существует такая 
окрестность нуля (, что | Хх = то характер Хх. непрерывен. 

В самом деле, для любого числа = `>0 найдется такое и, чте 
=<8 и такая окрестность нуля У, что УСО. Но тогда 


(И << 
и х непрерывен. 

Из этого замечания вытекает, в частности, что любой характер груп- 
пы С, непрерывный в первоначальной топологии, непрерывен и в слабой 
топологии, а потому его можно продолжить на пополнение @® группы С, 
взятой в слабой топологии. Таким образом, устанавливается взаимно 
однозначное соответствие между характерами групп С и ©. 

4.16. Для любого элемента 9 Г, —группы 6 существует такой характер 
ХЕХ, что х (9) +0. В самом деле, возьмем такую окрестность нуля $ 
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группы @, что % = 1 и 96%. Так как %ПС является слабой окрест- 
ностью нуля группы С, то существует конечное число элементов ул, ..., Хи 


группы Х таких, что П М (у) < $. Выберем такую слабую окрест- 
= 


ность 9[ элемента д, чтобы для всех а 3[ имело место 


1 
|1; (®) — х, (8) | <->, 
и. 
н ЧС 9-3. Так как С всюду плотно в @®, то найдется элемент АЕ %ПС. 


И 1 
Так как АЖ, то. существует такое #, что |х,(й)| > 4. Но тогда 


х.; (8) | —_ 

4.2. Дадим теперь вторую формулировку условия 2) инволюциснности 
группы. 

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы топологическая абелева группа С 
с заданной ограниченностью была инволюционной, необходимо и доста- 
точно, чтобы: 

1) С была О -группой; 

2) для любого ограниченного подмножества А группы С и любого 
элемента д из @`\\С существовал такой характер у группы ®, что 


Е в то время как 


Доказательство. Очевидно, что достаточно показать эквивалент- 
ность условия 2) нашей теоремы с условием 2) из 4.1 Пусть не выпол- 
нено условие 2) нашей теоремы. Тогда существует такое ограниченное 


множество А из С и такой элемент 46 @`\\ С, что неравенство | у (А) | < - 


4 
влечет за собой неравенство | 7 (9) | < -;- для всех Хх. Поставим каждому 


элементу ХЕХ в соответствие число Хх (8). Этим определяется алгебраи- 
ческий характер 8 группы Х. Так как для любого а ем) 


имеем |7 ( (3) <, а потому [6 ( (2) <-2, то |8 [М (4) )]| < и, всилу 


4.45, характер 4 непрерывен на Х. Если бы существовал такой элемент & . 
группы С, что для всех ХЕХ 9 (х) =х (8), то для всех ХЕХ мы имели 
бы Хх (9—2) =0, откуда, в силу 4.16, вытекало бы, что —& =0 и по- 
тому 96 С, вопреки предположению. Поэтому не выполнено условие 2) 
из 4.1. 1 

Пусть теперь не выполнено условие 2) из 4.1 ий ЕС \ «(С). Так 
как, в силу теоремы 3, х(С) всюду плотно в слабо а 
группе С, то № можно рассматривать как элемент группы ©. Нотак как А 
является непрерывным характером группы Х, то существует окрестность 


1 
нуля 4 = М (4) группы Х такая, что |# (Т)| < ‚ а потому существует 


4 3] 
такое ограниченное множество А, что из [х (4) |< -; вытекает [х(®)| < та 


Таким образом, не выполнено условие 2) нашей теоремы. 
4.21. Так как в случае, когда группа С бикомпактна, все ее топо- 
логизации, меньшие первоначальной, совпадают с ней, то всякая биком- 
5* 
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пактная абелева группа, в которой все подмножества считаются ограни- 
ченными, является О-группой, а ее слабая топологизация совнадает 
с первоначальной и потому С = (С) (мы считаем уже известным, что 
для любого элемента #6 С существует характер у такой, что у (8) = 0). 
Отсюда получается новое доказательство теоремы двойственности для 
бикомпактных групп. 

4.3. Покажем, что для топологических абелевых групп имеет место 
теорема, аналогичная известной теореме Плеснера для нормированных 
линейных пространств [см. (6), стр. 115]. 

Введем следующие обозначения. Пусть Х, С, Х, С являются соответ- 
ственно группами характеров для С, Х, С. Х и а, а, а, — введенными 
в 3.32 гомоморфными отображениями гругп С в © аи ве 
(из теоремы 2 и следствия теоремы 1 вытекает, что &, и ®, являются 
вполне изоморфными отображениями на «, (Х) и «, (С). При этих обозна- 
чениях справедлива 


ТЕОРЕМА 5. Если Х + о (Х), то С + а, (6). 


Доказательство. Пусть Х = «, (Х). Тогда, очевидно, С = (С), 
причем аннулятор © подгруппы х(С) в Х отличен от нуля. Так как 
лишь нулевой элемент в Х обращается в нуль на С, то «, (Х) П ®@ =0. 


Далее, 
Х=а, (Х) +0. 


В самом деле, пусть ХЕХ. Тогда у определяет на о (С) некоторый 
характер у, который можно считать элементом из Х. Но тогда 


х— а, (х) 60. 


Покажем теперь, что, каковы бы ни были окрестности нуля ФУ и Ф 
подгрупп ®, (Х) и 9, множество Ч -- Ф содержит окрестность нуля 
группы Х. Пусть 

95а М (4), 


где А — ограниченное подмножество группы С, Ф = 9 ПФ,, где Ф,.>М№(А,), 
и А, — ограниченное подмножество группы С. Пусть Арс М (Г), где 
Г — окрестность нуля группы Х и ГО М(А,), где А, > 0 — ограниченное 
подмножество группы С. Обозначим «[АЦА.] через 4; и М[(А: 0 4А,)] 


через А. Д является окрестностью нуля группы Х. Пусть 56А. Тогда 
о 0. 

где 5,66, 5, =а, (5,), 5, 6Х. Заметим, что 8, и 25, лежат в М (А) ПГ, 

так как 5, [* (С)] =0, а $ принимает на «(А А,) значения, не превос- 


х ; ^ <. . 1 
ходящие по абсолютной величине $. Следовательно, 5, 6 №. Из того, что 


—. 


Ас ММА, с « (А,) 
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к : 1 м = 
вытекает, что |5, (4,)| < гы Но так как и |5(4А,)| < — то |5, (41) | 


Ноэтому 5, ЕФи АСФ + ТФ. Из доказанного следует, что 


Л 


Х = ®, (Х) фе. 


Так как существуют отличные от нуля характеры грунпы ©, то мы 
получаем из доказанного, что 


^ 


б=а, (6) +Т, 


где Т == 0 — группа характеров для ®, а потому , не является вполне 
изоморфным отображением группы С на С. Теорема доказана. 

4.31. Из доказанной теоремы следует, что для любой топологической 
абелевой группы с заданной ограниченностью либо ее группа характеров 
инволюционна, либо ни одна из последующих групп характеров не ипво- 
люционна. 

4.%. Рассмотрим теперь вопрос об условиях, при которых замкнутая 
подгруппа инволюционной группы инволюционна. 

ТЕОРЕМА 6. Для того чтобы подгруппа Н инволюционной группы С 
была инволюционной, достаточно, чтобы: 

1) любой характер Хх, заданный на Н, мог быть распространен на 
вею группу С; 

2) подгруппа Н была квазивыпукла в С (или, что то же самое, 
аннулятор аннулятора подгруппы Н совпадал с Н). 

Доказательство. Из условия 1) следует, что каждый характер 
подгруппы Н задается некоторым характером группы С и каждый ха- 
рактер группы С задает некоторый характер подгруппы Н. Этим опре- 
деляется алгебраическое гомоморфное отображение ф группы характеров Х 
для С на группу характеров 4 для Н.Из определения ограниченности 
в подгруние (см. 1.2) вытекает, что это отображение непрерывно. Ядром 
гомоморфизма ф является, очевидно, аннулятор 9 подгруппы М в \. 

Пусть # — некоторый характер группы Ч. Полагая 


й; (х) = # [$ (1, 


мы получим характер группы Х, который, по предположению об инволю- 
ционности группы С, задается некоторым элементом { группы С. При 
этом й, (9) = 0, а потому элемент А, принадлежит аннулятору подгруппы 9 


в С. В силу квазивыпуклости подгрупны Н, для любого элемента Е М 
} 


существует такой характер у, что | у (8) | > % ‚ в то время как |х (//) < 5 
а потому х(Н) =0 и ХЕ@. Следовательно, аннулятор 9 в С совпадает 
с Шиш @М. 

Так как подгруппа О-группы ‘является О-группой, а второе условие 
из 4.1 выполнено, в силу проведенных сейчас рассуждений, то группа И 
является инволюционной группой. 

4.11. ТЕОРЕМА 7. Пусть С — топологическая абелева группа с задан- 
ной ограниченностью, Н — ее замкнутая подгруппа, Х — группа харак- 
теров группы С и 9 — аннулятор подгруппы ИН в Х. Тогда © является 
группой характеров для С[Н. 
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Доказательство. Очевидно, что группа 9 алгебраически изоморфна 
группе характеров 0, группы С /Н [ем. (1), стр. 151]. Обозначим этот 
изоморфизм через $. Пусть Ф — окрестность нуля в @,, имеющая вид 
Ф=М(А), где А — ограниченное подмножество в С[Н.Так как отобра- 
жение ф группы С на С/Н биограничено, то существует такое ограни- 
ченное подмножество А, в С, что А=ф(А,). Обозначим М№(А,)П@9 
через Ф,. Ф, является окрестностью нуля в ©, но очевидно, что 


ФМ (А)] = Ф, 


и потому отображение ф открыто. Легко видеть, что, в силу ограничен- 
ности отображения 4, каждая окрестность нуля группы © содержит 
окрестность нуля, получающуюся таким же образом, как Ф,;; следова- 
тельно, отображение ф непрерывно. 

То, что отображение ф биограничено, следует аналогичным образом 
из того, что отображение ф непрерывно и открыто. 

4.42. Отметим, что из проведенных выше рассуждений даже в случае, 
когда группа С инволюционна, не следует инволюционность С / Н. Дело 
в том, что С/Н и группа характеров 4 инволюционной подгруппы Н 
могут обладать вполне изоморфными группами характеров, не будучи 
вполне изоморфными друг другу. 

4.5. Рассуждения, аналогичные проведенным в (?), п. 4, показывают, 
что если [С,], «65%, — некоторое множество топологических абелевых 
групп с заданной в них ограниченностью, в каждой из которых отмечена 
репрезентативная подгруппа Нь», и если Х„, — группа характеров для Са, 
а Ф, — аннулятор подгруппы Но, то 


х ах. 
Хр бе Ф,) 
является группой характеров для 


С: (бы 


Если, кроме того, все группы С„ инволюционны, а подгруппы Н „ квази- 
выпуклы, то и группа С, инволюционна. 

‘4,51. Определение 6. Пусть С — топологическая абелева группа 
и Т — ее подмножество. Пусть Ф — множество всех характеров группы С 


1 
таких, что |7 (Т)| < ы-* Тогда для любого элемента © ЕТ положим 


г =зар|х (в) |. 
уЕФ 


4.02. Если множество Т квазивыпукло, то 
1 т 5 1 р 
Тост. (2) 
: : 1 
В самом деле, пусть &/Т = и Тогда 21 ЕТ, 0< 1/55», в то время 


как 2" 6Т. Поэтому для любого характера хЕФ имерм С 
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0 <<», и в то же время существует такой характер х.ЕФ, что. 


т 1 
12 та (фе. Поэтому для любого характера у из Ф 


Л Л 
1х (2) 11 от 
8. то время как 
| 1 
[Х+ (е) Е- 8 Гол. 


‘Отсюда и следует неравенство (2). 

4.53. Пусть С = У (С.:Н.) и пусть в каждой из групи С, выбрана 
окрестность нуля /, так, что почти для всех х Н. © П.. Обозначим через 
0 = 0“" (0) совокупность всех элементов & = (8.) группы С таких, что 

ы 
при всех х „60, и = Совокупность всех И“" (0 .,) примем за 
полную систему окрестностей нуля в С. Получающаяся таким образом 
‚топологизация группы С эквивалентна, в силу неравенства (2), звездо-. 
образной топологизации группы С [см. (2), п. 3]. 

4.54. Наряду © звездообразной топологизацией группы С = У (С: Но) 
нами была введена [(?), п. 3] свободная топологизация, рассматриваемая 
как сумма всех топологизаций, индуцирующих на каждом из слагаемых С. 


его топологию, а на подгруппе ИН =ЭН„ — тихоновскую топологию. 
[72 


“Связь свободной и звездообразной топологизаций дается следующей 
теоремой: 

ТЕОРЕМА 8. Если прямые слагаемые С „и фактор-группы Со[Н „локально 
квазивыпуклы, то звездообразная топологизация группы С = У (С.:Но) 
является приведением в смысле 2.3 ее свободной топологизации. 

Доказательство. Пусть У? с 0, где 0 и ИУ — свободные окрест- 
ности нуля группы С. Тогда для любого « У? с И., где положено 
И, =УПС. и О. =(ПС.. Но почти все У», содержат Ньъ, так как УПН 
должно быть тихоновской окрестностью группы Н = $ Но. Поэтому почти 


при всех х Н. © Па, имы можем, в силу локальной квазивыпуклости С. 
и С,/Ны, построить такие квазивыпуклые окрестности нуля И’. < (а, 
что почти при всех х будем иметь Н. ©И’.. Пусть И = 0“ (И’.). 
Из 2.11 вытекает, что И’ содержится в квазивыпуклой оболочке множе- 
ства И/* = / И’,, а тем более в квазивыпуклой оболочке окрестности И. 
Поэтому звездообразная топологизация больше, чем топологизация, по- 


лучающаяся при приведении свободной. 
Е т Е 
Покажем, с другой стороны, что множество (“" (И/«) =Т квази- 


выпукло. В самом деле, пусть АЕТ, причем 
= Уй,, 1ыЕСь. 
ив | 1 
"Тогда либо существует такой индекс о, что й»,ЕИ’„,, либо а - — 
[2 


х и 1 
В первом случае существует такой характер х„, группы Со, что |уи.(И’.) 5 
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: Л 
в то время как Ул, (Йм.) | > +. Полагая для остальных индексов у„ = 0 


и полагая 


у (2) = Ух» (Е.), (8.) =, 


$ 1 а 
мы получим такой характер группы С, что | у(Т)| <, в то время как 


й 1 
1х (#) >. Во втором случае, пользуясь тем, что для любого * т. <’ 


мы можем выбрать конечное множество индексов «; (1 <:< п) так, чтобы 


п И 
1 <; 1 
ау 
ь “у 
4 
В. 
Для каждого индекса &; мы можем, по определению символа те $ 


а 


выбрать характер у»; группы С„, так, что 


| 1 
Иа (И/.,) < 7 


ры 1 
т < > Аз (й„.;) <>. 


1=1 


Полагая для остальных индексов у» = 0 и полагая 


Х (8) = № у» (ва), в = (2»„), 


мы получаем такой характер у группы С, что для любого элемента 
8 = (8) из Т 


в то время как 


1 < Р ь 
Хх (#) >. Но в каждой звездообразной окрестности 


содержится окрестность вида “" (И/„) и потому звездообразная тополо- 
гизация меньше, чем топологизация, получающаяся при приведении сво- 
бодной. В сочетании с доказанным ранее мы получаем отсюда, что эти 
две топологизации эквивалентны. 


$ 5. Некоторые иримеры 


5.1. Определение 7. Топологическая абелева группа с заданной 
ограниченностью называется локально ограниченной, если она обладает 
ограниченной окрестностью нуля, и ограниченной, если все множества 
группы С ограничены. 

Из определения группы характеров вытекает, что группа характеров 
локально ограниченной группы локально ограничена, группа характеров 


дискретной группы ограничена и группа характеров ограниченной группы 
дискретна. 
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5.2. В работе (7) Фрейденталь указывает на топологизацию группы 
характеров данной группы, являющуюся топологизацией группы харак- 
теров группы, ограниченными множествами которой счатаются лишь 
конечные множества. 

5.21. Пусть С — локально бикомпактная абелева группа, в которой 
ограниченными считаются множества с бикомпактным замыканием, и 
Н — ее всюду плотная подгруппа, являющаяся образом локально биком- 
пактной абелевой группы Ё при непрерывном гомоморфном отображе- 
нии Ф. Пусть Х — группа характеров группы С, Ф — группа характеров 
для К и ) — сопряженное с ф гомоморфное отображение группы Х в Ф, 
определяемое формулой 


фх (Л) = Хх), ТЕР. 


Назовем ограниченными в М образы ограниченных множеств группы Ё. 
Тогда группой характеров группы Н будет 4 (Х). 

2.3. Определение 8. Подмножество 7 топологической группы С 
называется вполне ограниченным, если для любой окрестности единицы И 
группы С можно найти такое конечное множество элементов х; (1 <1< п), 
что 


тео хо. 


$=1 


5.31. ТЕОРЕМА 9. Пусть С — топологическая абелева группа с 
заданной ограниченностью, причем все ограниченные множества в С 
вполне ограничены. Тогда любое множество Ч = М (И) в группе харак- 
теров Х группы С, где И — замкнутая окрестность нуля в С, биком- 
пактно [см. (3), стр. 114]. 

Доказательство. Каждому элементу х группы С поставим в 
соответствие группу Г,, изоморфную группу У. Прямая сумма ©, всех 
этих групп является множеством всех функций 5(52) на группе С, при- 
нимающих значения из группы %. Множество © функций 9% (5), удовле- 
творяющих всем соотношениям вида 


$ (2 у) =3(2) + 3 (9), 


будет замкнутой и потому бикомпактной подгруппой группы ©. © являет- 
ся множеством всех характеров дискретной группы, алгебраически 
изоморфной группе С, т. е. множеством всех алгебраических, но не обя- 
зательно непрерывных характеров группы С. Всякому характеру у (5х) 
соответствует некоторый элемент из ©. Обозначим это отображение 
через В и покажем, что В является непрерывным гомоморфным отобра- 
жением группы Х на В (Х). В самом деле, топология в 8(Х) совпадает 
с топологией, получающейся, если считать ограниченными лишь. конеч- 
ные множества. Но конечные множества ограничены в любой ограничен- 
ности, откуда и следует наше утверждение. 

Пусть теперь О — замкнутая окрестность нуля в С и У“=М(0). 
Пусть, далее, Ф — окрестность нуля в Х, имеющая вид Ф = М№(С), где 
С — ограниченное множество в С, и пусть У — такая окрестность нуля 
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в группе С, что У? с (И. Тогда для любого 8 © Уи любого элемента фЕХ 


имеем 
ее 


Кроме того, существует конечное число таких элементов 5% (1<:<»”), 
что 


СИИ. 


$=1 


Поэтому, если ФЕ и для всех ё (1 <15< п) 


1 
|Ф (5) | < 8 


то 


Л 


[Ф(в) | 


=>! 


для всех 26 С. 
Обозначим через Г множество всех элементов из 9, удовлетворяющих 


неравенствам 


|9 (59 [< = (<2<»). 


Г является окрестностью нуля в 9 и 
В" ГВ(Х Е Ф. 


Отсюда следует, что отображение В" непрерывно. 
Покажем теперь, что множество В (4) замкнуто в @. Пусть 


9 (2) Е В(Ф). 
Тогда при любом #6 С имеем 
(6) 1< 1. 
Кроме того, если 260, то 
1 
|5 (6)<' 


и потому, в силу 4.15, 9(е) является непрерывным характером на С. 
Поэтому 


3 (в) ев (4). 


Итак, В (№) замкнуто и потому бикомпактно. В силу непрерывно- 
сти В‘, бикомпактно и множество 4” = В-16 (4). 

5.32. Определение 9. Топологическая группа С с заданной отра- 
ниченностью называется группой с ограниченной сходимостью, если для 
любого множества А и любого элемента х6-А найдется такое ограни- 
ченное множество ВСА, что хЕВ. 

Легко видеть, что локально ограниченные группы, а также группы 
с первой аксиомой счетности, в которых ограниченными множествами 
‹читаются вполне ограниченные множества (см. 5.5), являются группами 
< ограниченной сходимостью. 
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5.33. ТЕОРЕМА 10. Пусть С — топологическая абелева группа с. 
заданной ограниченностью, и пусть сходимость в С ограничена, причем 
все ограниченные множества в С вполне ограничены. Тогда для любого 
биокомпактного множества © из группы характеров Х группы С най- 
дется такая окрестность нуля ЦП с С, что 9 с №(0). 

Доказательство. Пусть для любой окрестности нуля И, с С 
найдется такой элемент и. 60, и такой элемент 9. Е ©, что 


Ме 


Обозначим совокупность всех и„ через И. Так как О ЕЙ, то существует 
ограниченное множество 7 < У такое, что ОТ. Для каждой окрестно- 
сти нуля (.„ найдется элемент 
ЕР, ГП 7 
Совокупность всех элементов ©» обозначим через И’. Очевидно, что ОЕ У’. 
Введем теперь в И’ частичную упорядоченность, считая 9, >> в, если 
О. с Ов. Тогда И’ будет направленным множеством с индексами из ча- 
стично упорядоченного множества А. Совокупность всех 35, «6 А, также 
образует направленное множество, и, в силу бикомпактности ©, из него 
можно извлечь конфинальное сходящееся направленное множество Ч, 
индексы которого образуют множество Г. Совокупность Й элементов ©», 
«© Г, сходится к нулю и ограничена. Поэтому Ф = М! (7) является окре- 
стностью нуля в Х. 
Пусть 
3 = що ЕЕ. 
Так как 9 является непрерывным характером группы С, то существует 
такая окрестность нуля О С С, что 


|5 (07) < 


ое! => 


Обозначим через Р совокупность таких индексов из Г, что «ЕР влечет 
за собой 9.60. Очевидно, Р конфинально Г. Через 4 обозначим 
такую окрестность нуля группы Х, что 
а 9: 
Найдется такой индекс «ЕР, что 
9 = а: у, 
тде ФСУ. Но тогда 


и потому 
1 

| — 

19а (Иа) | < 19 (и=) Е | (и) | <), 
вопреки выбору элементов и» и 9». Получившееся противоречие дока- 
зывает теорему. 

5.4. Если в группе С задана двусторонне инвариантная метрика, те 

«овокупность всех подмножеств, имеющих в этой метрике конечный 
диаметр, задает в С ограниченность. В самом деле, так как 


‚ И п 
р (х, у) = (т ы ), 
то выполнено условие 1) определения 1. Условия 2) и 1) этого опреде- 
ления выполняются тривиальным образом. 
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Пусть теперь множества А и В ограничены, а, и а, лежат в 4. 
Ь, иф, лежат в В. Тогда 


© (а,61; а>65) < р (а161; а: 6.) + 2 (а16.; аб.) = 
= (61; 6.) © (а; а»), 


откуда вытекает ограниченность множества АВ. Кроме того, 


р (а5; 6.) < в (ал; а») р (ал; 6,) Е в (6,; 65), 
откуда вытекает ограниченность множества АПВ. 

5.5. Отметим, что совокупность всех вполие ограниченных множеств 
группы С может быть принята за совокупность всеф ограниченных 
множеств. 

В самом деле, условия 1), 2), 4) определения 1 выполняются триви- 
альным образом. Тривиально также, что объединение двух вполне огра- 
ниченных множеств вполне ограничено. Пусть теперь А и В — вполне 
ограниченные множества и ( — окрестность единицы группы С. Тогда 
найдется такая окрестность единицы И, что У* СИ. В силу полной 
ограниченности В, существует конечное ‘множество таких элементов 
б, бе что : 


всЦьу. 


&=1 

Пусть И’ — такая окрестность единицы группы С, что при 1<АЖн 
ИВ, <= у. 

Тогда существует конечное множество а,,..., а» таких элементов, что 


т 


Ас ах. 
А 


Положим сле = ахбь. Тогда 
АВС О] бы в 


В самом деле, пусть с = аб, гдеа® А, БЕ В. Тогда существуют такие А, 2. 
что 


с ба ТЫ” с а. У? < сы. 


2.21. Указанная в 2.) ограниченность наиболее естественным образом 
связана с заданной топологией группы С. Покажем теперь, что если в 
абстрактной абелевой группе С, задана ограниченность, то существует 
такая топологизация группы С, что все ограниченные множества 
вполне ограничены в этой топологии. 

Пусть Х — группа характеров группы С, рассматриваемой как ди- 
скретная группа. Введем в группу Х топологию, иснользуя заданную 
ограниченность группы С, и назовем ограниченными в Х множества, 
вполне ограниченные в этой топологии. Пусть С — группа характеров 
группы Х с описанными ограниченностью и топологией. Тогда существует 
описанное в 3.52 гомоморфное отображение х группы С в С. Так как дая 
каждого элемента 8 СС существует такой характер у, что х (2) = 0, то 
это отображение является алгебраически изоморфным. Топология, инду- 
цируемая на С при отображении х, и является искомой. В самом деле. 
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пусть А — ограниченное множество в С. Тогда, в силу теоремы 9, мно- 
жество а = М (М (А)) бикомпактно, причем (А) Са, и потому вполне 
ограничено. (Последнее утверждение вытекает из того, что если Н — под- 
группа группы Ё и Т — бикомпактное множество в №, то Т ПН вполне 
ограничено в НЯ.) 

5.22. Отметим, что йостроенная выше топологизация группы С является 
наибольшей локально квазивыпуклой топологизацией, при которой, все 
ограниченные множества вполне ограничены. 

В самом деле, пусть С, — иным образом топологизированная группа С, 
причем все ограниченные множеста группы С вполне ограничены в С, 
и группа С, локально квазивыпукла. Пусть 0 — квазивыпуклая окрест- 
ность нуля в С,. Тогда, по теореме 9, подмножество 7, == М (И) группы 
характеров Х, группы С, бикомпактно. Очевидно, что существует 
непрерывное гомоморфное отображение 8 группы Х, в Х. Множество 
Т =3(Т,) бикомпактно в Х и потому множество О = М(Т) является 
окрестностью нуля в СИ о (С) ПО — окрестностью нуля вх (С). Но из 
квазивыпуклости О вытекает, что х (0) = « (С) ГП] О, и потому И является 
окрестностью нуля в построенной в 5.51 топологизации группы С. Наше 
утверждение доказано. 

2.6. Каждое линейное нормированное пространство можно рассматри- 
вать как топологическую абелеву группу. Ограниченными подмножест- 
вами этого пространства назовем множества, содержащиеся в некоторой 
сфере. Легко видеть, что при этом наше пространство превращается в 
групиу с заданной ограниченностью. Назовем две нормы, заданные в 
некотором пространстве /[, эквивалентными, если они индуцируют 
одну и ту же топологию. Нетрудно видеть, что опи индуцируют и 
одинаковые ограниченности. Если две нормы эквивалентны, то соответ- 
ствующие им сопряженные пространства состоят из одних и тех же 
элементов, причем нормы в отих пространствах также эквивалентны. 

Каждый линейный функционал } линейного нормированного про- 
странства индуцирует характер этого пространства, рассматриваемого 
как топологическая группа. Обратно, каждому характеру соответствует 
линейный функционал, индуцирующий этот характер. Поэтому простран- 
ство Г, сопряженное с данным пространством /, состоит из тех же 
элементов, что и группа характеров для С. Легко видеть, что топология, 
задаваемая в С нормой, совпадает с топологией, задаваемой в Г, соглас- 
но 3.1. Поэтому результаты $ Зи 4 могут быть применены для построс- 
ния теории сопряженных линейных пространств. Этим объясняется 
аналогия, существующая между теорией характеров и теорией сопря- 
женных пространств. 


Постунило 
9. ХЦ. 1950 
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ВАРИАЦИИ КРИВЫХ ВДОЛЬ ФИКСИРОВАННЫХ НАПРАВЛЕНИЙ: 


(Представлено академиком В. И. Смирновым) 


В статье вводится понятие индикатрисы вариаций кривой как цент- 
рально-симметричного выпуклого тела, опорная функция которого равна 
вариации кривой в соответствующем направлении. При помощи этого 
понятия исследуется связь вариаций сходящихся кривых и предельной 
кривой. Попутно устанавливается, что многогранник, являющийся 
пределом выпуклых многогранников © центрально-симметричными 
гранями, сам имеет центрально-симметричные грани. 


$ 1. Кривая. Длина и вариация кривой 


Кривой ® =Х (1) в пространстве Е”, как обычно, называем непре- 
рывный образ отрезка а<{#<6, рассматриваемый вместе с тем порядком 
точек, который определяется в нем указанным отображением. Точнее: 
Сначала как кривые рассматриваются образы отрезка вместе с сами- 
ми отображениями. Расстояние ф (®,, ®,) между так определенными кри- 
выми ® =Х (1, а<<6, и 8, =Х (а), «и < В, определяется 
равенством 


© (31, %,) = а |Х, (9 —Х, [7 (05, 


где 7 — всевозможные сохраняющие порядок топологические отображения 
отрезка [а, 6] на отрезок [«, В]. 

Затем, кривые, расстояние между которыми равно нулю, перестают 
различаться и считаются одной и той же кривой. Данное выше опреде- 


ление расстояния очевидным образом распространяется на определенные 
таким образом кривые *. 


* Это определение несколько отличается от обычного (М. Етёер6, Зиг дие]- 
Чиез ро1{з а са] 1опсЧоппе], Веп41с. Се. Маё. Раегто, ХХИ (1906), стр. 51). 
Принятый вариант определения сообщен автору С. М. Лозинским, в связи с одним 
из докладов которого возникла настоящая работа и которому автор весьма призна- 
телен за ряд советов. Использованное определение, сохраняя основные результаты 
Фреше о пространстве кривых, избегает частных оговорок о вырождающихся 
плучаях и допускает, в отличие от определения Фреше, рассмотрение таких 
параметризаций, при которых на некоторых участках изменения параметра точка не 
движется по кривой. 

Следуя более наглядной геометрической тенденции, можно сначала ввести 
понятие кривой, а затем уже определить расстояние непосредственно между введен- 
ными кривыми. Однако самое определение будет при этом более громоздким. Наме- 
тим такое определение. 


1. Сначала как кривые рассматриваются образы отрезка вместе с самими 
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Длиной кривой называется точная верхняя граница длин вписанных 
ломаных. Кривая конечной длины называется спрямляемой. 
Вариацией ломаной в направлении вектора е называется сумма длин 


проекций ее звеньев на е, а вариацией кривой — точная верхняя граница 
вариаций вписанных ломаных *. 

Отметим простейшие взаимосвязи этих понятий. 

1. Спрямляемая кривая, очевидно, во всяком направлении имеет 
конечную вариацию, не превосходящую длины кривой. 

2. Кривая, имеющая конечные вариации в направлениях п линейно 
независимых векторов, спрямляема. Действительно, в силу линейной 
независимости избранных п векторов, всякое направление в Е” образует 
хоть с одним из них угол, отличный от прямого более чем на некото- 
рое 5>>0. Но тогда всякая ломаная длины { будет иметь зоть в одном 


1 
из избранных направлений вариацию, большую чем -- со$ (2 > — 5). Значит, 


из ограниченности таких вариаций следует ан > ес 
3. Известно, что на спрямляемой кривой ® =Х (5) в качестве пара- 
метра может быть избрана длина дуги 5. Обозначим через х (5) проекниию 


отображениями, т. с. множества в Е" вместе с определенной параметризацией 
5 (1), а<! < 6. 

Далее, между геометрически совпадающими точками Х (1) =Х (6) (а<а < -<ь) 
сохраняется различие только в том случае, если существует лежащее между 1 и 25 
значение параметра (3, ири котором Х (1) =Е Х (&) = Х (1); в противном случае все 
точки Х (1) при 1 <Е<3, считаются за одну точку кривой. В этом смысле упо- 
требляется затем понятие точки кривой. 

В множестве точек кривой естественным образом определяется понятие сле- 
дования. 

Наконец, если две кривые совпадают как множество точек пространства Е" п 
если, кроме того, их различаемые кратные точки могут быть поставлены в такое 
взаимно однозначное соответетвие, что в результате сохраняется порядок соответ- 
ствующих точек кривых, то кривые не различаются и считаются одной кривой. 

2. Расстояние р (%,, &,) между так определенными невырождающимися в точку 
кривыми &, = Х', (1) и ®, = Х, (и) определяется равенством: 


е (31, %,) = ш! [мах Х, (1) —Т [Х, (0] |], 
И: 


где 7 — всевозможные сохраняющие порядок точек взаимно однозначные отображе- 
ния множеств точек кривой &, на %.. 

Если одна из кривых, например &,, вырождаотся в точку Х, то расстояние 
о (?,, %,) определяется равенством: 


е (,, %,) = та! Х — Х, (и) 1. 
Х. (и) 


* Собственно говоря, вариация кривой это длина другой кривой, описанной при 
движении точки ио исходной кривой проекцией этой точки на избранное направ- 
ление. Можио сказать, что вариация в данном направлении — это вариация вне двух 
координат (по осям, ортогональным избранному направлению). Простая аналогия 
приводит к понятию вариации кривой ‘в данной плоскости (вне одной координаты). 
При замене простого ортогонального проектирования проектированием вдоль коор- 
динатных линий (при криволинейных координатах) можно получать другие анало- 
гичные понятия вариации кривой вне некоторой части координат. 
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точки Х (5$) на числовую ось, идущую в направлении некоторого единич- 
ного вектора е. Из самих определений длины и вариации кривой следует. 
что функция х ($) удовлетворяет условию Липшица: 


|А 2(5)[<|А$|° 


и имеет конечную вариацию, равную вариации И’. (%) кривой & в направ- 
дении е. 


Повторяя это рассмотрение для п линейно независимых векторов е, 
убеждаемся, что кривая $ почти везде имеет касательную, определенную 


единичным вектором / ($), и там, где последняя существует. заведомо 


4 
существует и производная —— 2 (5), равная 


45 
4 
Е 5$) =@1; 
45 2 (5) Г 
поскольку д (5) — абсолютно непрерывная функция, то ее вариация равна 


интегралу от модуля ее производной. 
Вариация спрямляемой кривой ®@ длины / выражается интегралом 


Лебега: 


и. (9) = (ее 48. 


0 


4. Вариация спрямляемой кривой длины ({, как функция направления. 
удовлетворяет условию Липптица: 


1 
17: —9. < Це, = её о еее: Иа 
0 
<|е, — в|-шахИ. ре, 


[3 


5. ТЕОРЕМА 1. Длина { спрямляемой кривой ® равиа взятому по 
повертности п-мерной единичной сферы С иптегралу от вариации этой 
кривой в соответствующем направлении, разделениому на удвоенную 
(п — 1)-мерную площадь 5а диаметрального сечения единичной сферы С. 


1 ` 
о (1) 
С 
Для доказательства вычислим стоящий справа интеграл: 
| 
|... ие (3) 46 = о [\ 8] (с. 


С й 0 


Ограниченность подинтегральной функции позволяет переменить поря- 
док интегрирования: 


Иа [ем Наы У... пена] 


с 


6 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Разделим поверхность С на две полусферы, на каждой из которых про- 
изведение её сохраняет знак, и произведем интегрирование:. 


И 9% (в =2\ ее све] аз = 25 


0 


а 


(5 — та часть сферы, на которой её >0.) 


Простейшим следствием формулы (1) является планиметрическая тео- 
рема Барбье о равенстве длин кривых постоянной ширины. 

6. Кривые ®; называются сходящимися к кривой ® (обозначение: 
%;—> Я), если © (%;, 9) >0. 

Если кривые ®; сходятся к кривой ®, то во всяком направлении 
вариации предельной кривой не превосходят нижнего предела вариаций 
сходящихся кривых. Действительно, для всякой ломаной [., вписанной 
в %, при достаточно больших { ломаная, вписанная в %; и соответствую- 
щая Г, по значению параметра в вершинах, будет отличаться по вариа- 
ции от [, на величину, меньшую наперед заданного =>0, откуда и 
подавно следует, что 


у. (Г) < И, (®) +.. 


Переходя справа к нижнему пределу и устремляя =; к нулю, а слева — 
беря точную верхнюю границу, получим: 


У. (8) < Им И. 
&—>% 


Аналогичное утверждение справедливо и для длин. 

7. Из пп. 6,4, 5 можно непосредственно получить теорему Адамса 
и Леви: 

Если ®;—>% и длины кривых ®; стодятся к длине ®, то во всяком 
направлении вариации кривых ®; сходятся к вариации %. 

8. Нетрудно привести пример ломаных Г, еходящихся к некоторому 
отрезку Ё, вместе с вариациями во всах направлениях, кроме направ- 
лений, лежащих в некотором сколь угодно узком секторе, причем длины 
ломаных [; не будут сходиться к длине /.. 

Однако из п.5 следует результат, в известной мере обратный 
утверждению п.7. 

ТЕОРЕМА 2. Если вариации кривых ®; для везде плотного множества 
направлений сходятся к вариации спрямляемой кривой ®, то длины кри- 
вых ®; сходятся к длине ® При этом сходимость самих кривых не 
предполагается. 

Доказательство. Из п.2 следует, что длины %, начиная с 
некоторых значений 1, ограничены в совокупности. Тогда из п. 4 следует, 
что сходимость вариаций имеет место для всех направлений е (и дажс 
равномерно для всех е). Но тогда сходятся и интегралы этих вариаций 


по поверхности единичной сферы и, в силу теоремы 1, длины кривых ®; 
сходятся к длине ®. 
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$ 2. Индикатриса вариаций 


Индикатрисой варианий Р (8) спрямляемой кривой % == Х ($) длины /, 
назовем совокупность концов векторов А, представимых в виде: 


1 
В =. ) ц ($) 1 (<) (5. 


0 


где 2(5) — единичный вектор касательной к ® в точке; отвечающей 
длине $8, а и ($) — произвольная измеримая Функция, по абсолютной ве- 
иичине не превосходящая единицы. 

ТЕОРЕМА 3. Индикатриса вариаций есть ценит рально-симметричное 
выпуклое тело с центром в начале координат, опорная функция которого 
(расстояние от начала координат д0 опорной плоскости в нормалью е) 
совпадает с вариацией кривой |И- (3). 

Действительно, во-первых, совокупность концов указанных векто- 
ров А образует выпуклое множество, поскольку из принадлежности к 
этой совокупности коннов А, и В, следует принадлежность к ней всякого 
вектора ХА, -- (1--^) А, 0<л<\). Во-вторых. соблюдается неравенство 


[ 
Ве \ [22| 45 ==; (9). 


0 
Наконец, равенство А е = У, (&) достигается для В, отвечающего функции 
ш (5) = з10те2 ($). 


Замечание 1. сли кривая ® состоит из участков ®, и %,, то 
индикатриса Р (%) получается как тело, зачерчиваемое параллельно пере- 
носимым телом Р (%,), когда его иентр перемещается в Р (%,). В теории 
смешанных объемов это построение называется сложением выпуклых тел: 


Р (3) = Р(3) +Р(5.). 


Замечание 2. Можно рассматривать Р(%) с точностью до парал- 
лельного переноса и в этом смысле называть индикатрисой вариаций % 
тело Р (9), центр которого не находится в начале координат. 

Замечание 3. Для ломаной, состоящей из векторов 7; (&=1,...,т). 
индикатриса вариаций заполняется концами векторов ЙА, представимых 


в виде 


в = У, 0, < 1. (1) 


$=1 


Отсюда непосредственно следует 
ЛЕММА 1. Для того чтобы вектор В был представим через заданные 
векторы т: (=1,...,т) в виде (1), необходимо ш достаточно, чтобы 
проекция В на любое направление не превосходила вариации в 
том же направлении ломаной Г, составленной из векторов т. 
[$3 


Известия АИ СССР, серия математическая, № 5 


468 В. А. ЗАЛГАЛЛЕР 


Необходимость очевидна. Достаточность следует ‘из того, что если бы 
вектор А не был представим в указанной форме, то его конец не при- 
надлежал бы индикатрисе вариаций Р(Ё) и отделялея от выпуклого 


тела Р (Г) некоторой опорной плоскостью с нормалью е. Но тогда про- 
екция А нае была бы больше расстояния от центра до этой опорной 
плоскости: 


У. (Е) <|Ве|, 


вопреки предположению. Лемма 1 понадобится нам в $ 3. 

Индукцией по числу звеньев можно проверить, что для ломаной 
индикатриса вариаций представляет собой выпуклый многогранник Р (Г), 
все грани которого (всех измерений) центрально-симметричны. Ребра Р (РЁ) 
параллельны звеньям ломаной [. и равны по длине удвоенной сумме 
длин параллельных этому направлению звеньев /.. С точки зрения тео- 
рии смешанных объемов, тело Р (С) с точностью до параллельного переноса 
есть удвоенная сумма ребер ломаной Ё. 

На плоскости, конечно, всякая центрально-симметричная выпуклая 
фигура есзь индикатриса вариаций некоторой кривой, например, подобно 
уменьшенного вчетверо контура этой фигуры. 

Для всякой спрямляемой кривой существует последовательность впи- 
санных ломаных /[„, вариации которых равномерно по всем направлениям 
сходятся к вариации самоЁ кривой. Поскольку из сходимости опорных 
функций следует сходимость * самих выпуклых тел, то всякое тело Р, 
являющееся индикатрисой вариаций некогорой кривой %, необходимо 
должно быть пределом выпуклых многогранников Р(Ё.„) с центрально- 
симметричными гранями. 

Для трехмерных многогранников мы можем {формулировать необходи- 
мое и достаточное условие: 

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы выпуклый многогранник был индика- 
трисой вариаций некоторой кривой, необходимо и достаточно, чтобы его 
грани имели цептры симметрии. 

Достаточность. Нели каждая грань многогранника Р имеет 
центр симметрии, то, начав с произвольного ребра г, и переходя каждый 
раз к следующему, симметричному с предыдущим в одной из прилегаю- 
щих граней, мы получим на многограннике Р пояс из параллельных 
друг другу ребер г... Удаляя из многогранника весь этот пояс и сдвигая 
две оставшиеся части многогранника, мы получим вновь многогранник 
с центрально-симметричными гранями. Продолжая эту операцию, мы 
исчерпаем наш многогранник и получим ряд векторов г, г.,...,Ги. Следуя 
по индукции в обратном порядке, легко заключить, что исходный много- 
гранник заполняется концами векторов А, представимых в виде: 


г г. 
п-Ущь, 151. 


* Имеется в виду сходимость тел в смысле топологического предела. {Множест- 
ва М» сходятся к М, если в любую окрестность каждой точки ХеЕМ попадают 


точки всех М,„, начиная с некоторого п, и если никакая точка Х ЕМ этим свойством 
не обладает.) 
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Таким образом, Р есть индикатриса вариаций ломаной, составленной 
ны ее 
2 
стереометрическая теорема А. Д. Александрова о том, что всякий много- 
гранник с центрально-симметричными гранями имеет центр симметрии.) 
Для установления необходимости условия достаточно показать, что 
замкнутый многогранник, являющийся пределом выпуклых многогран- 
ников с центрально-симметричными гранями, сам имеет центрально-сим- 
метричные грани. Это утверждение есть частный случай следующей 
теоремы. 


у Г. >» 
из звеньев > : и. (Попутно лишний раз доказана элементарно 


ТЕОРЕМА 5. Если замкнутое выпуклое тело Е является пределом 
выпуклых многогранников с центрально-симметричными гранями, то 


общая часть О произвольной опорной плоскости М с границей тела Е 
имеет центр симметрии *. 


Доказательство. Пусть Р (г.,...,г») — многогранник, являю- 
щийся индикатрисой вариаций ломаной, состоящей из звеньев 71, ..., Ги. 
Из определения Р (т,,...,7»„) легко заключить, что его грань с нор- 


малью п заполняется векторами вида: 


р Е: п че] #. 
о 09; г; У мет (пт;)-гь 10;|<1, 


=1 р 
где 7:,...,Гр — векторы, ортогональные п. 
Выделим из векторов г,,...,Г» те векторы 7:,...,7и, которые обра- 


зуют с опорной плоскостью М угол, не превосходящий фиксирован- 
ного = >0, и рассмотрим многогранник Р., заполняемый концами векто- 
ров вида: 


К п 
Уен- У мп (итд. ть |0 <! 
= +1 
Нетрудно проследить, что всякая грань многогранника Р (озу 
нормаль которой образует с п угол < е, является одновременно и гранью 
Р.. Наглядно, Р. есть индикатриса Р (г., ... ‚тл), сдвинутая в направ- 
лении п до «пилотного прилегания» изнутри к поверхности Р (т, ,..., 7»). 
Пусть теперь Р” = Р” сы: и) — многогранники, сходящиеся к Р, 
и пусть О — общая часть Ри его опорной плоскости М с нормалью п. 
Очевидно, О выпукло и если О есть точка или отрезок, то теорема три- 


виальна. Пусть О — плоская область. 
Зададимся последовательностью =„-—>0 и рассмотрим все многогран- 


ники Р.’„. При каждом фиксированном =» из них можно выбрать под- 
последовательность, сходящуюся к некоторому телу Ф (=т), а из тел 
Ф (-и) выбрать подпоследовательность, сходящуюся к некоторому телу Ф. 


* Для бесконечных тел К это не так. Трехгранный угол, например, есть предел 
иодобно увеличивающихся параллелепипедов, но его грани пе имеют центров 
симметрии. 
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й 


Конечно, уже некоторые из тел Р.„, Ф (=ш) могут вырождаться в 
точку, отрезок или плоскую область, а для Ф это даже обязательно. 
Существенно, что все это — центрально-симметричные, выпуклые фигуры. 
Мы докажем, что Ф совпадает с 0. 

Все многогранники Р.. содержат те точки многогранников Р", через 
которые проходят опорные плоскости с нормалью п Эги точки могут ехо- 
диться лишь н точкам О, а потому Ф имеет с О хоть одну общую точ- 
ку. Из замкнутости Ё следует, что для больших п ограничены все сум- 


"и 


а ь п 
мы У т; | а потому при малых =и„ малы толщины тел Р 
1—1 


в. направ- 


Буй 


лении п.В пределе заключаем, что Ф — плоская фигура. 
Итак, Фс. М. Кроме того, очевидно, Ф с Ё, откуда следует: 


Фе 0. 


Пусть Х — внутренняя точка области О, а Х,- сходящиеся к ней 
точки на поверхностях многогранников Р”. Очевидно, при больших п 
точки Х„ могут принадлежать лишь тем граням Р”, которые образуют 
с плоскостью О угол, менышийи сет. Но тогда точки Х„ принадлежат и 

у > 
Р.и, ас ними и Ф (=и). Предел же точек Х„ должен принадлежать Ф. 


Итак, Ф содержит все внутренние точки О; добавляя к этому замкну- 
тость Ф как предела, заключаем: 


что вместе с предыдущим включением доказывает совпадение = О, ас 
ним и теорему. 


$ 3. Общая связь вариаций сходящихея кривых и предельной 
кривой 


Мы хотим показать, что на плоскости связь вариаций сходящихся 


кривых и предельной кривой в пекотором емыеле исчерпывается нера- 
венством: 


уе 


у 


ТЕОРЕМА 6. сли на плоскости заданы спрямляемые кривые %а %,, 
причем во всяком паправлении е кривая ®, имеет вариацию, не меньшую 
чем кривая $, то существует последовательность кривых ®„, сходящих- 


ся к \, в то время как их вариации во всех направлениях сходятся. к 
вариациям ®*. В трехмерном пространстве это не так. 


* Соблюдение во всяком направлении е неравенства И; (8) < И} (8, экви- 
валентно тому, что индикатриса вариаций первой кривой содержится в инди- 
катрисе вариаций второй кривой: Р(%,) с Р(®,). 
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Мы докажем несколько большее. кривые ®„ могут быть получены из 
кривой ®, простой перестановкой ее участков. При этом их’вариации 
будут все время просто совпадать с вариациями %:. 

Помимо доказанной в $ 2 леммы 1, нам понадобится еще следую- 
щая 

ЛЕММА 2. Пусть на плоскости * даны две ломаные: Ё., состоящая 
из векторов т, г... тии Ёз, состоящая из векторов В,, В,,..., В», 
причем 


РЁ) < Р(} 


тогда ломаная [., может быть перегруппирована в две ломаные [., 


и [›”, состоящие соответственно из векторов 0:8; и (1—0;)В,, где 
0<0,<1, таким образом, что будут одновременно соблюдены условия: 


Н 


ри СОР ("1 


' Доказательство. Рассмотрим содержащиеся друг в друге цент- 
рально-симметричные выпуклые многоугольники Р (2) < Р(Г.) (рис. 1). 


Звену т, соответствуют равные 2л, участки АВ и СР на противопо- 
ложных сторонах многоугольника Р(Г:). Построим параллельные г, 
прямые так, что их отрезки ЕЁ и СН, проходящие внутри или на 
сторонах многоугольника Р(Г,), будут равны 2%.. 

Частям ЕР иСН контура многоугольника Р ([.,} соответствует часть С, 
ломаной [.›, которая, очевидно, имеет во всяком направлении вариацию, не 
меньшую чем звено /,. Остальная часть контура многоугольника Р (Г, со- 


ответствует части [.>” ломаной [,,, которая имеет в каждом направлении 
вариацию, не меньшую чем оставшаяся часть 


м а 
Чтобы убедиться в последнем утверждении, до- 
статочно вырезать из обоих многоугольников 
Р (2.) и Р([.) полосу, заключенную между 
ЕАСС и ЕВЬН, и сдвинуть оставшиеся части, 
что непосредственно приводит к заключению: 


СРД 


ломаной [.1, состоящая из векторов г.,.. 


Обратимся теперь к доказательству теоремыб. РИС 
1. Переход к ломаным. Если кривая ® 
является прямолинейным отрезком, то последующие рассуждения лишь 


упростятся (достаточно будет преобразованийкривой ®, такого типа, как 
проводимые ниже в п. 3). 


и 


* В пространстве большего числа измерений, как это следует из приводимого 
ниже примера, утверждение, подобное лемме 2, будет, вообще говоря, неверным. 
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Пусть ® отлична от прямой. Впишем в ® отличную от прямой лома- 
ную, которую затем подобно уменьшим с центром подобия в начале 
кривой ® и с коэффициентом подобия, близким к единице. Мы получим 
гаким образом ломаную Г, близкую * к кривой ®, причем будет соблю- 
дено неравенство 


пт [У (9) == у, (Г.)] > 0. 


2. 


В силу п. 4 8 1, можно выбрать конечное множество направлений 2; 
и такое 5>>0, что всякая ломаная, имеющая ту же длину (1, что и 
кривая ®,, и имеющая в избранных направлениях е, вариации, отлича- 
ющиеся от вариаций ®,, не более чем на 65, имеет во всех направлениях 
вариации, отличные от вариаций кривой %, не более чем на 


шит [У (8) —И3(Г)]- 


Чтобы доказать теорему 6 в усиленной формулировке, перейдем от 
кривой ® к ломаной посредством «геометризации» лебеговых сумм для 
интегралов 

1 


У_ (%,) = | 1 е; 2] 45. (1} 


е] 
0 


Разобъем область изменения единичных векторов (5) на т столь 


мелких частей и выберем в каждой из них по вектору 4: таким обра- 
зом, чтобы, во-первых, в пределах каждой части соблюдалось неравен- 
ство 


|2 ($) — в! < (2) 


и, во-вторых, чтобы лебеговы суммы 


У 
У е; 1; | шез М; 


#=1 


(где М; — множество значений параметра $ кривой 8, при которых 
существует касательная с направлением 1 (5$), принадлежащим к гой 
группе направлений), приближали с точностью $ интегралы (1) для 
всех направлений е,. 


Теперь построим ломаную [.1, состоящую из звеньев 1; шез М;. Для 
нее будут соблюдены неравенства 


У; (В) < У; (Ё). (3) 


* 
Близкую в том смысле, что точки, отвечающие одному значению параметра 
) 


за которыи можно принять относительную длину дуги, удалены друг от друга 
менее, чем на заданное => 0. 
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2. Узловое совмещение ломаных. Разобъем ломаную [. точ- 
ками Х» на / частей [/^ равной длины, меньшей е. Пользуясь лем- 
мой 2, можно разбить Ё, на участки и перегруппировать их в М групп, 
образующих ломаные /[,^ таким образом, что каждая из них порознь 
будет по вариации в любом направлении не меньше соответствующего 
участка ломаной Ё. | 

Применяя затем к каждому участку [^ и соответствующему участку 
[1* лемму 1, мы можем разбить ломаную [.^, состоящую из звеньев А}, 
на участки 


0. 

таким образом, что, последовательно проходя участки 5 : 
1—0; — 

а участки —— А; — в обратном направлениях, мы получим ломаную, 


В. в прямом, 


имеющую с [^ общие начало и конец. 

Таким образом, простой перестановкой кусков ломаной [, мы пре- 
вратим ее в ломаную Д., совпадающую с Д во всех точках деления Х». 

3. Общее сближение ломаных. На каждом участке ХХ 1 
ломаная [, заведомо не выходит из прямоугольника размером 2= на 3е. 
Если на некотором участке ломаная /,. вы- 
ходит из пределов такого прямоугольника Я 
(рис. 2), то это можно устранить, несколько 
видоизменив ломаную /Д.. Пусть, например, 
[. пересекает граничную прямую прямоуголь- 
ника в точках Аи С и максимально удаляется 
за нее в точке В. Переставляя участки лома- 
ной Г[,: в пПоследовательности Х,А, ВС, АВ, 
СХ». , заставим участок АС проходить по 
другую сторону граничной прямой. Конечным 
числом подобных операций добиваемся того, 
что каждый участок Х»„Х»4и измененной лома- Рис. 2 
ной Г... проходит в соответствующем прямоуголь- 
нике, и поэтому всякая точка участка Х»Х»:, ломаной Г.’ удалена от 
любой точки участка Х„Х»+! ломаной Г менее чем на 4е. 

4. Преобразование кривой %, соответственно ломаной 


у 


.. Каждому звену {; шез М; ломаной Г, соответствовало на %, мно- 


жество точек, в которых касательная 2 (5) близка (2) кЕ;. Каждому из 


звеньев г; (] =1,...,п) ломаной Г.’, полученной перестановкой участ- 
ков [1, можно поставить в соответствие множество т; меры шез т; = 


—=| г;| значений параметра $, при которых опять-таки касательные 


| ($) будут близки по направлению к г;. При этом т; будут непересе- 
кающимися частями множеств М;. 
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Обычная теория линейной меры Лебега позволяет показать, что най- 
дутся непересекающиеся конечные системы т; неналегающих интервалов, 
каждая из которых покрывает почти целиком соответствующее множе- 


ство ту, оставляя непокрытым лишь его часть меры не более и покрывая 


5 

2п’ 
> = 

часть точек, не принадлежащих тр, также меры, не большей 2’ причем 


меры каждой системы т; будет совпадать © мерой 11). 

Наконец, разобъем кривую %, на участки, соответствующие кажро- 
му из избранных интервалов и переставим их, проходя поочередно участ- 
ки, соответствующие системам т:,..., т». При этом каждый участок 
проходится в том же, что и в ®,, направлении или в противоположном. 
смотря по тому, совпадает или нет направление соответствующего звена 
г; ломаной Г.’ с направлением, которое оно имело в составе ломаной /... 
Получим некоторую кривую ®.. 

5. Выбор параметра. Выражая вектор, идущий в точку спрям- 
ляемой кривой, как интеграл Лебега от касательного вектора по дли- 
не дуги, нетрудно убедиться, что каждая точка полученной кривой ®. 
удалена менее чем на 2= от соответствующей (по параметру $) точки 
ломаной /.,.': 


Е 


5 у в ь & 2п 
2(Ха. (5), Хи. (5) = || в. 6) —, (5) <} 4 +т\ 248= 2. 
0 ы 0 


0 


Если теперь на %. = Хо (5{2)) выбрать параметр 9х1 так, что- 
= 


. К 
бы значениям х = м (Е =0,1,..., №) соответствовали точки кривой ® 


отвечающие по параметру $ точкам Х» ломаной Ё.’, между этими точка- 
ми заставить параметр изменяться, например, пропорционально длине, 
а на кривой ® в качестве параметра взять отнесенную длину дуги, то мы 
получаем требуемую близость соответствующих точек кривых ®. и ®*:; 


Р(Хз› Хе) < (Хе, Хе) + 


о (Хь, Х,) +в ( ХЕ, Хо) < 2= -|- 46 1 с. 


При в; >0 кривые %; = %., > ®. В то же время все кривые %; полу- 
чены из ®, простой перестановкой участков и потому имеют в каждом 
направлении те же вариации, что и %.. 

Теорема доказана для плоскости. В пространстве большего числа 
измерений соответствующее утверждение, вообще говоря, неверно, как 
это показывает следующий пример. 


* Добиться, чтобы на всем протяжении кривых параметрами сходимости были 
отнесенные длины, вообще говоря, нельзя. Это можно проследить на ломаных / и 
/., составленных из векторов (0,1), (1,4), и (02), СПО 
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Пример. Пусть в. трехмерном пространстве даны: составленная из 
четырех звеньев 


в (2. © 
ВИО 
Вз (0,У2,1); 
О В 


ломаная /,., имеющая индикатрисой вариаций ромбический додекаэдр 
Р (Г), и ломаная Г, состоящая из звеньев: 


т, (0, 0,1); 

2 ОИ, 0% 

тз (У 2,0, 0); 
мыть 


имеющая индикатрисой вариаций восьмигранную призму Р (Г), вложен- 
ную в ромбический додекаэр Р(Г.,), как это изображено на рис. 3. 


7 


Рис. 3 


Включение Р (Г) с Р(Г) обеспечивает соблюдение неравенства: 
У; (Ё) <; (Ё,. 


Тем не менее, не может существовать посмедовательности кривых, 
сходящихся к ломаной [,, в то время как все их вариации сходились 
бы к вариациям ломаной Г, (или, что то же самое, индикатрисы вариаций 
которых топологически сходились бы к Р(Г,)). 
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Действительно, допустим, что такого рода последовательность кривых 
*„ существует. Разделим ломаную Сна отрезок №" = ’, и плоскую ломанук, 
[/', состоящую из звеньев л., га, "5. Соответственно разделим кривые %„ 
на участки ® и %,, сходящиеся тюрознь к Л’ и Г", и выберем (что 
возможно по комнантности ограниченной совокупности выпуклых тел) 
подпоследовательность, для которой индикатрисы вариаций Р (9) ирР (&)" 
сходятся к некоторым телам Р, и Р.. 

Тело Р, во всяком случае содержит отрезок 2л, (от--г, до т), а теле 
Р., — восъьмиугольное сечение призмы (Г). Пели распомагать центр 
чела /’, в различпых точках тела /,, те они лолжиы заполнять как 
раз общую предельную индикатрису Р (Ё,). Мо это невозможно но еле- 
лующим соображениям. Пели бы тело Р, состояло только из одного от- 
резка 27, то у многогравника Л ([,)} был бы нелый пояе из ребер 
2т,, которого нет. Если ское Р, содержит хоть одну точку Х номимо 
отрезка 2 г,, то при расположении нентра тела Ё, на контуре восьми- 
угольника, заведомо содержащегося в Р., точка ^ непременно выйдет из 
Р (1,}. когда центр Р, ложится в один из заштрихованных на рис. 3 
ирямоугольвиков на поверхности Р(Ё,), общих с поверхностью Р (Г). 
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(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе выводятся, в некотором смысле, простейшие соотношения 
между повторными коммутаторами элементов периодических групп с 


периодом р“, где р — простое, а а — натуральное число. При выводе 
этих соотношений используются связи между группами и кольцами Ли. 


Пусть © — свободная группа, порожденная свободными образую 


щими С\, С.,...: 
® = С. @.---. 


Будем обозначать элементы @® большими латинскими буквами. 
Обозначим члены убывающего центрального ряда группы @ через @;: 


б=® 6: =©,®) 2-23. 


Введем еще следующие обозначения: 
© (р") — подгруппа группы @, порожденная всеми р“-ми степенями 
элементов группы ©. 
Для © и ТЕ 6 
ой 1 
— коммутатор элементов 9 и 7. 
Далее, определяем последовательно для 91, б»,..., оп @ обозначение 


(нео (оон д) 


— повторный коммутатор элементов 651, 9»,..., 9п. 


Вводим еще обозначение: 
п раз 


(ТТ, т), Тм). 


Пусть 9 — нормальный делитель @. Будем говорить, что для элементов 
$ и Те 6 имеет место сравнение 5 ==Т (то \) или просто (%), если 
5 = ГА, где АБУ, т. е. 5 и Т принадлежат одному и тому же классу 
фактор-группы ©]. 

Для теории периодических групи и теории р-групи большое значе- 
ние имеют соотношения между элементами убывающего центрального 
рядаи элементами группы © (р“). В работах Цассенхауза (*) и Грюна (°) 
доказано существование таких соотношений вида 


ра 


(5 Т, п (т, а, 5)’ ==1 (© (р“) Фи ап), (1) 
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где 5,6 6„ — произвольный элемент бт, ГЕ ®, п (т, а, у) иг (т, а, », п) — 
целые положительные числа, зависящие от т,а,у и п, причем 
гхот-+ пт - 1. 

Наиболее существенные результаты в этом направлении получены 
Грюном. Исходя из соотношений тина (1), Грюн развивает еще целый 
ряд других соотношений между повторными коммутаторами и степеня- 
ми элементов. , 

При выводе соотношений типа (1) Грюн действует в групповых 
кольцах конечных р-групп. Каждый элемент этого кольца удовлетво- 
ряет алгебраическим соотношениям. Грюн применяет к этим кольцам 
результаты, доказанные пока еще лишь для свободных колец, не обосно- 
вывая достаточно законности этого. Кроме того, в некоторых выводах 
Грюна из основных результатов содержатся прямые ошибки [см. (3), 
реферат доклада]. Неизвестно также, будут ли соотношения, полученные 
Грюном, наилучшими. 

Все эти недостатки предыдущих исследований побудили автора 
настоящей работы развить другой метод, основанный на представлении 
элементов свободной группы в виде формальных степенных рядов от 
свободных некоммутативных переменных. Новый метод позволяет полу- 
чить в некотором смысле все соотношения типа (1) и более точные 
значения шши (т, а, у) и шах (г—п—т— 1). 


1. Введение 


Будем рассматривать формальные степенные ряды с произвольными 
рациональными коэффициентами от нескольких свободных ассоциатив- 
ных некоммутативных переменных $, у9,..., располагая всегда ряд по 
возрастающим степеням произведений Х, У$,...: 


$ = со + сах - сзу - сзху + слух - с? - сву? - стул + +... 
Формальные суммы, произведения и степени рядов этого вида будут 
опять рядами такого же типа. 
Более того, если ряд 
ре + с,у + сзу + +. 


не имеет свободного члена, то формальные функции 


т 12 {3 
в 1-Е ро (2) 
17 (а -а не 
а А и (3) 
будут опять рядами от х, у,... такого же типа. 
Пусть 1, №.,... — элементы какого-то ассоциативного кольца А 


Мы можем ввести тогда операцию о в этом кольце; для любых двух 
элементов а и БЕ К определим 


ас = а6 — ба. 


Доказано (*), что если 21, %,,...хт — свободные образующие свобод- 
ной ассоциативной алгебры К над полем рациональных чисел, то путем 
операции сложения и операции о элементы 41, %,,..., Хт порождают в К 
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подмодуль Г, являющийся свободной алгеброй Ли со свободными обра- 
зующими #1, х,,..., Хш над полем рациональных чисел. Любой элемент Г. 
представляется в виде линейной комбинации последовательных произ- 
ведений элементов 2:, х.,... операцией о . 

Мы будем обозначать последовательное произведение А элементов 
операцией о так: 


(Оо м а. аа! 


Будем говорить, что произведение [2:,2;,...2;,] имеет степень К. 

Для последовательных произведений, например, [туууххууу| будем 
вводить сокращение [53523] и т. д. ([2у35?у3] не надо путать с про- 
изведением [2 (у3) (27?) (у°)], где каждая степень рассматривается как 
самостоятельный элемент). 

Пусть хи у— две свободные ассоциативные переменные. Имеется 
известное тождество в формальных степенных рядах от некоммутатив- 
ных переменных е®еу = е*, где 


5 = Ш (е=еч) = 1 (1 | и), 
и — ехеч —1 = фу жу+ ...; 


отсюда для 2 получается выражение в виде формального степенного 
ряда от хи у; 


вЕз-УН + (ау фуд. =Р.+Р,+Р. + .-., (4) 


где Рь— однородный полином от хи у &-й степени. 

Замечателен факт, доказанный Хаусдорфом (5) и Дынкиным ($), что 
однородные члены степени 21 в ряде 2 являются элементами сво- 
бодной алгебры Ли над полем рациональных чисел, порожденной эле- 
ментами х иуи операциями о и сложением. Отметим, что 


Ру= У. 


Пользуясь результатом (4), можно показать, что любое произведе- 
НИе е?зе?з...е?к, где 2; — формальные степенные ряды без свободных ассо- 
циативных переменных 1, у,.... можно снова представить в виде е*', 
где 2’— опять формальный степенной ряд такого же типа. 

Если 21 и 2, коммутируют 212, = 252, то формула ` (4) дает для 
формальных степенных рядов 2, и 2, следующее соотношение: 


6216? — е21-2а, 


Отсюда легко получаем 


(ег) —=е—? и (е?)" = е"* для п=0. (5) 

Магнус (?) доказал, что если 2, 2»,... — свободные образующие 
свободной ассоциативной алгебры К, то группа ©, порожденная эле- 
ментами С; = е?4 (1 = 1,2,..., т), будет свободной со свободными обра- 


зующими С+. 


480 И. Н. САНОВ 


Если элемент 5 6 ©, 


имеет свой логарифм 2 в виде степенного ряда 

= РА Рьм- + --, 
где Р, — однородный полином от переменных #1, #,,....Хт степени [, 
причем Р» = 0, то тогда 56 6», но Ел. В частности, 


жй а: Р, = 
(Соб бе РО ое Фа 


Это представление свободной группы и будет использовано в настоя- 
щей работе. 
Сделаем еще одно замечание: 


[ху] = ху — ут, 
[2у?] = [ху] у] = (ху — у) у] = ху? — 2уху - ух. 
Продолжая таким образом, можно индукцией доказать, что 


п 


[2у"] = №, (—0°С» у’зу"—. 
у=0 
Отсюда получается: 


е—Ухеч = х + (ху — ух) + - (19? — узу - уж) +... + 


р я 
+ т > (--) "Случаи" +. = 


у=0 
= 2+ [29] + 1 [29°] + 31899] +. + у +... = ©) 


Введем в алгебре Ли Г, (х, у), порожденной элементами х и у, линей- 
ное преобразование у, определяемое равенством: 


иу = [иу] для иЕГ (т, у). 


Тогда, очевидно, иу” = [иу"]. В частности, получаем формулу 
а, ск 1 — 4 — 3 
е-ухеу = ху 19" +15 +. +) = 2е%. 


Если } (5) — любая аналитическая функция от х (формальный степен- 
ной ряд с рациональными коэффициентами), то мы получаем 


е-\} ($) ей = е-\ (съ - сах - сд? +...) е\ = 
= су + си (еже) -{ с; (е-Ужеч)* +... = | (е-Ужеу) = } (жеч). 


Итак, для формального степенного ряда /(х) от х с рациональны- 
ми коэффициентами имеем соотношение: 


е-\] (х) е\ = { (ем). (7) 


В частности, 
е—Уехе® — ео, (8) 


Для получения соотношений (1) будут использованы формулы (4), (5) и (8). 
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2. Получение исходных соотношений 


Для любого элемента группы © = {е*, е\} мы получим вполне опре- 
деленный формальный ряд — логарифм этого элемента. Расположим этот 
ряд по степеням буквы х (по числу входящих в произведение $). 

Если 5 =е26 6, то 


2 = Ро, х + Р!1х + Вох м. 
где Рь,х — степени Ё в т. 
Очевидно, что Ру. = су, где с — целое число. 
Нас будет интересовать совокупность таких элементов группы ©, 
логарифм которых будет иметь Ро. =0. Это будет совокупность эле- 
ментов @,, входящих в нормальный делитель @®, порожденный % = е* 


(ем. (°)]. 
Если е?, е?'6@, и е?” —= е*е?', где 

ед —= Р1,, + Р.х +. ., 

'=Р, + Р,х +. ->, 

2” = Р1„ + Ро» +. .°, 
то из формулы (4) сразу следует, что 

РЕ Ри. 
Пусть е?* 6 @,.; соответствие 
е? —> Р1,х (9) 


есть гомоморфизм @, на аддитивную группу № степенных рядов Р!,х. 
Нас будет интересовать при гомоморфизме (9) образ %. группы 
6 (р) П®, = ©, „1. 
Очевидно, что @,.— нормальный делитель ©, @©хра — нормальный 
делитель © (р"), и мы имеем полупрямые произведения: 


6 = @, . (е\}, 
6 (р) = були - (67). 
Будем всегда обозначать Ро.» - Рз,х + ---= 05,» с различными индек- 


сами и штрихами. 
Рассмотрим произвольный элемент 56 ©. Его можно записать в виде 


о,х Ву ах Ву <,хВуу 
уе еее нете х., 


где Ё — любое, а 8В,, а», В,,...,@а, — не нули. На основании (4), имеем: 
$5 = ет. (еее В) ее ке ФУ) № 
а о ыы И ы (В ЕВ»)у мы 


е- ВЫ разхе— (Вы )у м ры Вх) } еву Ой 


— ебхойзх 


ря пеоье- ВИ ае ВНВЫУ ..раре ФЕНЫ ВИНО, сви. 


Обозначим Р(е') =а, =. р Е ея мы аве “ВЕРН. Вх я 


Здесь очевидно, что числа а, а, ..., Як; Вл, (В + Вз),..., (3, + В» + 
+ --- + Ви), В= В, +В, +... -+ Вх могут быть произвольными целыми 
числами. 
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Итак, произвольный элемент @ имеет вид 


ка (6—9 ей 


й 


где Р (9) — произвольный полином от ® с целыми коэффициентами и 
положительными и отрицательными степенями 9, а В — произвольное 
целое число. 

Любой элемент ТЕ 6 (рп) состоит из произведении р@“-х степеней 


элементов ©: 
а 


а а 
Фе орибриано (10) 
Изучим р‘-ю степень элемента 5. 


а 


5" йе (ехР (—1)95 „еВи)р Е ехР (е— 92. е8У ехР(е-+92, „ви к 


| веР(е- Ч), хови — Ре ОЗ. (еВУехР (6+0 —В, 
(ем с=Р(е— +92, 28%)... (е0°- 08. ее), с (р®-ЮВУ, орви 
р. ехР (е— 9+9, реР (в). 92, х еее а + 92, х БИ 


иеР(е-)-е—° 089-05. реву 


4 вере) ие ВУ -е—28и-.....е—(Р°-—1) Ву} 0 2,х „еР°ВУ — 
У) е— 298 и 


фи 2,х 
е РИ . ерави. 


©е (е_ 
— 6 


а а 
Так как за 5? в произведении (40) может стоять множитель е? №", то, 
вообще говоря, можно считать, что любой элемент группы 6 (р°) является 
произведением элементов такого вида: 


= в—Р° Ву 1 
хР(е- У). 


Е 


гв _1 +95, 


У! (11) 


Здесь 1 и В — произвольные целые числа [Е случае В = 0 считаем, что 


—р@0у — 4 

Ее 

неопределенность ———_— = р°), а Р(9) — полином от © с целыми 
—9у 
е —1 


коэффициентами вида 
Р (©) = 4—по"- 4-ти"... +4 + 49+... а, (12) 


причем Р(9) может быть произвольным полиномом такого типа (т. е. 
[Ги т — любые числа, 4; — тоже любые целые числа). 

В произведении (11) все множители типа е?“\" можно перевести на- 
право, делая, как и выше, несколько сопряжений остальных множителей 
элементами типа е?“\у. Это может изменить лишь полиномы Р (е-\) при 
домножении их на е-Р“\". Но так как полиномы Р произвольные, то 
и после домножения на е-?Р“"У они останутся произвольными (т. е. могут 


для какого-то элемента ТЕ 6 (р") быть любыми наперед заданными поли- 
номами). 
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Итак, произвольный элемент ТЕ © (р“) всегда имеет вид 


ету _1 


яы (е-9) . 


Т = [пе Ву —1 9 „еР“ич. 


7 
здесь в произведении взято конечное число множителей, № и В — произ- 
вольные целые числа. Следовательно, произвольный элемент ГЕФ (р") 


имеет вид 


. 


— — е_2089_ = 
х [Ре -рач+ № РВ (е— о 95 х 
— Г > а 
Т=е в-Ро ь : о. (13) 
где р, В,...— произвольные целые числа, а Р. (9), Рь(9),...— произ- 


вольные полиномы типа (12) и сумма может иметь любое конечное число 
слагаемых. 
Отсюда мы видим, что модуль Фа состоит из всех степенных рядов 
вида 
с, = а 
и [Ро (Е ТР Е (14) 
в-о 1 
Любой элемент 3$. равен результату действия на х линейного пре- 
образования и (у), являющегося таким степенным рядом от линейного 
преобразования у, который принадлежит некоторому идеалу % в коль- 
це О всех полиномов Р(е—"), где Р(9) типа (12), а % порождается 
в этом кольце базисом, состоящим из всех полиномов от е-И вида 
01891 


== в 70 
ВИ 


3. Постановка задачи 


Изучим строение идеала’ %. Во-первых, базис можно упростить, 
отбросив в нем зависимые элементы. Прежде всего, для В>>0 имеем 
е-Р°(-Ву 1 (р@—1)Ву е-Р°ВУ — 1 А е-Р°ВУ 1 
—— = или ат ы — й 
АСОИ е ВУ 1 1 


т. е. элементы базиса для отрицательных В зависят от элементов с по- 
ложительными В, и первые элементы в базисе можно отбросить. 
Итак, для получения базиса достаточно взять полиномы 


т 
ее мы. 
ег В— 1 
©. В > 0. 
ее 
Далее, посмотрим, когда — делится в кольце О на 
В 
У ? елых 0 полином 
———? Для этого определим, для каких цел в> 
о Я 
01 97° 1 
—__ делится на полином —_. Корни последнего полинома все 
о — 
2141 


а о 
простые и являются корнями р =е? р“-и степени из 1, за исключе- 
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нием 1. Для вышеуказанной делимости необходимо и достаточно, чтобы 


рав 
9—1 
любой корень р, был корнем полинома —;_——. Очевидно, что 
© — 
рР"8 —1=0 для всех [. Если 08 —1-Е0, то тогда р, будет действительно. 
ОРОВЕИЫ в 
корнем полинома В—1 › ебли же для какого-то р; будет 08 —1=0, 
х — 
то вышеуказанная делимость не будет иметь места. 
Очевидно, каждый корень р, (1==1,2,..., ре —1) будет принадле- 


жать показателю ру, 4, >0, и р? будет равен единице тогда и только 
тогда, когда р | В.4: могут быть целыми числами, начиная от 1; таким 
образом, хотя бы для одного корня р, р’=1 тогда и только тогда, 
когда р|8. Таким образом, если р не делит В, то имеет место дели- 
мость 


е-2‘ 91 | еРВу 1 


Уи ато 


если же р | В, то этой делимости нет. 

Итак, мы опускаем все элементы базиса идеала 5% с В, не делящи- 
мися на р, за исключением В =1. Если же В = рсВ;, то тогда из выше- 
приведенного рассуждения следует, что 


— обв. 
ег? ФбВ:У 1 


ет В:у 1 
делится без остатка на 


4 


—0С 
еее 


Итак, в качестве элементов базиса можно взять такие полиномы 
Е 


а аа 1 м 4 У 1 а 1 
р®, = \ — ое о в ВВ 
в 9—1 о ы е-2К УЕ ет ОЗУ 4 


Базис состоит пока из бесконечного числа полиномов от е-у неогра- 
ниченной степени. Теперь мы можем произвести дальнейшие упроще- 
ния, после которых оставим в базисе конечное число полиномов от 
е-\. Именно, поделим любой полином 


рас __ 
Вс (9) = и 
92 —4 
на полином 
оны 
Во (о) И. й 
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с остатком. Без особого труда получим, что 
Ве (9) = Вэ. (®) + Ре (9), | 
(16) 


Ре Г а для с<а, 
И для с> 


где О. (9) — полином от ® с целыми коэффициентами. 

Формула (16) показывает, что любое В. (е-\) в базисе (15) может 
быть заменено остатком Р. (е-9) и Ву (е-\) =Р, (е—%). 

Итак, окончательно, в качестве базиса идеала % можно взять базис, 


состоящий из а-- 1 полиномов от е-1, именно из полиномов Ро (е-%), 


где О. (е-%) — произвольные полиномы типа (12). 
Доказательство существования соотношений типа (1) в нашей за- 
писи будет равносильно нахождению в идеале 3 полинома Р (е-1) та- 


кого, что после разложения в ряд по возрастающим степеням у: 


в (7) НЕ лу НЕ А АР а (17) 
первый отличный от нуля коэффициент }, будет делить р“®, т.е. 


др ва», 


То, что действительно задача (17) будет эквивалентна задаче нахож- 
дения соотношений (1), мы подробно докажем в последнем разделе 


работы. 
Сейчас для решения задачи (17) перейдем к эквивалентным ей более 


простым задачам. А именно, в равенстве (17) 


—р@у 


ты 
т —1 = 1-1 
а И аи 
= 2", <а-— у, 


можно сделать замену переменных: 


е-—=1— и, еу= (1 — и) = ии... 


=. 2 з 
у = — 108 (1 —и) =и-+- + 5 -.-.., 


Г 8 72 пуз 
а 
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После этой замены получим: 


а 


о о 


с=0 
с тем же самым коэффициентом ], что и в формуле (17). Так как и от 
формулы (18) обратной заменой можно перейти к формуле (17), то, 
очевидно, задачи нахождения полиномов О. (9) в формулах (17) и (18) 
эквивалентны: 
(17) = (18). 


Отметим, что в равенстве (18) коэффициенты Д, Л, ...:— 
всегда целые числа, а потому и в формуле (17) первый отличный от 
нуля коэффициент }, — всегда целое число. 

Нахождение полиномов (0. (9) затрднено тем обстоятельством, что 
О. (1—и) будет не полиномом от и, а, вообще говоря, бесконечным 
целочисленным рядом от и. Но если уже равенство (18) установлено 
для рядов О, (1— и), то в этих рядах можно заменить всюду (1— и) * 
на При и?+... + Ш, после чего коэффициент при и! не изме- 
нится, а могут измениться лишь другие коэффициенты Д.1, До, .... 

Итак, задача (18) эквивалентна задаче нахождения ], в равенстве 


“ и ра __ 
р 0. (и) ры = ди + Вы а (19) 


с=0 аи 
=, ва». 


{где Ос (и) —обыкновенные целочисленные полиномы. 

Если р. найдено в задаче (19), то, делая замену и =1 — е—\, мы пе- 
рейдем к равенству (17). 

Таким образом, задача (17) эквивалентна задаче (19). Решая задачу 
(19), мы одновременно и более глубоко изучим строение модуля За. 
Решение этой задачи будем искать на пути построения ступенчатого 
базиса идеала 


_Га2и- ваша а \ 
= о те бы МИ 


в кольце всех полиномов © (и) с целыми коэффициентами. 

Интересно отметить, что Грюн все свои результаты получает совер- 
шенно другим методом, но центральным местом его работы является 
исследование ступенчатого базиса идеала, сводящегося к идеалу 


т (1—1, р) 


в кольце целочисленных полиномов. Очевидно, что [С [%. 
Мы покажем, что ни один из полиномов 


Ре (и) = рг. =: (Ск 0, 4:92 @] 
(1— мР—1 
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не является линеиной комбинациеи остальных с множителями, являю- 
щимися целочисленными полиномами. Это означает, что каждый из 
элементов базиса Р. (и) (с =0,1,..., а) дает существенно новые резуль- 
таты, выражаемые соотношениями (1), и для получения наилучших соотно- 
шений (1) надо использовать все элементы базиса Р. (и) (с =0,1,...а). 
Естественно ожидать, что точные соотношения будут отличаться от со- 
отношений Грюна, так как идеал / является только частью идеала [а. 

Предварительно произведем разложение полиномов Р. (и), образую- 
щих базис [., на неприводимые в кольце целочисленных полиномов 
множители. Очевидно, что 


(1— м)?" —1 


В. (и) = рс: = 
Я) 1 
о Г бы И 
И (1 —и)Р° —1 
Если мы обозначим неприводимый полином 
=. Ри 
(иг —1 
то получим соотношения 

Ра Гот а. (20) 
о ор он, Ларе ре. 


(21) 


Из этого представления идеала нетрудно заметить соотношение между 
Рае: 
Фа = Гада ра} ‚ (22) 


которое понадобится нам в дальнейшем. 


4. Линейная независимость элементов базиса [о 


Пусть имеются целочисленные полиномы Ау (и), В, (и),,..., Ва (и) 
такие, что выполнено равенство 
Рь (и) В, (и) + Р, (и) В, (и) +: - - + Ра (®) В. (и) =0. (23) 
Что тогда можно сказать о полиномах В, (и), В, (и),..., Ва (и)? 


И. 


— примитивный полином (общий наибольший делитель его коэф- 
фициентов равен 1). Из равенства (23) следует, что 


Рь (и) Вь (и) ==0 (то4 р); 
так как Ру (и) — примитивный полином, то получаем, что 


В) (и) ==0 (то р). (а) 


488 И. Н. САНОВ 


Далее, (23) дает сравнение 
Того. Г.В) Таль ГРА, (и) == О бодр"). 
Так как Т.Г. 1...Г.— примитивный полином, то 


Т.Во (и) + РВ, (и) Е 0 (под р?) 


или 
т, Во (и) - Е, (и) =0 (подр), 
или 
В, (и) 6 {Т,р) =, 
т.е * 
В, (и) =0 (то /),). (6} 
Далее, 


Пр. В. ЕР, р. ПГ. ТВ, фев 


Так же, как и выше, получаем 


1 
ТТ т Во (и) + Т.В, (и) + РВ, (и) =0 (то4 р?), 
рае: 
а потому Т,В, (и) 6 Г,, так как В, (и) 6 Г, т.е. мы получаем соотно- 
шение 
РВ» (и) ==0 (то4 Г,). _ (в) 
Продолжая процесс последовательно, мы, таким образом, получим со- 
отношения 
Рр*—\В» (и) ==0 (то4 1») (=1,2,..., а). (г) 
Допустим, что какой-то элемент выбранного базиса идеала /« Рь (и) 
выражается в виде линейной комбинации через все остальные Р; (и): 


Рь (и =» Ре (и 
1-Е 
где А; (и) — целочисленные полиномы. Тогда 
р: 
Ру (и)-1— У Ри (и) В, (а) =0 
1-0 
будет равенством типа (23) и из вышеприведенного рассуждения 


следует, что если А =0, то 1==0(то@р) [сравнение (а)], что, конечно: 
невозможно. 


Итак, А `>0, а тогда из (г) следует: 


ре !.1==0 (то4 [,). 
И. 


|5 № 
не 49 = бы и 
ы (м) 4 ош ое аяыРА 


Нетрудно проверить, что все свободные члены полиномов базиса [» 


равны р", а потому все свободные члены полиномов [, делятся на Рк- 
Это дает 


ре 1 ==0 (то4 р*), 
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— 


т. е. мы получаем противоречие, которое доказывает, что наше предпо- 
ложение неправильно, и элементы базиса Р.(и) линейно независимы, 


а потому идеал [о » = {Ру (и),..., Рь (и), Ри (и)... Ра(и)} является 
при всяком Ё только действительной частью идеала /. и для получения 
соотношений (1) существенны все полиномы Р, (и) («=0, 1,..., а). 


5. Выбор некоторой ступенчатой последовательности полиномовв /с 


Пусть О, — кольцо всех целочисленных полиномов, а Л — некоторый 
идеал этого кольца такой, что р‘О, с. Тогда в У наверное можно 
выбрать базис относительно кольца целых чисел, состоящий из после- 
довательности полиномов 


Фо (и), О, (и), О (и),..., 0, (и), ... (24) 


таких, что 
ее Г. 
О = ре РО а, и -.-- аки, м. 


= 


0<р(0) <р(1)<...<р() <а для Е, оно 


Последовательность целочисленных полиномов будем называть ступен- 
чатой последовательностью, если она обладает свойствами последова- 
тельности полиномов (24`. 

Может оказаться, что какой-либо подмодуль 9% кольца О, имеет 
в качестве базиса ступенчатую последовательность полиномов типа (24). 
Тогда любой полином, входящий в %, 


0 (и) = аш! Е аи! +... т атит 


такой, что а: = 0, будет обладать тем свойством, что ра-? @) | а4. 

Доказательство этого положения предоставим читателю. 

Совершенно очевидно, чго решение задачи (17) и эквивалентной ей 
задачи (19) будет равносильно нахождению в идеале РЁ. ступенчатой 
последовательности в качестве базиса. 

Сначала мы найдем некоторую ступенчатую последовательность в [а, 
а затем докажем, что подмодуль 5%, порожденный этой ступенчатой после- 
довательностью, совпадает с /.. Для этого выберем сначала в [а неко- 
торую последовательность элементов, из которой мы потом сконструи- 
руем ступенчатую последовательность. 

Отметим, что 


= @= и аи" Ра 
` а 
Обозначим 
РТИ Чи’ ЕО, 
у) 
РЕ го 2 
Ти) = Е = Ус" = 07 (шо4р), 
Е.=1 
рУ—1 
И = (1— и)" —1= 2 (— 1) Си”. 


При Ар! 
у—1 


С Р Г (р) (р "2. АО 
ОЙ Й о авы) . 


490 | И. Н. САНОВ 


Нетрудно заметить, что в произведение (р’!— 1) (р! —2)..- 
... (р! —А- 1)- множитель р входит точно столько же раз, сколько и 
в (& —1)!, а потому в Сы р входит множителем точно в такой сте- 
у—1 
А 

сокращений. Таким образом, при О<А< р”! наверное рее а по- 
тому 


пени, в какой р входит множителем в числитель дроби после всех 


И =(— 17°! ир°— | (то р). 


В результате получаем 


а у НЕ 5 = 
т. (и) — (- И е- =! ИР р. УР 


1 


й 


ть (1) = РЕ, (@) Ни ®® 


где Г, (и) — целочисленный полином. Из последовательности полиномов: 
Ро (и),Р. (и)...Р. (и) 6 1. можно получить последовательность полино- 


мов такого типа: 
Руны, барин РОН ПЕР ар 
м. 
а = 
Последовательность полиномсв Р, 6 1. (у=0,1,...,а). Далее, строим 
последовательность поличс:1ов 
РБ." —= Р,' це" (р р® аа ше 
ПР Торе" о ео. Пи И Е, Пиз 
ВВ 
Е м2 
<=00. а ааа в 
Так же получим: 
ру” = Р-Р Ра 
= То. Родри не 1. 


()=0,1,....а—% ВБ”=рРУ для у >@—3] 
ит. д. 


Нас интересует 


р, Вы о и(а—1) (ра—2ра—1--ра—2) то Аа — на (ра—ра—1) Е ум 
и вообще 


р. ® = ра— и (ра—ра—1) [5 Та 


Итак, доказано важное соотношение: 


Хаим (°—2°—1) 50 (то4 14) (=0,1,...а). (25) 


В частности, если а = у, то мы получим соотношение 


0-0 (шод 1). (—=0,1,...). (26) 
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Последовательным применением формулы (22) получаем 
ТЕНИ Га. 
Отсюда находим еще одно основное соотношение: 
Тао Рони 20 50 (шо@То) (уе0, №. ра), (27) 


пм 


о - 
(1— и)?” — 1 


= рб + Ви + Би? .-- + и?" 


— целочисленный полином. Отсюда видно, что соотношение (27) имеет 
такой вид: 


р“—*и> а 1 р-р ОН: р 060—010 (под Го). (28) 


На основании полученных соотношений выберем в [. ступенчатую по- 
следовательность таким образом: сначала возьмем 


Оо е о 


О? (р-р) = ТаГа—1`. . . Гзи? ®'Р),..., 0, (Ур — 
". _ у—4 О 

== АНЯ чи Ту и (ф’—р Я д. у ©. (ра—ра—1) = па (0“ ра 1) К (29) 
Здесь ©, (ру [а иф(у аб Оо): 


Далее, дополним выбранные полиномы О„ таким образом: если у. — 
наибольшее у из решений неравенства у (р* — р!) < и у, = ша (у, а), 
то полагаем 


О (и) = и * (р\—р*з—1) Я 9, (р\з—р\—1) |2 =—= 0, т. 2. ое (30) 


Очевидно, что для данного |+ в последовательности 0%, О:, О.,. 


р (1) = у, и ОЕ Ла. 


Последовательность полиномов 


9, 9,, 0... (31) 


будет ступенчатой последовательностью полиномов, состоящей из 
полиномов, принадлежащих а. 

Рассмотрим модуль 5%, порожденный элементами ступенчатой после- 
довательности (порожденный как аддитивная группа): 


р (Оо, ©, 0,, 22 .}. (32) 
Ес: (33) 


Очевидно, что 


Далее, мы докажем, что 9% = [а, и ступенчатая последовательность 
(31) будет базисом, а потому на основании замечания, сделанного выше, 
мы будем иметь полное решение задачи (19). 


6. Доказательство равенства % = /. 


Для доказательства равенства 9% = /« нам потребуется ввести одно 


вспомогательное понятие. 
Мы знаем, чго фактор-модули О, | и О, | [« конечны. Назовем по- 


492 И. Н. САНОВ 


рядок 0,|1. нормой идеала Г. и обозначим М (1). Мы знаем, что 
\ С 1; отсюда следует, что 


порядок О, | % > М (14). (34) 


Если в (34) имеем равенство, то равенство будет и в включении (33). 
Порядок О, |5 подсчитывается просто. 
Нам известен в 9% базис, состоящий из ступенчатой последователь- 
ности, поэтому полная система невычетов по то49% будет состоять из 
полиномов 


_ра—1) — 
и Ре Р-Р раб пар“ —р°—") —1, 


где каждое [, независимо одно от другого пробегает полную систему 
вычетов по то4 р-2?®). Мы знаем, что 


ОЕ (Еве, 
в (р— 1) =р(р) =. --=^р{2 (р? — р) — 1 =1, 
2 (2 (р* — р)) =р(2 (р? — р) +1 =.---=р(3 (рз— р?) —1) =2, 
(а —1) (9-1 — реа) =... оба (ре — ре) 1) =а—1, 


поэтому порядок 
0, 1% = р“. р@-—0 [2 (р*—р) — (р 1) . р@—2) [3 (р*—р*) —2 (р*—р)]... 
ря О 
— рФ-0 +2 (2—2) +3 (р*—р*) +---+а (61-241) — 


5% —1 
ар@— 
= р-1-Р-Р*—- р? 1+ар° — р вы" 


Для вычисления М (1.) используем равенство (22): 
РР: Ты 0" 


Выведем рекуррентную формулу, выражающую М([«) через №(1._). 
Пусть полином Г. пробегает полную систему представителей классов 
О; [ Та = (Га + 1—1). Берем! произвольный полином О (и) ЕО, и 
делим его с остатком на Га: 


@ (и) = ТО, + В, 


где степень А < степени Г.. Для какого-то одного Га_1 
И ла РО 


Среди всех полиномов степени < степени ТГ. = ра — ра! выберем пол- 
ную систему полиномов, не сравнимых по то4 р“. Пусть А, пробе- 
гает эту полную систему полиномов. Тогда для какого-то одного по- 
линома А, будет 

В = В, + рзГ,, 


где [., — целочисленный полином. Теперь 


0 = Та аЕ В, НЕ (То ит р“ [.5). 
Так как С. 61а, то ТоаЁл + РЗ, Е 1. 
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Таким образом, любой полином ОЕО, сравним по тоа[. хотя бы 

с одним полиномом 
Го = Ра В. (35 

Так как Г. и А, пробегают конечные числа значений, то Г. при- 
нимает конечное число значений. Каждой паре (Г._и, А,) соответствует 
один вполне определенный класс вычетов по то4 1, именно, класс 
Га | Го, где Го определяется из (35). 

Посмотрим, могут ли две различные пары (Г.-:, Я,) давать один 
и тот же класс Г. + [-? Или могут ли два Го, соответствующие раз- 
ным парам (Г.4, В,), быть сравнимы по то4 1? Исследуем эту воз- 
можность. Допустим, что 


То Гал + В, ЕЕ То Г + В, (то 10), | 


Та (Ге-+ — Го-1) + (В, — В,/) =0 (шо 1.), 
Ев — Ре И: 


(36) 


отсюда следует: 

В, — В,’ ==0зщо4 {Та, р“ 
или 

В, — А, =ТоО + р, 
где О и Г, — целочисленные полиномы. Мы знаем, ‘что Та = и2°—2°—! | рМ 
— целочисленный полином. Пусть наивысшая степень р, на кото- 
рую делится О, будет р". Если Аа, то В, — В,' ==0 (то4 рб) и, на 
основании их выбора, должно быть В, =В,’. Пусть теперь Аа, 
тогда 


О = р*Ок- ре! ОА + --., 


где Ох Е 0 (шо4 р); Ок, Ока,... — целочисленные полиномы, 


а_ка—1 Ь тм 
В, — В, = (РМ -+ ит”) (р*Оь + рен О, + ---) + р2Ё == 
ей ы 
== р*® и“ Ох (по4 ду 
Это сравнение показывает, что степень (А, — А) > р“ — ра, что 
при данном выборе А, и В,’ наверное невозможно, так как их сте- 


пени < р°— р°-!. Итак, остается только одна возможность: аи 
В, =В,’. Теперь из сравнения (36) следует 


Е ЗУМ 
На основании (22) это означает, что 
Ра (Ра Ро = То + ро, 


где [' и Г,” — целочисленные полиномы, причем Г/61._. Это можно 


переписать так: 
То (Гая — Г4— Г) = ра", 


где Т. — примитивный полином. Так как произведение двух полиномов, 
из которых первый примитивный, делится на р“, то второй полином 
также делится на р“, т. е. 

Го—1 — Гл-4 — ['Е=0 (шой ра), 

Пан — Ган = р° Г", 

Е И 6 


2 известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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или ПЕ Е (по4 /«_1), а потому, на основании выбора Га— и 
‘ 
Го, мы получим 
Гал = Га. 


Итак, доказано, что разные пары (Г._, А;) дают разные классы 
Го - Га. Отсюда следует, что 


М (1) = М (1—1): число полиномов Ат, 


ст. полинома Т а_„а—1 
а число полиномов А, = (р°) а — ра(р‘—Р@—*). 


Итак, имеем формулу: 
М ([.) = М(1о—). р @°-2°—№). (37) 


Отсюда очевидно, что 


М (14) = М (1—3): р (24—41 ра—2)+а (р9—р@-—1) — 
=... = М (Г!) . 22 (рз—р)-Е3 (р’—р*)-...Ра р@—р@-1) _. 
а 


х У (ру -р—1) 


=М ({р, Т1}) р = 


а а а 
У у (*-2*—1) 2—1 у(р*—2— Ху (р-р 1 
=М‘({[р, и—\}) р О. =ру— 
РАС т. 
т. @; ^' (14) =® —1 = порядку 0,|[%. Отсюда, как указано выше, 


следует, что [« = % и ступенчатая последовательность (31) будет бази- 
сом идеала [«. Теперь задача (19) получает полное решение. 

Имеет место 

ТЕОРЕМА 1. В равенстве 


а 


У, 0, (и) в. и Би ана 


Уу=0 ие 


при фиксированном [ и произвольных О, (и) наименьшее положительное 
значение } будет ре, т. е. для п>0 


[ 2“, 1«<р-—1, 
ро р—1<1< 2 (р? — р), 
а—2, о ие [ Е ОВ 
п о (38) 
Рон (ры) (р р 
о о . 
(1, арб ра) <, 


а всякое другое значение } будет делитья на наименьшее положи- 
тельное. 
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ТЕОРЕМА 2. Имеем следующие серии сравнений: 


ра п^ 29—28 1 0 (под [о) (=0,1...., а), (39) 
А аа Е (2—2 50 (шо4 [о) 
(1— и)? —1 
6—0, 1,....а) (40) 


7. Соотношения в группах 


Мы уже получили базис модуля Фа. Посмотрим, какие теоретико- 
групповые соотношения соответствуют полученным результатам. 
Мы показали, что если полином Р(и)ЕГ., то, делая замену 
и =1—е 1, мы получим ряд Р, (е-1) =Р (1—е-1) такого типа, что для 
любого целого т 
Ре Е З.. 
Наоборот, если для какого-либо полинома Р.(9) типа (12) мы имеем 
РВ. (©) в (41) 


(а мы знаем, что любой элемент . можно представить таким образом), 
то наверное найдутся такой полином Р (и) Е [а и положительное число т, 
что 


Р.(е") =Р(1—е ет. 
Итак, а состоит из совокупности всех степенных рядов вида 


дР (1 —е 1) ети, (42) 
где Р (и) Е Га. 

Идеал % кольца полиномов Р (е—"), где Р(9) тина (12), очевидно 
порождается в этом кольце совокупностью полиномов Р(1—е\, где 
я Г. Отсюда видно, что если Р, (и) (у=0,1,..., а) — базис Га, 
то Р,(1— в) (\у=0,1,..., а) будет базисом идеала %. 

Мы знаем, что [, имеет базис трех типов: 


— (ия Ча (Шао Ч 
о и 24 24 
(43) 
ПЕ рева р Е Иа И =. (44) 
1 Е Е пи = 
Е В: Де Тоав-А, Л В Тзи? (Р*-2), ыы р 
(45) 
последний базис можно переписать в виде: 
Е 
и: ыы “ 45 
, (45' 
(1 — и)" — 1 и2 (р). .., (и) и)" — 1 ца (29—ра—1). 
(— м)’ —1 , О-В 
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Эти три базиса [« дают соответственно три базиса идеала 5%: 


> = > 2а—1у 
Е РУ 1 „бы — в- 2+2 = 292 У—1 (46) 
р’, И! , , рее а } р" р та о-Р?—1у м 2 
7 2) т —эта 
Е -оУ № 1 й ср р? ри ини > е ЕЕ. (47) 
ео. Вы с Ри 
— рая ь —р9 
п о 
в: ее 
РН И 7 = 
({ — е3)2® а оо (48) 


Перейдем теперь к элементам групп © (р°) и ©, ра» дающим ука- 
занные элементы базиса % в методе получения исходных соотношений. 
Предварительно введем еще одну группу. Именно, обозначим через 


©; х совокупность всех таких элементов е? группы ©, что в равенстве 
2 = Ро, «+ Р1, х-- Р2х +... 


Ро» = 0, Р:„=0, Р..„=0, ..., Ра, х= 0. Очевидно, что эта совокуп- 
ность —группа и, кроме того, нормальный делитель @. Из того, что $ 
имеет базис (46), выводим, что мы получим в За все элементы, если 


будем рассматривать лишь гомоморфные образы отодужаних, элементов 
при гомоморфизме (9): 


Тот? (Те)? .е-тчч .(Т. В 
Е ея (49) 
где То, Т., ..., Га — произвольные элементы ©,. Отсюда следует 
ТЕОРЕМА 3. Для любого элемента 56 ®. ра найдется а +1 элемен- 
706 @, 1%, 1, ..:., То Таких. что 


5 == Тот? (Тлеу) тб е-29ч. (Теру) р‘ е-р 1... (Ту чеР” ур е-“у 
.. (Гаез1и)ра е—224—11 (плод @%о..). (50) 
Из того, что $ имеет базис (47), следует 


ТЕОРЕМА 4. Для любого элемента 56е6. ‚а. ‚найдутся а-+ 1 таких 


элементов ®,—Т., Т,, ас» МО будет иметь место сравнение 


Я =" (Тлеу)т° е-Р‘у. (Тор ети)?! 2-0... ме ез* у) р°—^ бЕРЗИКВЕ 
-(Та® "ета р ерби (той о, „). (51) 


Для того чтобы сделать выводы из существования базиса (48), нам 


надо рассмотреть, чему в группах соответствует множитель 1 — еу? 
Нетрудно заметить, что 


(ех, е\) = ехече-хе-у — ехе-хе- У — ох (1-е И) 02, х. (52) 
Применяя соотношение (52) несколько раз, получим 


(е=, еу, п) = ех1—е—)7-- 0, И И (53) 


Пользуясь этим обстоятельством и существованием у ЗМ базиса (48), 
сразу получаем следующую теорему: 
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ТЕОРЕМА 5. Для любого элемента 5 Е©,. ра найдутся а+1 таких 


элементов ©, — То, Т1,..., Та, что будет иметь место сравнение 


1 


9 == (ое), Ро е\, п 1) И Рим, Е 


СТ 2", у (р*— р” "ет "е-Р"и... (Та, е", а(р"— р" ')) (6, „). (54) 


Очевидно, для теорем 3, 4 и 5 имеют место и обратные теоремы. 
Именно, в каждой из теорем по произвольному выбору То, Т.,..., Та 
а {- 1 элементов @, найдется элемент 56 $, „„, удовлетворяющий соот- 
ветственному сравнению. 

Так как © = {е*, ез} — свободная группа с двумя свободными обра- 
зующими с и е\, то, очевидно, мы можем сформулировать теоремы 3, 
4, би им обратные как теоремы абстрактной теории групп, если только 
вместо е* взять С 1, вместо е\ взять С, (свободные образующие ©), &.. считать 
нормальным делителем, порожденным И’ =С,, а», „= (6,),. Вопрос о 
свободе в выборе Ту, Т,,..., Га остается открытым. 

Сделаем несколько замечаний о возможности выбора 9 в фор- 
муле (54). 

Пусть То. Г.,..., Та— произвольные из @,, тогда правая часть 
(54) будет представлять собой выражение вида еР1, ®+Р2, х+ "^^ а 


С Е: 


т. е. Р:,х одинаковы у левой и правой частей сравнения (54); в этом 
суть теоремы, обратной теореме 5. 


/ : 

Теперь посмотрим, какими могут быть элементы Ро, „,Р.,.х,....Ока- 
зывается, что при выборе элемента 5 можно добиться совпадения неко- 
торых слагаемых и в этих членах за счет некоторой свободы в выборе 9. 
Действуем таким образом: пусть выбрано какое-нибудь 5 6 ©, ра, удовле- 


творяющее сравнению (54). Правую часть его обозначим через А: 
5 == А (по4 2 ,), 


а а ‚, @ 
566 (р“), т. е. 5 = 51 52...5+ для каких-то элементов 5:, 5... 54, 


= Ро, =РРз, ге 
$ =е : 


Возьмем в группе © = {е*=, е\} эндоморфизм, определяемый отображением 


ие м 


ей —> е\ 


где в — первообразный корень по шо4 р; © (р“) — вполне характеристи- 
ческая группа, поэтому после этого эндоморфизма будем иметь: 


5—5’ 66 (р“). 
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Эндоморфизм равносилен замене х на 8х, у на у, т. е. 


ЭР „НР, +9ЗР, +... 
Ее Ч х 2, х 3х Е © (р"). 
Составим теперь 
ни (9°—0Р, „НР. +Р, +... 
5: = 675 —1=е об (56) 
Далее, снова делаем эндоморфизм 
(92—9ор, +03Р” +... 
кре С (55) 
Составим 
Н (9°—0)(0'—ЮР, +Р» „+... 
52 = 5754 '=е ЕО о (57) 
Продолжая эту конструкцию, придем к 
р—1 = — 
Арн ур 
==! же = Ю ’ Г 
а Е 6 (р°). 


Число 
р—1 


^= ](—8) 0 (вор), 


У—=2 
а потому найдется положительное число Л, такое, что 


в =Л», ==1 (шо4 р“). 


Обозначим 
* * 
бра = Аа Е 6 (р=). 

Тогда 

.. .. .з + 

а. и хт ь нь" яв. х г 

При этом, если 

РРР 

А =е 1х 2х 3, х 6 62 „ (58) 


и наименьшая степень слагаемых ВА Е Р— 1), то, 
на основании формулы (4), имеем, что 


наименьшая степень слагаемых Р’;*, >. т (у = 2,3,...р—1), (59) 
т.е. во всяком случае, если 


т_> наименьшей степени слагаемых ВЕ: (60) 
. 
то наименьшая степень слагаемых РАЯ а ее 1, 


где / — наименьшая степень слагаемых Р\... 
В этом случае ви рарерыы целое, 


И (А-?)Р”. д! 
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и (58) дает 

О О АА (61) 
т. е. имеем 

А= 5" = 5 (А ®)Р" шод (62, „Пбы-6» д), (62) 


где 5*6 © (р"). 

Из теоремы, обратной теореме 5, получаются соотношения, анало- 
гичные соотношениям, полученным Грюном, но более точные. 

Пусть 91 — свободная группа, порожденная свободными образующими 
С., С.,... . Будем считать, что она задана уже в изоморфном представ- 
лении С, =”, где 21, х.,...-— свободные ассоциативные переменные. 

Формула (54) имеет место для любых ассоциативных х и у, являю- 
щихся степенными рядами от 4:, х.... без свободных членов. Возьмем 
О.Е 9, ГЕУ, тогда 

Р„-+Р Че. 
йе ЕР т т-1 р 
’. ‘ 
гра ры 
Обозначим 


х=Ри-+ Рича + -.., 
у=Р,; Ру --.--. 


Положим в (54). 
АЕ: 
Ту — , Ту == е*, = т ...у Фа=1: 
Тогда 
А = (2, с) У (р°— р” ')) ет" р" че Е" == 


ежи (РН а к 


т. е. выполнены условия (60), при которых можно применить улучше- 
ние (62). Сравнение (62) выполняется в свободной группе @® = {е*, е\}. 
Но если е*, е\ выбраны, как указано выше, в группе %, то (62) верно 
уже при замене х на Ри„-+ Ри +-.: и уна Р‚’- РУ-.... Нетрудно 
подсчитать, что [ = (р — р!) {1 и при выбранных 5 и у 


а Не 
где 


4 = ша (рт - 1, 2т + у(р’— р’!)). (63) 


Все это доказывает, что для (шт и ГЕ\4 имеет место соотношение 


а—у 


[((иь У, у(р’— р” 1) УР" "И 51 шод (9 ( р‘). а), 


т. е. справедлива 
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ТЕОРЕМА 6. В любой группе % для ИжЕ т и ИЕЗ будет 


(би И, (р р) = 4 (9 (68). 4) (у=0,1,...,а), (64) 
9 = шт (рт + 1, 2т + у(р’— р” \)) 


(их У, У (р°Ы— р" 1)" "1 (9 (ра). а.) (у=0,1,..., а), (65) 
49, = шт (рт + 1, 2т + у(р° — рб 1)). 
Формула (64) непосредственно следует из вышеприведенных рассужде- 


ний. Аналогично формула (65) следует из соотношения (25). 
Заметим, что соотношение (64) становится нетривиальным, лишь если 


В ай авы 
2т + у(р*— р!) >т- у(р’— р’ !) всегда. 


Поэтому наименьшее т такое, начиная с которого (64) будет нетри- 
виальным соотношением, получится при условии 


рт + 17>т + у(р— р!) 
ИЛИ 
рт> т (р — р \), 
й (69) 


У \— 
РА-яе = ур\-—1. 


рР-1 


т >. 


Такое же значение т, для сравнения (65) получается из неравенства 
т; > ура. (67) 
В частности, из формулы (64) получаем при т_> ур”! соотношение 
(ть И, (р РР = 
==1 (91 ( р“) ть (5—1). 
Нетрудно преобразовать это выражение и привести его к виду 
(У, (р р”) = 
==1 (9 (р°)- и (в р—141). ие. 
В частности, если положить 


И — (0, у Ур” о 1), 


где ГЕ У, то из (68) получим соотношение: 


(0, И, ур*— 1) “= (Ш (ра) Миру). (69) 


Все эти соотношения оказываются более точными, чем соответствующие 
соотношения Грюна. 
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Для сравнения достаточно посмотреть соотношение (68), верное 
при т>ур-!. 
Если искать такие и, чтобы имело место сравнение 


(би, И, пу" 4 (9 (р) чи), (70) 


то всоотношении (68) будет даваться минимальное значение и=у (р*— р*—!). 
Улучшить его нельзя. 
У Грюна в этой задаче для п найдено значение 


Е = 

а АБД 1 
и сравнение (70) начинает действовать при ббльших номерах т, чем 
в настоящей работе. 


Сравним также, в виде примера, наименьшие значения п, найден- 
ные для сравнения 


(И, У, п)=1 (% (рп). и 2) (71) 


при а=2 в работе Грюна и настоящей работе. Приведем также ниж- 
нюю границу и, которую нельзя принципиально уменьшить. 


Наименьшие значения п, найденные для сравнения (71) в работе Грюна 
и настоящей работе при а =у=2 для различных простых чисел р 


Е. [ива 


В работе Грюна ..... 


В настоящей работе 


Нижняя граница. .... 


Этот пример показывает точность полученных соотношений. 


Поступило 
А. Т. 1954 
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Н. Я. ВИЛЕНКИН 


ПРЯМЫЕ И ОБРАТНЫЕ СПЕКТРЫ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ГРУПП 
И ИХ ТЕОРИЯ ХАРАКТЕРОВ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе рассматриваются прямые спектры топологических абеле- 
вых групп с заданной ограниченностью. Строится предельная групга 
такого спектра и изучаются связи построенной группы с предельной 
группой сопряженного обратного спектра. 


В приложениях теории топологических групп к комбинаторной топо- 
логии видное место занимают понятия прямых и обратных спектров. 
При этом обычно рассматриваются обратные спектры бикомпактных групп 
и прямые спектры дискретных групп. 

За последнее время, в связи с построением гомологической теории 
незамкнутых подмножеств и теорем двойственности для незамкнутых 
подмножеств, возникла необходимость рассмотрения прямых спектров 
бикомпактных групп и обратных спектров дискретных групп. При этом 
возникли трудности, связанные с тем, что теория характеров достаточно 
полно разработана лишь для локально бикомпактных абелевых групп, 
а операция образования предельных групп прямых спектров бикомпактных 
трупп, равно как и операция образования предельных групп обратных 
спектров дискретных групп, выводит за пределы класса локально биком- 
пактных групп. Ввиду этого Г. С. Чогошвили в работах (*), (2?) ввел 
новое определение предельных групп в упомянутых случаях, причем 
предельная группа прямого спектра бикомпактных групп является при 
таком определении бикомпактной группой, а предельная группа обратного 
спектра дискретных групп — дискретной группой. Г. С. Чогошвили полу- 
чил при помощи своего определения ряд теорем двойственности для 
незамкнутых подмножеств (1), (3). Теория Чогошвили существенно упот- 
ребляется и в работе П. С. Александрова (4), в которой устанавливается 
закон двойственности, применимый к любым подмножествам эвклидова 
пространства. 

К недостаткам определения Г. С. Чогошвили следует отнести тот 
факт, что предельная группа спектра определяется ргзличным образом 
в зависимости от того, являются ли группы дискретными или биком- 
нактными. Поэтому, например, для обратного спектра, состоящего из 
конечных абелевых групп, мы имеем два определения его предельной 
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группы: одно получится, если взять обычное определение предельной 
группы, т. е. рассматривать наши группы как бикомпактные, а дру- 
гое, — если взять определение Г. С. Чогошвили, т. е. рассматривать 
эти группы как дискретные. С этим связана невозможность перенесения 
определения Г. С. Чогошвили на общий случай спектра, состоящего из 
локально бикомпактных абелевых групп. 

В связи с этим автором этой статьи было предложено другое опре- 
деление предельной группы прямого спектра топологических абелевых 
групп (5), подробному изложению которого и посвящена эта статья. 
При этом используется построенная в (6) теория характеров топологи- 
ческих абелевых групп с заданной ограниченностью. 

В первом параграфе работы излагается теория обратных спектров 
топологических групп с заданной ограниченностью. Большинство резуль- 
татов приведено без доказательства, так как они доказываются точно 
так же, как для обратных спектров топологических групп, теория ко- 
торых с достаточной полнотой изложена в (’) и (3). Мы ограничиваемся 
лишь некоторыми дополнениями, вызванными наличием ограничен- 
ности. Кроме того, в этом параграфе исследуется вопрос об условиях 
инволюционности предельной группы обратного спектра инволюцион- 
ных групп. 

Во втором параграфе определяется предельная группа прямого спектра 
топологических абелевых групи с заданной ограниченностью и показы- 
вается, что эта предельная группа обладает свойствами, аналогичными 
свойствам предельной группы прямого спектра дискретных групп, при- 
чем в случае, когда все группы спектра дискретны, мы получаем обычное 
определение предельной группы. В частности, доказывается, что пре- 
дельная группа конфинального частичного спектра изоморфна пре- 
дельной группе всего спектра, а также, что если все группы спектра 
изоморфны между собой, причем гомоморфизмы спектра являются изомор- 
физмами «на», то предельная группа изоморфна всем группам спектра. 

Далее устанавливается, что, так же как понятие предельной группы 
обратного спектра связано с аппроксимацией группы фактор-группами, 
понятие предельной группы прямого спектра связано с аппроксимацией 
группы ее замкнутыми подгруппами. 

Рассматривается также вопрос о спектральном разложении подгрупп 
и фактор-групип предельной группы. 

Третий параграф посвящен теории сопряженных спектров. Уста- 
навливается, что при некоторых условиях, выполняющихся во всяком 
случае для спектров локально бикомпактных групп, предельная группа 
‹опряженного спектра является группой характеров предельной группы 
данного спектра. 

В четвёртом параграфе устанавливаются связи с определениями 
предельных групп прямых спектров, данными Фрейденталем и Чого- 
швили. В частности, показано, что существует непрерывное алгебраи- 
чески изоморфное отображение определенной нами предельной группы 
в предельную группу Чогошвили и что спектры, обладающие изоморф- 
ными предельными группами в данном нами смысле, обладают изо- 
морфными группами в смысле Чогошвили, и обратно. 
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8$ 1. Теория обратных спектров 


1.1. Определение 1. Частично упорядоченное множество Д назы- 
вается неограниченным справа (или направленным справа), если для 
двух его элементов а и В найдется такой элемент ТЕДА, что а 1 
и < т. 

Аналогично определяется неограниченность слева. 

1.2. Определение 2. Пусть А — частично упорядоченное неогра- 
ниченное справа множество, и пусть М = [С.] — множество топологи- 
ческих абелевых групп © заданными ограниченностями, индексы кото- 
рых принадлежат А. Предположим, что. для любой пары индексов а и В, 
х<В, задано непрерывное гомоморфное отображение $,„, (соответствен- 


но 28°) группы Са в Сь (соответственно С в С.), причем Фе Фан == Фа 
если а<В<Т (соответственно 9"8 $3% = "а, если а3В<1). Тогда 
совокупность групп Ч с заданными гомоморфизмами $, (соответствен- 
но 98%) называется прямым (соответственно обратным) спектром групп. 
Прямой (соответственно обратный) спектр групп мы будем обозначать 
{С„; Ф.в} (соответственно {С,; $8%}). 

Если все гомоморфизмы спектра открыты (соответственно ограни- 
чены, ограничивающие, биограничены), то спектр называется откры- 
тым (соответственно ограниченным, ограничивающим, биограниченным). 

Относительно определения всех понятий, связанных с ограничен- 
ностью в группах, см. (6). 

1.21. Определение 3. /редельной группой обратного спектра 
(С; 98} топологических абелевых групи с заданной ограниченностью 


называется подгруппа Н группы С = 5 С. (мы придерживаемся в этой 
“СА 


статье тех же обозначений, что и в (1?)), состоящая из всех таких эле- 
ментов 2 = [3«|, «Е С., что при «< В имеем в, = ‹8% в 

1.22. Отметим, что Н является замкнутой подгруппой группы С. 
Согласно 1.23 из (8), ограниченными множествами в С называются все 
множества, проекции которых в каждую из групи С. ограничены в Со. 
Тем самым определяется ограниченность в Н. Топология в Н может 
быть определена также при помощи множеств НПУ.., где через И., 
обозначена совокупность всех элементов & = [2.] группы С, для кото- 
рых &., лежит в фиксированной окрестности нуля О, группы Сь,. 
Относительно эквивалентности этой топологии с топологией, индуци- 
руемой в Н топологизацией С как прямой топологической суммы, см. (8), 
‹тр. 34. 

1.3. Пусть М — неограниченное справа подмножество множества АД. 
Тогда {Сл; $"^}, где ), р лежат в М, называется частью спектра 
С; 98}. Пусть Н’— предельная группа для спектра {С»; $*^}, и пусть 
& = [8] ЕС. Отбирая координаты 8, элемента 8$, для которых «ВМ, 


получим однозначно определенный элемент 5’ группы 5 С.„. Очевидно, 
<6м 


что из РЕН следует ЕН’. Отображение 0:8-— 3’ назовем проекцией Н 
в Н’. Эта проекция является непрерывным ограниченным гомоморфным 
отображением группы Н в Н'’. Если А упорядочено по типу натураль- 
ного ряда чисел и все отображения $8“ — ограничивающие, то и проек- 
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ция @ является ограничивающим отображением. Если множество М 
конфинально множеству А и все отображения 98% ограничены, то 
является вполне изоморфным отображением группы Н на Н.. 

Если положить М =а, то мы получаем, ато при любом я отобра- 
жение 9%: Е->2., является гомоморфным ограниченным отображением Н 
в С... При этом, если при всех В >, гомоморфизмы ф8® являются 
вполне изоморфными отображениями Св на С.,, то и $% является вполне 
изоморфным отображением Н на С... 

1.4. Пусть {С.; $8} — обратный спектр, и пусть в каждой группе С., 
«ЕД, задано бикомпактное подмножество Н., причем при В > а имеем 


8 (Нв) ЕН». 


Тогда существует такой элемент $ = [2.| предельной группы Н этого 
спектра, что при всех а | 
Ва Ноа. 


Отсюда вытекает, что если обратный спектр {С.; $8*] таков, что при 
всех В`>а ядро ОВ“ гомоморфизма ‹3% бикомпактно, и х,— такой эле- 
мент группы С., что при всех В`>1 имеем 


2, 6 98" Сь, 


то в предельной группе Н этого спектра существует элемент а = [2«|, 
{-координата которого равна х... 

1.5. Пусть {Са; 98%} и {С.’; $8} — два обратных спектра топологи- 
ческих абелевых групп с заданной ограниченностью, обозначенных 
индексами из одного и того же множества А, предельными группами 
которых являются соответственно ЯН и Н’. Предположим, что для каж- 
дого «6 Д установлен непрерывный ограниченный гомоморфизм *„ груп- 
пы Са в С, причем при В`>а имеем 


а 


Тогда, ставя в соответствие элементу $ = [8«| из Н элемент 8" = [ха Ва] 
из 5С., мы получаем непрерывное ограниченное гомоморфное отобра- 
жение х группы Н в Н'’. Если при этом все группы С, бикомпактны 
и На = *аСь, то {На’; $8*} является обратным спектром. < является откры- 
тым гомоморфизмом группы Н на предельную группу Н” этого спектра. 

1.6. Определение 4. Обратный спектр {С.; 98“} топологических 
абелевых групп с заданной ограниченностью называется вполне откры- 
тым, если 

1) все $8“ являючся открытыми биограниченными гомоморфными 
отображениями группы Св на Са; 

2) при любом & построенное в 1.3. отображение 4^ предельной груп- 
пы Н этого спектра в С. является непрерывным биограниченным гомо- 
морфным отображением группы Н на С. 

Из условий 1) и 2) определения 4 вытекает, что отображение $* 
открыто. Если при любых аи В ядро 08% гомоморфизма $8“ биком- 
пактно и ограничено в Св, то условие 2) определения 4 вытекает из 
условия 1). Это следует из 1.4 и из того, что ограниченность ядра 
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ограничивающего гомоморфизма влечет за собой ограниченность про- 
образов ограниченных множеств. Отметим еще, что бикомпактность 
всех ОВ“ является необходимым и достаточным условием бикомпактности 
ядер 0“ гомоморфизмов ‹“. 

1.7. Дадим теперь внутреннее определение предельной группы обрал- 
ного спектра топологических групп. 

Определение 5. Путь С — топологическая абелева группа с 


заданной ограниченностью и [0“|, «ЕД, — система ее замкнутых под- 
групп. Группа С аппроксимируема фактор-группами С | Оз, если 

1) для любых я и В из А найдется такое 16 АД, что Отс 0*П 08; 

2) какова бы ни была окрестность нуля И группы С, найдется та- 
кое аЕД, что 0“ СП; 

3) любая центрированная система смежных классов по подгруп- 
пам О“ имеет непустое пересечение; 

4) каковы бы ни были ограниченные множества А, < С, множество 
П (А. - О.) ограничено в С. 
[. 4 


Для установления связи этого понятия с понятием вполне откры- 
того обратного спектра заметим, что если {С„; $8“} — вполне открытый 
обратный спектр топологических абелевых групи с заданной ограничен- 


ностью, Н — его предельная группа и 0” — ядро гомоморфного отобра- 


жения $“ группы Н на С, то система подгрупп 0" удовлетворяет усло- 
виям 1) —4) определения 5. 

С другой стороны, если группа С аппроксимируема системой своих 
фактор-групп С | 0*, то фактор-группы С / О» естественным образом за- 
дают вполне открытый обратный спектр. Именно, мы считаем В > а, 
если 08 с 0*, и берем в качестве $8® естественное гомоморфное отобра- 
жение группы С / 08 на группу С | 0%. Предельная группа получающе- 
гося спектра вполне изоморфна С. Заметим, что условие 3) определе- 
ния 5 заведомо выполняется, если хотя бы одна из подгрупп 0% 
бикомпактна, или если группа С полна в смысле Вейля [(3), п° 13]. 

Условие 4) определения 5 заведомо выполняется, если хотя бы одна 
из подгрупп О” ограничена в С. 

1.8. Вполне открытый обратный спектр называется чистым, если 
при В > подгруппа 08% бикомпактна [см. (10)]. Как уже упоминалось, 
тогда бикомпактна и подгруппа 0”. 

Пусть {С; 98%} — чистый спектр й пусть в каждой из групи С» за- 
даны замкнутые подгруппы С, и М., причем при В`> я имеем 


98® ([в) = Са 
28% (Мв) = М 


и при каждом а Г. © Ма. Тогда при В >> а гомоморфизм $8 индуцирует 
открытое биограниченное непрерывное гомоморфное отображение 8% фак- 
тор-группы Мв / в на М.|/ Г». Легко видеть, что предельной группой 
получающегося чистого обратного спектра {М. | ГЁ-; $8} будет фактор- 
группа М /ГЁ,, где 
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М = п (99-м. 


причем М является замкнутой подгруппой предельной группы Я спектра 
{С«; 98°} и Г. — замкнутой подгруппой в М. 

Обратно, если М — замкнутая подгруппа в Н и Г, — замкнутая под- 
группа в М, то, полагая М. = $“ (М) и Г. = $*(Г), получим, что М [Ё 
является предельной группой чистого обратного спектра {М./ Г; $8*}. 

Укажем еще, что прямая топологическая сумма групи С. может рас- 
сматриваться как предельная группа вполне открытого обратного спектра, 
образованного конечными прямыми суммами групи С... 

1.9. Пусть Н — предельная группа обратного спектра инволюцион- 
ных групи. Так как Н является подгруппой группы С =С,, а по- 
следняя инволюционна в силу 4.5 из (6), то, согласно 4.4 из (6), для 
доказательства инволюционности Н достаточно показать, что: 

1) любой характер у, заданный на Н, можно распространить на всю 
группу С; 

2) для любого элемента 26С, не лежащего в Я, можно найти такой 
характер Хх, что х(Н) =0 и х(8) 0 (это условие эквивалентно квази- 
выпуклости Н в С). 

Мы покажем, что второе условие выполняется всегда, а первое — 
в случае, если при любом « можно распространить на всю группу С. 
характер, заданный на $“ (Н). 

1.91. ЛЕММА 1. Пусть С =5ЗСа, где С, — топологическая абелева 
группа, и Н — замкнутая подгруппа в С. Тогда для любого харак- 
тера Хх, заданного на Н, можно найти такое конечное множество 
индексов в; (1<:< п), что характер х можно распространить на 


1<1<п 
группу Т-Н, где Т = $ С.. 
«+ 
Доказательство. Так как характер у непрерывен на Н, то 
существует такая окрестность нуля 0 группы С, что 


ь а 
1х9 П#)| < д. 


Пусть У — такая окрестность нуля в С, что У? = (их, а,,..., я, — 
такие индексы, что 
1<+<п 
таг. 
ха; 


Тогда х (ТОН) =0. Поэтому, полагая для любых двух элементов (ЕТ 
и ЛЕН 


мы получим однозначно определенное гомоморфное отображение группы 
Г-Н ву (группу вращений окружности). 


ПРЯМЫЕ И ОБРАТНЫЕ СПЕКТРЫ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ГРУПИ 509 


Покажем, что это отображение непрерывно на Т+А. Пусть. 
ЕИП(Г- НИ), где в =Е- 1, ЕТ, РЕН, и пусть 1%: (6) >. Тогда 


х = [№ @®) >, 


3 то время как 


й = — Ее УТ ПНСУПНСОПН, 


что противоречит выбору 0. Таким образом, из ВИП(Т + Н) следует 
1%. (5) |< : ‚ чем, в силуп. 4.15 из (6), и доказана непрерывность харак- 
тера х.. Но характер, непрерывный на Т-+Н, можно непрерывно 
продолжить на Т- Я, и наша лемма доказана. 

1.92. ТЕОРЕМА 1. Пусть {Сь; $8} — обратный спектр топологи- 
ческих абелевых групп с заданной ограниченностью и Н — его предель- 
ная группа (рассматриваемая как подгруппа группы С = 5С.). Пусть 
И — некоторая окрестность нуля группы Н. Тогда существует такой 
1 
Г, 
соответствует такой характер у, группы $8 (Н), что у, (85) = Х (8) 
для любого элемента в == [| группы Н. 

Доказательство. Пусть а;, 9,..., а, — индексы, соответствую- 
щие, согласно лемме 1, характеру Хх. и пусть У — такая окрестность 
нуля группы С, что ИУПН. Как уже упоминалось, мы можем счи- 
тать, что существует такой индекс о„:1 и такая окрестность нуля И 


индекс В, что любому характеру у группы Н, для которого | у (()| < 


“т--1 
те „> Что У состоит из всех элементов я = [| группы С, для кото- 
п 
Е ^ (> р м 7 
рых ии ,. Этот индек‹ *„.!, Равно как и индексы ©, 9), ...,а,, 


зависят лишь от И, но не от у. Пусть В=9,..-— индекс, больший 
всех индексов а, (13 А<и-\). 
Так как характер у можно распространить на Т-Н, где 
1<<п 
РЕЕВОМ С, Так что 
®-|- 4 
Иа (Е Л) =Х (4) 


при #61 и РАЕН, то существует характер % группы С = Н-О, где 
1<4<п-Е2 
О = '< С., такой, что 
®-] 4 
а =х(1) 
при 960 и ЛЕН. р 


Рассмотрим два элемента 4 == [%.. шт = 


а 2% (#2) и у = (9); 


р ЧА 


| 


[У из Ё. Так как 


то из в — У следует что 


= У, ИЗАЗлЬ-УЬ, 
94 }› 91; 


а потому х — УЕО и %(5) =%(У. 
Таким образом, полагая при Хх ЕЁ 


= [.|, Хв (в) = * (2), 


З извостии АИ СССР, серия математическая, №6 
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мы получаем однозначно определенный гомоморфизм группы $8 (Н) в УХ. 
Покажем, что этот гомоморфизм непрерывен. В самом деле, ОСИ и 


потому 
ПП =бПН+оО 
И 
| @ 9) [= 1х0) | <. 
Положим 
Тв РЕ ($ ОО 


Пусть д = [5.|] — такой элемент из Н, что лв Ув. Тогда хвИПН и 


| 


| (5) |= д хе. 


Таким образом, 
- 1 
58 (ИП? (#) |<, 


откуда, в силу 4.15 из (6), вытекает непрерывность гомоморфизма Ха: 
Так как для любого элемента в = |5,| из Н имеем у, (8%) = (е), то 


теорема доказана. 

Следствие. Ш[усть (Со; $8] и Н имеют тот же смысл, что и 
выше, и пусть при любом а характер, заданный на х*“(Н), можно 
распространить на всю группу Со. Тогда любой характер у, заданный 
на группе Н, можно распространить на всю группу С. 

Доказательство. Найдем, согласно теореме 1 и условию след- 
ствия, такой индекс В и такой характер у, группы @ что для всех 
элементов & = |в,| ЕН имеем 


Хв (8в) =). 


Положим для любого элемента 8 = [8,|6С 


ф (2) = Ж (23). 


ф и будет искомым характером. 

В частности, любой характер, заданный на предельной груние И 
обратного спектра локально бикомпактных групп, можно распростра- 
нить на (5. 

1.93. ТЕОРЕМА 2. Пусть Н и {Сь; 98} имеют тот эже смысл, что 
и выше, причем все группы С, ипволюционны. Тогда для любого элемента 
2 = [2«] из С, ие принадлежащего Н, найдется такой характер у 
группы С, что Х(Н) =0 и х(2) = 0. 

Доказательство. Так как х6Н, то найдутся такие индексы 


и В, Ва, чхо 
[и = Хо — Фь Е 0. 


Так как группа С, инволюционна, то найдется такой характер у 

у =& 

группы С_, что х (#)-=20. Полагая для любого элемента о = из С 
[3 © [22 [2 8. З 
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Ж (8) =, (85—98) 


получаем такой харантер х группы С. что х(Н) =0 и х(5) = 0. 

1.94. ТЕОРЕМА 3. Пусть Н и {Сь; ©} имеют тот же смысл, что 
и в следствии, причем все группы С. инволюционны. Тогда ип группа Н 
инволюционна. 

Эта теорема вытекает из теоремы 2 и следствия к теореме 1, в силу 
замечания, сделанного в 1.9. 

Отметим, в частности, что теорема имеет место, если группы С» 
инволюционны и все гомоморфизмы 5% являются гомоморфизмами «на», 
а также в случае, когда все группы С, нокально бикомпактны, а огра- 
ниченными в С. называются лодмножества с бикомпактными замыка- 
НИЯМИ . 


$ 2. Теория прямых спектров 


2.1. Рассмотрим прямой спектр {б,; 9,3} топологических абелевых 
групи с заданной ограниченностью. Назовем систему окрестностей 


цуля [0(.] групи С. согласованной, если при а < В имеем 


Введем теперь тоиологию в группу = УС, следующим образом. 
Возьмем согласованную систему квазивыпуклых окрестностей нуля [И] 
групи С, и обозначим через 0“[И.,] совокупность таких элементов 
Е: 18а группы С, что ве в,ЕО„, причем 28. 1/0, <1. Множество 
всех И“ [И.], получаемых таким образом, примем за полную систему 
окрестностей нуля груипы С. 

Покажем, что при этом выполняются аксиомы СГ И --1У из ($). 

Аксиома СТ ТУ выполняется тривиальным образом, так как группа С 
абелева. Пусть 0 = 0 [0.] — некоторая окрестность нуля в С. Утвер- 


в ИЕ п м 
ждение 2.16 из (6) показывает, что система | --И„| окрестностей нуля 
группы С, согласована, а утверждение 2.15 — что все 5- Ча квазивы- 


пуклы. Поэтому существует окрестность нуля У = М" [50. груплы С. 
Но тогда утверждения 2.12 и 2.13 из (6) показывают, что ИИ и 
потому удовлетворяется аксиома СТ Ш. 
Пусть теперь И = 0" [0] и У=0"[У.] — две ‘окрестности нуля 
группы С. Положим 
И’. == а П Й.. 


Из того, что прообраз пересечения равен пересечению прообразов и 


из утверждения 2.14 (5) вытекает, что совокупность всех И’. образует 
согласованную систему квазивыпуклых окрестностей нуля группы Со, 


1 
равно кан и совокупность всех 5- И/„. Пусть 


ОО [; и. |. 


З* 
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Нетрудно видеть, что тогда ОС О ПИ. Для доказательства достаточно 


заметить, что всегда 
2 ИЕ шах О Аа 


Таким образом, выполняется и ксиома СТ П. 

Аксиома СТ Т, вообще говоря, не ‘выполняется для построенной 
нами топологизации группы С, а потому она при этой топологизации 
превращается в общую топологическую группу (''), причем аксиомы 
отделимости могут и не выполняться. 

Будем обозначать топологизированную таким образом группу С 
через С*. 

Ограниченными множествами в группе С* назовем множества, проек- 
ции которых в каждое С„ ограничены в С, причем почти для всех а 
эти проекции равны нулю. Нетрудно проверить, что совокупность 
таких множеств удовлетворяет аксиомам 1) — 4) из 1.1 в (®). 

2.11. Рассмотрим в группе С” подгруппу Н”, алгебраически порож- 
денную элементами вида 2, — 5 х,. 

Фактор-группу ЕЁ = С* | Н* назовем предельной группой прямого 
спектра {С,; $5}. Так как Е является фактор-группой общей тополо- 
гической группы по замкнутой подгруппе, то в Ё выполнена 7Г,-аксиома 
отделимости. Легко показать, что если все группы С. дискретны, то 
и группа Е дискретна, причем она изоморфна обычной предельной 
группе спектра {С.; 9.5}. В самом деле, в этом случае нуль группы С 
открыт в С и потому С, а тем самым и Е, дискретны. Группа же Н* 
`в этом случае состоит из таких элементов х = [х.|] группы С, что для 
любого х можно найти В, для которого выполняется соотношение 
Фив. = 0, и потому Е. совпадает с обычно рассматриваемой предельной 
группой (7). 

2.2. Заметим, что если 0 = 0" [0.], то при любом а 


ППб = И 


является окрестностью нуля в С.„. Поэтому отображение `„› ставящее 
в соответствие элементу х.ЕС. такой элемент у = [Ув] группы С“, что 
у. =Я, и у = О при В = а, является непрерывным гомоморфным отобра- 
жением группы С, в С”, которое мы будем называть вложением 
группы С„ в С". Нетрудно убедиться, что отображение \ф, биограничено. 

Ставя элементу х.6С, в соответствие элемент 5. = 0. (2.) из Е, где 
через 0 обозначено гомоморфное отображение группы С” на Ё, мы нолу- 
чим непрерывное биограниченное гомоморфное отображение Ф, группы С. 
в И, называемое вложением С„ в Г. Элемент х„ мы назовем предста- 
вителем элемента х в Со. 

2.21. ЛЕММА 2. Каково бы ни было множество М, конфинальное 
с Д, для любого элемента «ЕК найдется представитель ж„ в некото- 
рой группе С„, индекс и которой принадлежит М. 

Доказательство. Выберем в 0! (5) некоторый элемент 2’ С”. 
Элемент х’ имеет вид 


у 
ни > а 
р 
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где 2х, Са). Пусть в-— такой индекс из. множества М, 
в>а, (1<А<п). Так как 


ий 


Ен, 


© (2 
ов бад ак 


то 


п 


Е У 9... (2) ЕН, 
К—=1 


а это значит, что 1 имеет своим представителем в О элемент 


п 
м > од (и). 
&— 


что 


2.3. Отметим, далее, что Н* состоит из тех и только тех элементов 


ул 
д = р та (та, Са,) 
1 


группы С*, для которых существует такой индекс ^ >, (1< < п), что 


® 


о Фар (2„,) = 0. 


А—=1 


В самом деле, если такой индекс существует, то 


= У [24 ва (2) 

= 
Обратно, если хЕН, то 2 имеет вид 

. п - 

мя У Е. ива (Чан) 

К=1 
ЕС. 
Выбирая >В, (1<А <”), убеждаемся, что 
(0 


> [Рад (И) ЕР вул а: (и, 558: 


Е—1 


2.31. ЛЕММА 3. Пусть 0 = 0% [0], где [0] — согласованная си- 
стема квазивыпуклых окрестностей нуля групп С» и +60. Тогда суще- 


ствует такой индекс }.6 А, что 


РИ Я, 
где и^6ЕП) и РАЕН". 


514 Н. Я. ВИЛЕНКИН 


т 
Доказательство. Пусть х = № Ирод ни, Оз и А такой 
индекс, что }. > а, (1< < п). Из того, что о ((.)< 0, следует, что 


Та (“.„,) | 0, < и | о, 
а потому 
п п 1 
х ылл. (и) / (5 » и. | о — 
А=1 = 


и, в силу 2.11 из (6), 


Но 


= 0—0 м [4 а (и.,)|, 


= 
а потому ЛЕН. 
2.32. ЛЕММА 4. Пусть 0 = 0"[0 |] имеет тот же смысл, что и 
в 2.31. Тогда для любого элемента х из С, \(Н*-- И) найдется такой 
индекс р>ь, что $, (2)60.. 
Доказательство. Так как, всилу того что ( — окрестность нуля, 


О ИУ 
то х60О -- Н* и потому 


п 
®) 
Х =и- В 
а р Ув 
А=1 
п 


з - А У , . в 
где иЕГ, УС, и о У еН . В силу 2.31, найдется такой индекс », что 


=—1 


и=шм-- 4, 


где №60) и №, ЕН”, причем 


т 

а к 
а 

#=1 


где 2,,6С.,. Пусть р— такой индекс, что роз), р> В (1 << п), 
в >1, (1<А<т) и 


№ вле (Ув,) ит № Фуке (=. и 
= 


К=1 


Тогда 


п 


Фи - ых (и) + У Вьр (9; я У Фудо (2) — № (и\) И, 
А—=1 


= 


и наша лемма доказана. 
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2.33. ЛЕММА 5. Пусть РЁ — предельная группа прямого ограничен- 
и0го спектра (С; $} и Т — ограниченное подмножество в Е. Тогда 
найдется такой индекс 3 и такое ограниченное подмножество Тв — Св, 
что 9; (ТТ 

Доказательство. Так как отображение 09 ограничивающее, то 
существует такое ограниченное подмножество В в С”, что 0(В) =Т. 
Лишь для конечного множества индексов а (1<А < п) проекция В, 
множества А в С, отлична от нуля. Пусть В— такой индекс, что 


> о, (1<1<п). Положим 
а С в (В, ‚) Не) Та пВ (А.,). 


Гак кан все множества Па, ограничены в Са, и все гомоморфизмы 
Ф«,в ограничены, то и Гв ограничено в Св. Пусть а6Т и а — такой 


элемент из А, что 0 (а) =а. Тогда 


п, 
= я а 
Е 
где Ча, Е Н. и 
т 


а — У $, в (аи )6Н. 


А = 


п 


> ве (в) Тв 


А== 


и, таким образом, а60 (Тв) и ТС 0(Ть). 
2.34. Отметим, что так как, вообще говоря, 


НТС, ЗНС 


то может случиться, что при всех В`>а ядро гомоморфизма $, равно 
нулю, в то ‘время как ядро гомоморфизма ф. отлично от нуля. 

2.4. Докажем теорему, аналогичную утверждению 1.3. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть М — неограниченное справа подмножество 
множества А и {С,; $,,} — прямой спектр, соответствующий подмно- 
исеству М, аЁ'’— его предельная группа. Тогда существует непре- 
рывное ограничениое гомоморфное отоб ражение < группы ЕЁ’ в предель- 
ную группу Е спектра {С.,; 9.в}, “ВА, обладающее тем свойством, что 
если 8, является Ию элемента “ЕЁ, то в, является 
и представителем элемента т (з’). Если при этом подмножество М 
конфинально А и все гомоморфизмы $5 ограничены, то < является 
полным изоморфизмом. С 

Доказательство. Пусть Е’ = С” |`Н*, где С”' является группой 


У С,, топологизированной согласно 2.1, а Н*’ — ее подгруппой, по- 
нем 
рожденной элементами &,—9„)8,. Обозначим через {ф естественным 
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образом определяемое вложение группы С” в группу С”. Очевидно, 
что ф является непрерывным ограниченным гомоморфным отображе- 
нием и что 

я. 
а потому и 

Не Н№ 
Поэтому ф определяет непрерывное гомоморфное отображение т группы 
Е’ = (С*!Н* в Е = С* | [*. Так как отображение % ограничено, а ото- 
бражения 0:С*>ЁР и 60’:С*’>Е’ биограничены, то отображение ® 
ограничено. 

Пусть теперь множество М конфинально А и все гомоморфизмы 
Ф„в› ®% ВЕД, ограничены. Пусть У’— окрестность нуля группы РГ’, 
определяемая окрестностью нуля 0’ = 0“[0,] группы С*’. Для любого 
«ЕЛ найдется такое в 6 М, что в >а. Положим тогда 


УИ, ПФ, ©. 


[23 То 


Из того, что система окрестностей [(,], ве М, согласована, легко сле- 


дует, что У, не зависит от выбора 1. Из непрерывности $, следует, 


что И, является окрестностью нуля в С,. Покажем, что И, квазивы- 
пукла. Пусть 


бы 6 @ы Гы 
Тогда 


Фа, (2) в И 
и потому найдется такой характер х„ группы С, что 


1%» (0) [< : 


в то время как 


1 
т < |хь [Фаь (вы). 


Но тогда Х» = Х,Фа, будет таким характером группы Са, что 
"У (Йа) |= ‚В то время как |у» (6) >> . Таким образом, при любом 
а И, является квазивыпуклой окрестностью нуля в Со. 

Нокажем теперь, что система окрестностей нуля [У.] групи С. со- 


гласована. Пусть «<_В. Тогда найдется такое ре М, что р >х иво В. 
Следовательно, 


Ух = Фаш [О ГП Фак (Са)] = 
= Фав" (Фо, [И П Фь, (Св) П Фив (Са) = ФВ [Уь П в (6+). 


Из изложенного следует, что мы можем образовать окрестность нуля 
а = 
У =О0 [У. группы С*. Так как при любом р6ЕМ У, =0,, то 


У Гб" = 
В силу леммы 3, каждый элемент уЕУ может быть записан в виде 


у=й-и’, РЕМ, 
где #ЕН* и’ и’ 6, с (". 
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Обозначим через Т окрестность нуля группы Е. определяемую ТУ. 
Тогда из вышеизложенного вытекает, что 


р (ув), 
а потому отображение < открыто. 


Пусть теперь * (2) =0 и 2, — представитель элемента х в С,, в ЕМ. 
Тогда, какова бы ни была окрестность нуля П = 00° [0.] группы С, 


печ О, 
и, ПО лемме 4, найдется такой индекс оЕМ, что 
Фие (7) СОСО. 
Но тогда 
Тр, = Фиь (7) + [2 —— 9 (7,3 И + И", 


откуда, в силу произвольности И и того, что отображение ф открыто, 
мы получаем, что 5, ЕН” и, следовательно, х=0 их !(0) =0. 

Покажем, что т является отображением на всю группу РЁ. Пусть 
хЕеР. Тогда найдется такой индекс ие М, что элемент х имеет пред- 
ставителя 2, в С,, откуда следует, что х = *0'(х,). 

Пусть теперь Г — ограниченное множество в Ё. В силу леммы 5, 
существует такой индекс ВЕ М и такое ограниченное множество Г. ЕС», 
что 0(Т,) >Т. Но тогда х0’(Т,) >Т и потому отображение < ограничи- 
вающее. Теорема доказана. 

2.5. ТЕОРЕМА 5. Если все гомоморфизмы ©, ограничены, группа 
С, локально квазивыпукла и при В”, все отображения 9, являются 
полными изоморфизмами, то группа ЕЁ вполне изоморфна Сеа,. 

Доказательство. В 2.2. мы построили непрерывное ограничен- 
ное гомоморфное отображение $„, группы С», в Ё. Покажем, что в на- 
шем случае оно является вполне изоморфным отображением С, на РЁ. 
По теореме 4, мы можем ограничиться рассмотрением множества М 
таких индексов |1, что и > %. Пусть хо, © би; 1., 0. Тогда существует 


такая квазивыпуклая окрестность. нуля И», группы С», что 2,60... 
Так как все © „ являются изоморфизмами, то при всех В > 9% 


ИУв=Е Фа, (Оч,) 
открыты в Св. Но тогда при любом 8 > % 


в (х„) Ее У», 


% В 


а потому, в силу леммы 4, 2, © Н* (У, образуют согласованную систе- 
му квазивыпуклых окрестностей нуля): Следовательно, 


а, (ть,) 30 и 9, (0) =0. 


у 


Пусть. Е И и д, — его представитель в С,. Так как Фа, является 
изоморфизмом, то Фи (1, является представителем х в С,. Таким. 
образом, $„, является отображением на всю группу Ё. Это абОНь- 


ние открыто, так как если И», — квазивыпуклая окрестность нуля 


С, И =ев О.) и = 0“ [0], 
0 (С) = 9ы, (Пъ.). 
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Пусть Т — ограниченное множество в Ё. По лемме 5, существует 
такой индекс и > и такое ограниченное подмножество Г, с С», что 
9 (Т,) >Т. Так как 9,» является ограничивающим отображением, то 


ограничено в С„, причем 


т (Т..) к. ани, (Т.) =0 (Т») Е 
Поэтому чи, является ограничивающим отображением. Проведенные 
рассуждения показывают, что $„, является вполне изоморфным отобра- 
жением С„, на РЁ. г 

2.51. Рассмотрения, приведенные выше, показывают, что введен- 
ное нами понятие предельной группы прямого спектра топологических 
групи обладает теми же свойствами, что и понятие предельной группы 
прямого спектра дискретных групп [ер. (?)]. 

2.6. Отметим некоторые частные случаи прямых спектров. 

Определение 6. Прямой спектр {С ; Ф.в} Чокально квазивы- 
пуклых групп С, называется замкнутым, если отображение ©, группы 
С. в предельную группу Ё этого спектра является вполне изоморфным 
отображением группы С. на замкнутую подгруппу группы Р. 

Отметим, что в этом случае при «< В отображение 9,, является 
вполне изоморфным отображением группы С, на замкнутую подгруппу 
группы Св. 

2.61. Замкнутые прямые спектры тесно связаны с вопросом 0б ап- 
проксимации топологических групи их замкнутыми подгруппами. 

Определение 7. Пусть С — локально квазивыпуклая группа 
и [С] — некоторое множество ее замкнутых подгрупп. Группа С аппро- 
ксимируема множеством М = [С.] своих подгрупи, если: 

1) каковы бы ни были ди 8, найдется такое 1, что С.) СьсС.,; 

2) для каждого ограниченного множества группы С (в частности, 
для каждого ее элемента) найдется такое «, что С. содержит это мно- 
жество; 

3) для того чтобы множество И было квазивыпуклой окрестностью 
нуля в С, необходимо и достаточно, чтобы при любом я И ПС, было 
квазивыпуклой окрестностью нуля в С.. 

2.62. Прежде чем перейти к изучению связи между этими двумя 
понятиями, заметим, что пересечение квазивыпуклой окрестности нуля 
группы с подгруппой Н является квазивыпуклой окрестностью нуля 
в Н, а также, что прообраз квазивыпуклой окрестности нуля при гомо- 
морфном отображении является квазивыпуклой окрестностью нуля. 

2.63. ТЕОРЕМА 6. Предельная группа К прямого замкнутого 
спектра {С ; Ф.в} аппроксимируема множеством М =[Н,] своих за- 
мкнутых подгрупп, где положено Нь == $. (Со). 

Доказательство. При любых я и 3 из А найдется такое 16А, 
что т >а, >В. А тогда 
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Далее, пусть Г — ограниченное подмножество в К. В силу леммы 5, 
наидется такой индекс «ЕД и такое ограниченное подмножество Г, < Сь, 
что Го 0(Т.). Но тогда Тс з„(Т.) и потому выполнено. условие 2) 
определения 7. 

Пусть теперь ири любом я (ПН, является квазивынуклой окрест- 
ностью нуля в На. Тогда при любом я 


является квазивылуклой окрестностью нуля в С», причем из я < 8 сле- 


дует 
Ир ее Ив ПеФаь (С.)]. 


Ноэтому существует окрестность нуля И = (7°[У,„] грунпы С“. Если 
д = [х,]6У, то, по лемме 3, существует такой индекс В, что 


Хе сть 
а тогда хеУв + НЯ. Но 
ВИ), ео, 


а потому из. х@ЕИ вытекает, что 0 (5) 60. Таким образом, 0(/) И и 0 
является окрестностью нуля в И. Теорема доказана. 

2.64. ТЕОРЕМА 7. Если локально квазивыпуклая группа С аппро- 
ксимируема множеством М == [С.| своих замкпутых подгрупп, то эти 
подгруппы естественным образом задают прямой замкнутый спектр, 
предельная группа Ё которого вполие изоморфна группе С. 

Доказательство. Положим «< В, если С.С Св, -и обозначим 
через 9,3 тождественное изоморфное отображение С. в С,(25 (2) =т, 
если х6С,). Условие 1) определения 7 показывает, что множество индек- 
сов А не ограничено справа. Кроме того, очевидно, что при 81 
имеем 

Рау Тав — Тат’ 


и потому грунпы С, с указанными отображениями $, образуют прямой 
сиектр. Отметим, что $, является вполне изоморфным отображением 
группы С» на замкнутую подгруппу группы Се. 

Покажем, что предельная группа Ё прямого спектра {С,; Ф„в} внол- 
не изоморфна групие С. Пусть х — любой элемент группы С. Тогда 
найдется такое хЕД, что хЕС,. Поставим элементу х в соответствие 
элемент № (5) == 0%. (+) группы К, где через ', обозначено гомоморфное 
отображение групны Си в (* =» С,*, а через 0 — гомоморфное отобра- 
жение группы С” на Ё = С*| И*. Нетрудно видеть, что это соответ- 
ствие не зависит от выбора индекса х, так как если В`>а, то 


9, (2) 6%, (2) - Н. 


ть (2) РЕ В 


Очевидно, что отображение \ является алгебраически гомоморфным 
отображением группы С в группу К. 


* Группа (* топологизируетея согласно 2.1. 
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Пусть О — некоторая квазивыпуклая окрестность нуля группы и". 


Положим 
И. === [И П и (С). 


Тогда при любом &, в силу непрерывности отображений 9 и \., мно- 
жество ы 


И: = 0.) П 6, = 510) П 6. 


является квазивыпуклой окрестностью нуля в С.. Но тогда, по усло- 
вию 3) определения 7, множество `* (7) является квазивыпуклой окрест- 
ностью нуля в С. Так как группа Ё является, в силу 3.43, локально 
квазивыпуклой группой, то в любой ее окрестности нуля содержится 
квазивыпуклая окрестность нуля. А тогда проведенные выше рассуж- 
дения показывают, что отображение \ непрерывно. 

Пусть ПИ — некоторая квазивыпуклая окрестность нуля в С. Поло- 
жим 

Иа = фы (Ц П С.). 


Очевидно, что при %< В имеем 
| Е в (Ув П Зав (С )), 


а потому система окрестностей нуля [У,| групп С. согласована. При 
этом каждая окрестность нуля И„ квазивыпукла в С.,. Мы можем по- 
этому образовать окрестность нуля 


УИ: 


группы С”. Если х6И - Н, то при некотором 8 


(см. лемму 3). Но тогда 


9 (2) 68 (Из) = 5 (ИП 6%). 


Поэтому из хе -- И вытекает, что 0 (2) 6%(0), а потому 0(/) су(0) 
и отображение ф открыто. 

Покажем, что ядро гомоморфизма ф равно нулю. Пусть х6С их +0. 
Тогда существует квазивыпуклая окрестность нуля Т группы С такая, 
что хЕТ. Обозначим ф. (ТП С.) через Т.. Очевидно, что ни при каком а 
{фл (т) не входит в Тв. По лемме 4, это обозначает, что ф, (2) Е Я* и 
потому (2) -Е 0. 

Покажем теперь, что {ф является отображением на всю группу К. 
Пусть УЕР. По лемме 2, у имеет представителя Ув © Сь. Очевидно, что 
тогда у= (у). 

Так как отображения 0 и {, ограничены, а каждое ограниченное 
множество группы К лежит хотя бы в одной из подгрупп С.„, то отобра- 
жение ф ограничено. 

Пусть теперь Т — ограниченное подмножество в Е. По лемме 5, 
существует такой индекс & и такое ограниченное подмножество Г. <= Си, 
что Тс 0 (Т.). Так как отображение \. --- ограничивающее, то Г, можно 
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рассматривать как подмножество в С, и мы получаем, что отображение 
‹\) — ограничивающее. Таким образом, ф является вполне изоморфным 
отображением группы С на ЁР. Нетрудно видеть при этом, что 


$ (©.) =%(С.), 


а потому ф является вполне изоморфным отображением группы С. на 
замкнутую подгруппу группы Ё. Этим доказывается, что {С,; 5} яв- 
ляется замкнутым спектром. 

2.641. Отметим, что условие 3) определения 7 заведомо выполняется, 
если хотя бы одна из подгрупп С. открыта в С. 

2.65. Назовем прямой замкнутый спектр локально квазивыпуклых 
групп {С,; $5} чистым, если при «<В подгруппа Ф.в (С) открыта 
в С,. Легко показать, что если спектр {С.; Ф.в} Чистый, то подгруппа 
Фа (Са) открыта в Р. 

Пусть {6 ; Ф„в} — Чистый спектр и пусть в каждой из подгрупп С, 
заданы замкнутые подгруппы Ё» и М. такие, что Г, < Ма и при «< В 
имеем 


Фав (Са) С [в и Фав (Ма) < Мь. 


Тогда при «< В гомоморфизм Фав индуцирует открытое гомоморфное, 
отображение ф.в группы М.|[» в Мв/[Гв. Нетрудно видеть, что при 
этом получается чистый прямой спектр {М. | Г»; Фев], предельная группа 
которого вполне изоморфна группе М |Ё,, где 


М = (М.) и Ё= 0 фа (Е). 


Обратно, если М — замкнутая подгруппа в С и Ё — замкнутая под- 
группа в М, то М[Ё вполне изоморфна предельной группе чистого 
прямого спектра {М„| Г»; Фив}, где 


М. = (М По. (6.)) 


Ро = (ЕП Фа (6.)). 


$ 3. Сопряженные спектры 


3.1. Пусть С и Н — две топологические абелевы группы и Ф— не- 
прерывное гомоморфное отображение группы С в Н. Тогда каждому 
характеру х группы Н соответствует характер Хх группы С, определяе- 
мый равенством 


^ 


Гомоморфное отображение Ф:>Х группы характеров Ф группы Н 
в группу характеров Х группы С мы назовем отображением, сопря- 
эженным с отображением ©. Если в группах С и Н задана ограничен- 
ность и группы Х и Ф соответственно с этим превращаются в топо- 
логические группы с заданной ограниченностью, то имеют место сле- 
дующие связи между гомоморфизмами ф и ©, 

Гомоморфизм Ф всегда ограничен. Если гомоморфизм $ открыт 
(соответственно ограничен, ограничивающий), то гомоморфизм Ф огра- 
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ничивающий (соответственно непрерывен, открыт). Ядром гомомор- 
физма. $ является аннулятор подгруппы $(С) в Ф. Ф(Ф) состоит ‘из 
таких характеров х группы С, что ух! является непрерывным харак- 
тером группы $(С), который можно продолжить до характера всей 
группы Н. В частности, если $ является открытым отображением на 
всю группу НЯ, то 

$(Ф) == (0 


Доказательство этих утверждений мы предоставляем читателю. 

3.2. В соответствии с рассмотрениями, проведенными в 3.1, мы 
можем каждому обратному (соответственно прямому) спектру {Сь; $8*} 
(соответственно {С„; Фав}) поставить в соответствие сопряженный с ним 
прямой (соответственно обратный) спектр {Х.; Фив} (соответственно 
{Х.; $82}, где Х. — группа характеров для С» и ®.з (соответственно 
08а) — гомоморфизм, сопряженный с фва (соответственно Фав). При этом 
для того чтобы гомоморфизм Фав (соответственно $82) был непрерыв- 
ным, необходимо, чтобы 8% (соответственно 9.8) был ограниченным 
гомоморфизмом. Поэтому в дальнейшем мы будем рассматривать линь 
ограниченные спектры. 

3.3. ТЕОРЕМА 8. Пусть {Са; 9} — прямой спектр топологическис 
абелевых групп с заданной ограниченностью, ЕЁ — его предельная группа, 
{Х.; 98%} — сопряженный с ним обратный ‘спектр и Х — предельная 
группа обратного спектра. Тогда группа Х вполне изоморфна группе 
характеров Р группы РЕ. 

Доказательство. Группа Ё имеет вид ЕЁ = С* /Н*, где С*— 
соответственно топологизированная группа УС., а Н*-—ее подгруп- 
па, порожденная элементами вида х,— Ф.вх. (см. 2.41). Поэтому каж- 
дый характер о группы Л индуцирует характер группы С”. Харак- 
тер же группы С” индуцирует в свою очередь характер группы С„, 
который мы будем обозначать 


ри = Эа (0). 
Так как зо (6) 6Х,, то элементу рЕР соответствует элемент 
р" ==» (6) = [и (0) ] 


группы Ч =бХ.. Очевидно, что если &. является представителем 
элемента 2 в С,, аб' и р? — характеры группы КЁ, то 


Поэтому 


и ^ является алгебраически гомоморфным отображением группы Р в Ч. 
Покажем, что ) (Р) =Х. В самом деле, пусть 


ф = [Ха] © ^ (Р) 


`ЕХ. Тогда существуют такие индексы хи $, Во, что 


Жо Я м + 0. 
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Ноэтому найдется такой элемент в. 6 Со, что 


№ (2) Е $* Ф Хе (8) — Хв ав (5). 
Но 
8. — Фив (8) ЕН, 


и мы имеем 
о ТЕХ, ВОИ 0, 


что невозможно, так как %(Н*) =0. Итак, 7. (Р) с Х. С другой сто- 
роны, каждый элемент у == [] из Х определяет алгебраический харак- 
тер группы С” по формуле 


х (=) = Хх. (.) 


для элемента © = [8] группы С*. Очевидно, что для © © Н* имеем 
х (2) =0. В самом деле, в этом случае существует такой индекс В, что 
Ув (Е «) == 0. (©м./т2.3тагтогда 


= Хх. (Е,) = Ха в.) = (9. (в,)) = 0. 


Далее, характер х непрерывен на С”. В самом деле, обозначим че- 
рез И» совокупность таких элементов 8», © С», что 


р 


1 
Е 
И. является нвазивыпуклой окрестностью нуля в С„, причем из а В 
следует | 
Ха (65) = ХоФа (вы) 
а потому 
—1 . 
Я — Зав [в ‚ Фив (С.)]. 


Но тогда существует окрестность нуля 0 = 0" [0.| группы С’, причем 
легко видеть, что для любого элемента и И имеем 


|% (|<. 


В силу 4.15 из (6), отсюда вытекает непрерывность характера Хх. Так 
как х(Н*) =0, то их(Н*) =0, а потому мы можем рассматривать х 
как характер группы Ё и, следовательно, 


ЗУ 


Очевидно, что ядро гомоморфизма 7 равно нулю. Покажем, что \ 
является вполне изоморфным отображением Р на Х. Пусть Ф — окрест- 
вость нуля группы Х, имеющая вид 


= Ф, Пе 
где Ф, состоит из таких элементов х = [/„] группы Ч, что 


Иа ЕФ., =М (Т.,,), 


где Га, является ограниченным множеством в С» Тогда ф., (Т.,) будет 
ограниченным подмножеством в С”. Обозначим через @ гомоморфное 
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. й 
отображение С" на Ё, через Г., — множество 0%фа, (Г.,) и через Ф’ — мно- 
жество М (Т’). 
0 
Очевидно, что 'Ф’ является окрестностью нуля в Р, причем 
» (Ф) СФ. 


Поэтому отображение ). непрерывно. Пусть теперь 


— окрестность нуля в Ра Т"” — ограниченное множество в Ё. Согласно 
лемме 7, существует индекс 8 и ограниченное множество Ть в Св та- 
кие, что 0 (Т,) >Т”. Положим 


Фв = М (ТГ) 


и обозначим через Ф окрестность нуля группы Ч, состоящую из всех 
элементов х = [х,] таких, что х, © Фь. Очевидно, что 


ФпхХс\ (Ф*) 


и потому отображение Х открыто. 
Пусть множество Г ограничено в Р и имеет вид 


г=м(), 


где 0 — окрестность нуля в КР. Существует такая окрестность нуля 
(* = 0° [0.] группы С”, что 0 (И") < (И. Положим 


Ф.=М (0... 


Тогда ХПФ, где Ф=бФ, будет ограниченным множеством в Х. 
Очевидно, что 

^(Гехпх 
и, следовательно, отображение ) ограничено. 

Пусть Ф — ограниченное множество в Х и Ф, — его проекция в Ха. 
Тогда Ф. является ограниченным множеством в Х.„, причем из а В 
вытекает, что 
Ф. = 282 (Фь). 
Положим 


О. = М (Ф.. 


Тогда И, будет квазивыпуклой окрестностью нуля в С,„, причем из 
а < В следует 


1 
И = зав [Ив П Фав (С-)]. 
Но тогда в группе С* существует окрестность нуля И = (® [0 „|. Положим 


У ПРМ) 


Очевидно, что Г является ограниченным множеством в Р, причем 
Фес) (Г). Поэтому отображение Х— ограничивающее. 

Из доказанного вытекает, что 7) является вполне изоморфным 
отображением. Р на Х. Теорема доказана. 

3.4. ТЕОРЕМА 9.. // редельная группа Е прямого спектра (Са: Фав} 
топологических абелевых групп локально квазивыпукла. 
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— 


Доказательство. Группа Ё имеет, согласно 2.11, вид: 
Е = С* | Н*, 


где С” — соответственным образом топологизированная группа УС. и 
Н* — ее подгруппа, порожденная элементами вида х„ — Фовха. Напом- 
ним, что естественное гомоморфное отображение С* на Ё мы обозна- 
чаем через 0. Пусть У — произвольная окрестность нуля группы РЕ. 
Тогда существует окрестность нуля 0 группы С*, имеющая вид 


РАО], 


где [(.] образуют согласованную систему окрестностей нуля групи С., 
такая, что 0 (()СУ. Положим 


т=--9(0) 


[ем. (6)] и пусть И’ — квазивыпуклая оболочка множества И’ [(6), 2.1]. 
Очевидно, что И” является окрестностью нуля в Р. Покажем, что ИСУ. 
Пусть хЕУ и х»„, — представитель элементах в С... Так как при 
любом а 
8 (ОУ, 
то при любом В > % 
ЯвЕЕФа,в (2а,) © Ов. 


Поэтому, в силу квазивыпуклости Из, при любом В >, существует 
такой характер Хх, группы С, что 


1 
| <, 


в то время как 
у И 
| 


Пусть Хв — группа характеров для группы Св, причем ограниченными 
в Св считаются вполне ограниченные множества и только они. Тогда, 


в силу теоремы 9 из (6), множество Фз таких характеров фв группы Св, 


что 


|9в (08) |<, 


в то время как 


— 


| в (78) | > 4 


бикомпактно, и, как мы видели, не пусто. 

Нетрудно проверить, что при введенной нами в группу С» ограни- 
ченности гомоморфизмы Ф„в ограничены. Поэтому мы можем рассмо- 
треть обратный. спектр {Хоа; 98а}, сопряженный с {Сь; Фи}: Из согла- 
сованности системы [И„| вытекает, что при «< В 


Ф, > < Фь. 


Поэтому, в силу 1,4, существует такой элемент ф = [ф„|] из предельной 
группы Ч" спектра {Хо; 98°}, что при &%<В имеем в 6 Фз. В силу 


4 Известия АН СССР, серия математическая, №6 
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теоремы 8, мы можем рассматривать ф как характер группы Е. Так 
как для любого элемента и © 0(0) найдется, в силу леммы 4, пред- 
ставитель и, © Па, то для любого и66(И) 


|) = [4 (мы) |<: 


В то же время 


| ®) |= [4 (2) 25. 


Если 1$ (2) >, то наши рассуждения показывают, что 2 ЕЙ’. 
у: 
4 


Если же |$(5)| =--, то, в силу того, что 


|4 07) [< =, 
имеем 

|129 (|<, 
в то время как 

|2 (®=-, 


и потому 26И. 

Итак, ИСУ и потому в любой окрестности нуля группы Ё со- 
держится квазивыпуклая окрестность нуля. Теорема доказана. 

3.5. ТЕОРЕМА 10. Пусть {С,; 98%} — обратный спектр инволюцион- 
ных топологических абелевых групп с заданной ограниченностью, Н — 
его предельная группа, {Х.; Фив} —сопряженный с ним прямой спектр, 
Х — предельная группа прямого спектра. Пусть, далее, при всех а 
существует в С. база ограниченности, состоящая из квазивыпуклых 
бикомпактных множеств, и пусть каждый характер, заданный на 
подгруппе $“ (Н), может быть распространен на всю группу С. (че- 
рез $“ мы обозначаем построенное в 1.3 гомоморфное отображение 
группы Н в С.). Тогда группа Х вполне изоморфна группе характе- 
ров Ф группы Н. 

Доказательство. Пусть Ф" = УХ., причем группа Ф” тополо- 
гизирована согласно 2.1, и пусть Ч” — подгруппа группы Ф*, поро- 
жденная элементами вида 


а “ар в (х.): 


Каждому элементу х = [х] группы Ф”" соответствует непрерывный харак- 
тер Х=в(х) группы С ==5$С., определяемый формулой 


х (&) = Ух, (в) 


для элемента в = [5]. 


Пусть х = [ХЕ и в= [8 ]6Н. Согласно 2.3., найдется такой ин- 
декс В, что 


Уав и.) а 0, 


а тогда 


х (в) = Ух. (в.) = Ув (984 (85) = (УФ. (в) = 0. 
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Отметим, что для любого & = [2] совокупность 9. элементов Хх. груп- 
пы С, таких, что 


1 
рее -—. 


% 


является квазивыпуклой окрестностью нуля в Х.. Далее, так как 


8 «= ФВ, 
то 


9. = Фр [9 П в (Х«)], 


а потому при фиксированном ЕН @, образуют согласованную систему 
квазивыпуклых окрестностей нуля и существует окрестность нуля 
9 =0"2(0.) группы Ф*. 
Нетрудно видеть, что для любого элемента у6@ имеем 
С 1 
|[х (8) |<. 
Поэтому, если 
хе" + 0, 
то 
5 1 
|х (8) |< Е. 


* Е 1 
Так как это неравенство имеет место при любом #ЕЛ, то [х(Н)| <; 


и, следовательно, х(Н) =) 

Из проведенных рассуждений вытекает, что каждому элементу 
группы Ф” соответствует непрерывный характер группы С, индуцирую- 
щий характер группы Н, причем два элемента из Ф*, лежащие в одном 
смежном классе по №”, индуцируют один и тот же характер группы Н. 

Таким образом, мы получаем алгебраически гомоморфное отображе- 
ние \ группы Х = Ф*/ 1" в Ф. 

Так как любой характер х группы Н можно продолжить до харак- 
тера всей группы С, то Х является отображением на всю группу Ф. 
Покажем, что “1 (0) = 0. ‘Пусть ух — отличный от нуля элемент группы Х 
и х, — его представитель в группе Х.. Тогда существует окрестность 
нуля 

| г = 0“ [Г] 


такая, что х66 (Г), а потому, согласно 2.32, при любом В >а 
хе Гь. 
Обозначим через Тз такое ограниченное множество из Св, что 
М (Тв) < Ть, 


и через 9; — совокупность таких элементов в; из Св, что для всех 
Тв Гв имеем 


Вы 
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в то время как 


а. 


Очевидно, что 9; лежит в М№М(М(Тв)) и замкнуф в Сь*. Так как, по 
условию, группа Св обладает базой ограниченности, состоящей из квази- 
выпуклых бикомпактных множеств, то множество М (М (Тв)) биком- 
пактно, равно как и Оз Таким образом строятся множества Оз для 
всех В > и. Из того, что окрестности нуля Гз согласованы, вытекает, 
что при В >> 1 имеем 


$"? (9;) < ©в, 


а потому (см. 1.4) существует элемент 4 = [9] ЕН такой, что при любом 
В>а 9, Е 0в. Очевидно, что ^ (ух) (4) 0 и потому, в силу произвольно- 
сти выбора х, Х* (0) =0. 

Пусть О — окрестность нуля группы Ф, имеющая вид О = М(В), 
где Р — ограниченное множество в Н. Обозначим через Ё, проекцию 
множества Ё в С. и положим 


Так как при «< В имеем 
Е. = 98 (Ев), 
то, очевидно, 
На = Фа [Ев Г Ф.в (Ха)], 


а потому система квазивыпуклых окрестностей нуля [см. (8), 3.2] Е. 
групп Хо согласована. Поэтому существует окрестность нуля =^= 0 [=..] | 
группы Ф". Положим 


==6(=°). 


Очевидно, что тогда ^(Я) СО. В самом деле, пусть ЕВЕ и & — его 
представитель в Х.. Тогда 
ве“ + Ф* 


и потому, согласно лемме 4, существует такой индекс 8, что 
в = Фав (=) 6 в. 
Но тогда для любого: элемента 8 Е Рв имеем 


[быв (вв) |< 


и, следовательно, для любого элемента 26 К получаем 


|2 (9) (©) [< 


Таким образом, ^ (1) 6О и ^(=) с О. Отсюда вытекает непрерывность 
отображения »^. 


Пусть теперь Я, — окрестность нуля группы Х, имеющая вид 
я =0(=”), 


* Ов-ЕЛ всилу квазивыпуклости Гр и инволюционности Св. 
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где =" = О“ [=.]и [=] — согласованная система квазивыпуклых окрест- 
ностей групп Х„. Обозначим М (=,) через Р.. Из того, что группа С. 
инволюционна и обладает базой ограниченности, состоящей из квази- 
выпуклых бикомпактных множеств, вытекает, что множество РЁ. биком- 
пактно. В силу согласованности системы окрестностей =, при «< В, 
имеем 


Ра. = о8а Рв. 


Обозначим 5Е.ПН через ЁР. В силу 1.4., для любого элемента 
«ЕЕ. найдется такой элемент /6Ё, что [= 9*(]). 

Е является ограниченным множеством в Н. Поэтому М(Р)=0 
является окрестностью нуля в Ф. Покажем, что Ос^ (=). Пусть ®6О. 
По теореме 1, мы можем распространить характер ® на всю группу С, 
причем существует такой индекс В и такой характер «в группы Св, что 
для всех элементов 8 = [8] ЕН 

«в (85) = ® (8). 
Так как | (Е) <, 
ности группы Сз вытекает тогда, что ФБ и Ё=0(®в)6=. Но 
Х (Е) =о, ОСХ(=) и потому отображение \ открыто. 

Пусть Р — органиченное множество группы Х. Согласно лемме 5, 
существует такой индекс В и такое ограниченное множество Рьс Хь, 
что 0(Рз) >Р. Множество Из = М (Рз) является, в силу инволюцион- 
ности группы Св, окрестностью нуля в Св. 

Обозначим через И совокупность всех элементов в = [в] группы Н, 
для которых 856 Оз, и через К — множество М (И) с Ф. Очевидно, что 
множество К ограничено в Ф. Покажем, что Х (Р) с К. В самом деле, 
пусть ХЕР и Хх, — его представитель в Х,. Так как Рс0(Рв), то мы 
можем выбрать Хх, в Рв. Тогда 


то |5 (Ев) |< —- и ов М (Ёз). Из инволюцион- 


1 
Хв (в) | < НА 
и потому для любого элемента в = [в] группы Н такого, что 8,6 Ов, 


имеем 
1 


2608) <-. 
Отсюда следует, что ^ (ух) ЕК, ^(Р)СК и потому отображение ^ огра- 
ничено. 
‚ Пусть теперь К — ограниченное множество в Ф, имеющее вид 
К =М(0), где 0 — окрестность нуля группы Н. В силу теоремы :В 
существует такой индекс 8, что любому характеру Х группы Н, удовле- 


творяющему неравенству 
1 
@)1<-, 


соответствует характер х, группы Св, удовлетворяющий соотношению 


Хв (Ев) = Х (=) 
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для любого элемента 8 = [в] из Н. Обозначим $, (0) через Оз, № (0в) 
— через Рь и 6 (Рь) — через Р. Очевидно, что Р является ограниченным 
подмножеством в Х. Покажем, что ^Х(Р)К. Пусть ХЕК. Тогда, так 
как 


== 


1х (0) [< 


существует такой характер Хх, Группы Св, что для всех элементов 
8=[8]ЕН 
Хх (8) = Хз (вв). 


В частности, 


1 
| Хз (Оз) |< 


и потому Х,ЕРв и р=8(х,) ЕР. Очевидно, что ^ (р) =Хх и потому 
Кс^(Р). 

Таким образом, отображение ) — ограничивающее. Из доказанного 
следует, что ) является вполне изоморфным отбражением Х на Ф. 

3.6. Отметим, что если {Са; $„з} — замкнутый (соответственно чистый) 
прямой спектр и {Х.; $8} — сопряженный с ним обратный спектр, то 
спектр {Х.; 98“} сильно открыт (соответственно чист). Обратно, если 
{Са; 98"} — сильно открытый (соответетвенно чистый) обратный спектр 
и {Х.; Фив} — сопряженный с ним ‘прямой спектр, то спектр {Ха; Ф.в} 
замкнут (соответственно чист). Доказательство этого утверждения 
предоставляем читателю. 


8 4. Связь с предельными группами Чогошвили и Фрейденталя 


4.1. Как мы уже упоминали во введении, случай прямого спектра 
бикомпактных групп рассматривался Г. С. Чогошвили в его докторской 
диссертации (!). 

Определение Чогошвили сводится к следующему. Пусть {С.; Физ} 
— прямой спектр бикомпактных абелевых групп, а (Ха; $8} — сопря- 
женный с ним обратный спектр дискретных групп и Х — предельная 
группа этого обратного спектра. Назовем ограниченными в Х конечные 
_ множества. Тогда предельной группой спектра {С.; Ф.в} Г. С. Чогош- 
вили называет группу характеров группы Х с указанной ограничен- 
ностью. (Так как Г. С. Чогошвили не пользуется понятием группы 
с заданной ограниченностью, то его определение по форме отличается 
от приведенного выше, но по существу совпадает с ним.) 

Так как ограниченность в Х такая же, как и у дискретно тополо- 
гизированной группы Х при обычном определении группы характеров, 
то предельная группа по Чогошвили является всюду плотной подгруп- 
пой некоторой бикомпактной абелевой группы С — группы характеров 
дискретно топологизированной группы Х. Эту группу С П. С. Александ- 
ров называет полной предельной группой спектра {Сь; Ф„в} И именно 
для этой группы доказываются различные теоремы двойственности. 

Пусть теперь С — предельная группа спектра {С„; $5} во введенном 
нами смысле. Тогда, по теореме 8, мы можем найти предельную груп- 
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‚пу Х сопряженного с ним обратного спектра. Назвав теперь в Х огра- 
ниченными только конечные множества и найдя группу характеров 
группы Х при такой ограниченности, мы найдем предельную группу 
по Чогошвили, которая, очевидно, бднозначно определяется груп- 
пой С. 

Обратно, пусть С — предельная группа спектра {С.; $5} в смысле 
Чогошвили, и пусть в группу @ введена ограниченность как в группу 
характеров группы Х, причем ограниченными в Х считаются лишь 
конечные множества. Нетрудно видеть, что справедливо следующее 
утверждение: 

Если топологическая абелева группа С с заданной ограниченностью 
инволюционна, то будет инволюционной и группа С с любой ограничен- 
ностью такой, что множества, ограниченные в новом смысле, ограни- 
чены и в старом и что новая ограниченность квазивыпукла [см. ($), 4.1]. 

Нетрудно показать также, что ограниченность, заданная в группе Х 
конечными множествами, квазивыпукла. В самом деле, пусть А — неко- 
торое конечное множество в Х и В квазивыпуклое замыкание А? 
в дискретно топологизированной группе Х. Тогда для любого элемента у 
‚из Х, не принадлежащего В, найдется такой характер & дискретно 


25 4 
топологизированной группы Х, что |&(В)|<-р, в то время как 


|< (&[р>- . Но тогда | * (А) | < = . Следовательно, найдется характер В 
группы Х, отличающийся в точках множества А] у от & меньше, чем 
на >. [а (Хх) Ее - |. Таким образом, |8 (4) <->, в то время как 


Во >-=. Поэтому квазивыпуклое замыкание А в Х лежит в Ви 
потому конечно, так как квазивыпуклое замыкание конечного множе- 
ства в дискретной группе конечно. 

Из проведенных рассуждений вытекает, что группа Х с ограничен- 
ностью, заданной конечными множествами, инволюционна (по теореме 3, 
эта группа с ограниченностью, заданной бикомпактными множествами, 
инволюционна), а потому она вполне изоморфна группе характеров Р 
группы @. Но, зная группу Х, мы можем найти и группу С, как группу 
характеров группы Х с. ограниченностью, заданной бикомпактными 
множествами. Таким образом, если известна предельная группа по 
Чогошвили, причем в ней задана ограниченность, то мы можем найти 
предельную группу в смысле, введенном в данной работе. 

Очевидно также, что, так как всякое конечное множество биком- 
пактно, предельная группа по Чогошвили является алгебраически изо- 
‚морфным непрерывным образом введенной нами предельной группы. 

Для последовательности топологических групп определение предель- 
ной группы прямого спектра дал Фрейденталь в (°). Г. С. Чогошвили 
в (1) обобщил определение Фрейденталя на случай частично упорядочен- 
ного спектра. Это определение сводится к следующему. 

Пусть {Си; $} — прямой спектр бикомпактных абелевых групп. 
Рассмотрим группу С"= У С. и введем в нее топологию следующим 
образом: пусть [И „] — согласованная система окрестностей нуля групп Са. 
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* 
Обозначим через 0 "[(.] совокупность всех элементов & = [#,] группы @ 
таких, что существует индекс В, для которого 


о Фев (=.) вОь. 


Совокупность всех И” [(.] примем за полную систему окрестностей 
нуля в С*. Обозначим через Н“ подгруппу группы С”, порожденную 
всеми элементами вида &, — Ф.5 (2). Тогда предельной группой спектра 
{С; Фав} будет фактор-группа С*| Н”, где замыкание Н” берется в опи- 
санной выше топологии. Нетрудно видеть, что определенная нами 
в 2.14 предельная группа является приведением в смысле 2.3 из (6) 
группы С“ И*. 

Примечание при корректуре. После передачи рукописи в 
редакцию мне стала известна статья С. Каплана «Ех{епз1опз о! Фе Роп- 
тасш Чаа бу». П, помещенная в Раке Ма. Фопгп., т. 17 (1950), 419— 
435. Эта статья посвящена вопросам, близким к изучаемым в нашей 
работе, причем автор рассматривает лишь счетные спектры. 


Поступило 
9. ХП. 1950 
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Р. Ю. МАЦКИНА 


УНИВЕРСАЛЬНОЕ НЕПРЕРЫВНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ 
ГИЛЬБЕРТОВА ПРОСТРАНСТВА 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Строится универсальное непрерывное отображение пространства 
Гильберта Н в пространство Гильберта, т. е. такое, что, каково бы ни 
было А-множество ЕЁ, в любой окрестности пространства Н най- 
дется замкнутое множество Ё тэкое, что ](ЁР) гомеоморфно Е. 


В (4) мы показали, что непрерывный образ пространства Гильберта 
может содержать замкнутое в нем множество, гомеоморфн ое произволь- 
ному А-множеству. 

В настоящей статье мы останавливаемся на изучении непрерывных 
отображений гильбертова пространства и показываем, что они также 
могут иметь достаточно сложную структуру. Именно, мы построим 
непрерывное отображение /(Н) гильбертова пространства Н в гильбер- 
тово пространство ИН’, обладающее следующим свойством: каково бы 
ни было А-множество Ё, в каждой окрестности гильбертова простран- 
ства Н найдется замкнутое подмножество Е, образ которого }(Ё) 
гомеоморфен множеству Е. * 

Такое отображение естественно назвать всюду универсальным для 
А-множеств. ** 

При построении этой функции используем существование универ- 
сального А-множества (для А-множеств, лежащих в любых метрических 
сепарабельных пространствах), определение которому будет дано ниже. 


$ 1. Построение универсального А-множества 


Мы назовем универсальным А-множество 93, обладающее тем свойством, 
что, каково бы ни было А-множество Ё, в 3 найдется замкнутое в нем 
подмножество, гомеоморфное множеству ЕЁ. *** 


* Мы рассматриваем только абсолютные А-множества, лежащие в метрических 
сепарабельных пространствах. 

** Нами построена на пространстве Г, (бэровском пространстве) непрерывная 
функция, универсальная в более сильном смысле, а именно, построено такое непре- 
рывное отображение Ф. пространства ТГ, на самого себя, что, какова бы ни была 
непрерывная функция ф (2), отображающая произвольное полное метрическое сепа- 
рабельное нульмерное пространство 9% в бэровское пространство, найдется такое 
замкнутое подмножество Ё пространства Г,, гомеоморфное пространству 9%, что в 
соответствующих точках пространства 9% и множества РК значения функции Ф (х) 
иф(2) совпадают. 

*** Напомним, что речь идет об А-множествах любой размерности, лежащих 
в метрических сепарабельных пространствах. 
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Так как всякое метрическое сепарабельное пространство может быть 
топологически вложено в гильбертово пространство, то, очевидно, 
достаточно рассматривать А-множества в гильбертовом пространстве. * 

В гильбертовом же пространстве мы построим А-множество 9, обла- 
дающее тем свойством, что, каково бы ни было А-множество Ё, лежа- 
щее в гильбертовом пространстве, найдется такая гиперплоскость гиль- 
бертова пространства, параллельная некоторой координатной гиперпло- 
‘кости, что ее пересечение с множеством 9 будет изометрично множеству ЕЁ. 

Это множество 3, очевидно, и будет универсальным А-множеством. 

Мы получим множество 3 как проекцию так называемого универ- 
“ального Сз в гильбертовом пространстве, т. е. такого множества М 
типа Сз, что, каково бы ни было множество @ типа Сз, лежащее в 
гильбертовом пространстве, найдется гиперплоскость гильбертова про- 
‘странства, параллельная некоторой координатной гиперплоскости, пере- 
сечение которой с множеством М будет изометрично множеству ©. 

Для построения универсального С в гильбертовом пространстве нам 
понадобится понятие универсального в данном направлении открытого 
множества гильбертова пространства. 

Назовем открытое множество (), лежащее в гильбертовом простран- 
стве, универсальным в направлении 1;, если, каково бы ни было откры- 
тое в гиперплоскости {5; =0} множество С, найдется такое действи- 
тельное число а;, что пересечение гиперплоскости {х; = а;} с множеством 
О есть множество, которое может быть получено параллельным пере- 
носом С вдоль оси х; из гиперплоскости {х; =0} в гиперплоскость 
{9 =а:}. | 

Оказывается, что, каково бы ни было положительное действительное 
число а, мы можем построить такое универсальное в направлении 2; 
{: — произвольно) открытое множество, что для любого С а; найдется 
среди чисел, по абсолютной величине «< а. 


1. Построение универсального в направлении т; 
открытого множества. „Пусть а — произвольное действительное 
число. 

Рассмотрим на отрезке (0, «) оси х; систему бэровских интервалов 
{бп,п,-..пи}: Их можно получить, отобразив отрезок (0,1) на (0, а) при 
помощи функции 1; =а.ё, где Ё6 (0,1), и беря образы бэровских интер- 
валов пространства иррациональных точек отрезка (0, 1). ** 

Тогда каждой последовательности бэровских интервалов отрезка 
(0, «) вида 

би, — бам, 2 *°* ди. ид о ** 
соответствует некоторая единственная, принадлежащая всем этим интер- 
валам, точка а; отрезка (0, а). 

Перенумеруем, далее, окрестности счетной базы гиперплоскости 
19 =0}: 

Дока виз Авьан 

* См. 0). 

** Относительно бэровских интервалов пространства иррациональных точек 
отрезка (0, 1) см., например, (?). 
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Каждому интервалу 0„,..»„, каждого ранга отрезка (0, а) оси 2; поста-_ 
вим в соответствие множество гильбертова пространства (открытый 
цилиндр) ©»... проектирующееся на ось х; в интервал д. и на 
гиперплоскость {5; =0} в окрестность Аль. 

Очевидно, что если а+65„,...„,, то пересечение @„....", © гиперпло- 
скостью {1; = а} есть множество Ат, которое получается параллель- 


ным переносом Ди, вдоль оси х; из гиперплоскости {х; =0} в гипер- 
плоскость {2; =а}. 

Множество О = м ра ©",...т, является универсальным в направле- 

К т.п 

нии т; открытым множеством. 

Действительно, пусть С — произвольное открытое множество гипер- 
плоскости {2; = 0}. Тогда его можно представить в виде счетной суммы 
окрестностей счетной базы этой гиперплоскости: 


со 
<= > Ат. 
1-1 

Рассмотрим следующую убывающую последовательность бэровских 
интервалов на отрезке (0, &): би, > бит, 2... 2 би, т: * 

Пусть а; — единственная точка отрезка (0, а), принадлежащая всем 
этим интервалам. 

Тогда, как легко доказать, гиперплоскость {1; = а:} пересекает О 
по множеству С“, которое может быть получено параллельным перено- 
сом `С вдоль 2; из {1 =0} в (х; =а,. 

Так как С было взято произвольно, то это и значит, что О является 
универсальным в направлении х; открытым множеством. 

При этом, так как а, (0, «), то | а; |< а. 

Заметим, что в любой бесконечномерной координатной гиперплоско- 
сти гильбертова пространства можно построить универсальное в направ- 
лении любой из ее осей открытое множество, так как эта гиперплоскость 
обладает всеми свойствами гильбертова пространства. 

2. Построение универсального С5. Обозначим через Н° 
гиперплоскость гильбертова пространства, образованную точками, у 
которых все нечетные координаты равны нулю, через Н» — гиперпло- 
скость гильбертова пространства, образованную точками, у которых все 
нечетные координаты, кроме, может быть, 22%41, равны нулю, через 
Н',* — гиперплоскость гильбертова пространства, образованную точками, 
у которых все нечетные координаты, кроме 22»%+!, равны нулю, а 


22 к--1 = ах. 
В каждой гиперплоскости Н» строим универсальное в направлении 


22+! открытое множество Ох и притом такое, что упоминаемое в опре- 
делении универсального открытого множества значение ах на оси 12х41 


для любого открытого множества гиперплоскости Н® может быть выбрано 
4 


по абсолютной величине < и 
Построим в гильбертовом пространстве множество (), состоящее из 
всех точек, которые проектируются на гиперплоскость Н»ь в множе- 


ство Ох. 
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Так как каждое Ох есть открытое множество в гиперплоскости Нь, 
то каждое Ох есть открытое множество в гильбертовом пространстве. 


со 
Но тогда множество М = [4% есть Сь в гильбертовом пространстве. 
№1 
Докажем, что множество М есть универсальное С в гильбертовом 


пространстве. 
Для этого покажем, что множество М обладает тем свойством, что, 
каково бы ни было множество © типа Сз, лежащее в гиперплоскости 
Н°, найдется такая последовательность (9) чисел а1, а,,..., ах,..., что 
{2241 = ак},  =0,1,2,..., есть гиперплоскость гильбертова простран- 
ства Н (обозначим ее через Ё*) и что пересечение этой гиперплоскости _ 
с множеством М есть множество @&“, которое ‘может быть получено па- 
раллельным переносом @ из гиперплоскости Н® в гиперплоскость Н“. * 
Множество @ можно представить в виде 


2 2@ 


где каждое С» есть открытое подмножество гиперплоскости Н°. Для 


о 1 ак бх 
каждого А найдем такое значение ах (| ак |< =); что Си= Фь-Н)^, 


где через С.” обозначено множество, которо может быть получено 

параллельным переносом С» из гиперплоскости Н® в гиперплоскость Н\^ . 
" 1 

Ряд У ал? сходится, так как [ак | < - ‚ следовательно, {57241 = ах}, 


К =0, 1,2,..., есть гиперплоскость гильбертова пространства, которую 
можно обозначить через И“. 


Очевидно, что С** = (у. Н\^ (так как С\^ = О0%-Н)^).- 

Обозначим через С“ множество, которое получается как пересечение 
9, с Н” и, следовательно, получается параллельным переносом ыы из 
гиперплоскости Я’ в гиперплоскость Н“. Очевидно, что Су может быть 
получено параллельным переносом С» из Н®в ИН“, ибо Гены получается 
параллельным переносом Сх из Н® в Н\^. 


Покажем теперь, что М.Н“ = 6%. 


[3 / т & т & ы `“ 
М.Н - (1). ОТ 
== №1 


&=1 


[4 
но (3 получается параллельным переносом С» из Н® в И" и, значит, 
со 
<“ 
[| 4% =6^, т.е. М.Н* = 6“, 
А=1 


что и требовалось доказать. 


* 
Множество Л/ будет в этом случае удовлетворять данному нами определению 
универсального (,, ибо множество &“ изометрично множеству & и, с другой сто- 
роны, гиперплоскость Н® изометрична гильбертову пространетву. 


НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ ГИЛЬБЕРТОВА ПРОСТРАНСТВА 537 


Теперь для построения универсального А-множества достаточно 
спроектировать построенное нами универсальное С5 М на гиперплоскость. 


[= 


$ 2. Построение всюду универсального для А-множеств 
непрерывного отображения 

Определение всюду универсального для А-множеств непрерывного 
отображения [(5) было дано в начале статьи. 

При построении его мы воспользуемся тем, что мы умеем строить 
универсальное А-множество, которое может быть помещено в гильбер- 
тов параллелепипед; а также в любое подмножество гильбертова про- 
странства, состоящее из точек, координаты которых удовлетворяют 
неравенствам 


9 ЗВ, а, < 1, < ВЬ, :.) оз < ТВ» 
и при п >Ё 
1 
[91| <> -а 
где А — любое натуральное число, а, ,,...0 и В,, В»,...В» — любые 


действительные, числа, а а— любое действительное положительное 
число), так как всякое такое подмножество гомеоморфно гильбертову 
параллелепипеду. 

Мы построим в гильбертовом пространстве некоторую всюду плотную 
в нем систему сферических окрестностей, а в каждой из этих окрестно- 
стей поместим замкнутое подмножество гильбертова пространства, гомео- 
морфное бэровскому пространству *, таким образом, чтобы никакие два 
из этих замкнутых подмножеств не имели общих точек. Затем мы 
построим непрерывное отображение /(Й) гильбертова пространства в 

‚ гильбертово пространство, при котором эти замкнутые подмножества 
отображаются на универсальные А-множества. Тогда можно будет пока- 
зать, что }(5) и явится искомым отображением. 

1. Построение всюду плотной на гильбертовом про- 
странетве системы ` окрестностей. Шусть 21, 255.4.) ди... 
счетное ‘всюду плотное множество в гильбертовом пространстве Н. 

Выберем следующим образом первую подпоследовательность точек 
этой последовательности: 2!=4:; я! — первая из следующих за 21 
точек последовательности 21, 2.,...,%и,..., отстоящая от 2! на рас- 
стоянии >.1. Если определены точки т, еб д первой подпо- 
следовательности, то точкой ий будет первая из следующих за х,' точек 
последовательности 21, %.,...,т,..., отетоящая от каждой из точек 


Ва расстояние > 1. 


й 
Сферические окрестности А»! радиуса 4 с центрами в точках и, 
выбранной нами первой подпоследовательности назовем окрестностями 


первого ранга. 


* Возможность этого вытекает из результатов (3); кроме того, в (4) такое под- 
множество было нами построено некоторым специальным образом. 
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Вообще для каждого натурального числа т следующим образом 
выбираем т-ую подпоследовательность точек  последовательности 
а Е 


=, если выбраны точки т”, ту, ыю 2 ‚ то в качестве т, 
берем первую из следующих за хх, точек последовательности 


71, 1.,...,2п,..., ОТСтоящую от каждой из точек 1.”, 1.”",..., 1х” на 


1 
расстояние > ее 


Сферические окрестности А»” радиуса ее - с центрами в точках т-й 
подпоследовательности точек назовем окрестностями т-го ранга. 

Легко видеть, что никакие две окрестности одного ранга не пере- 
секаются. 

Покажем, что совокупность окрестностей всех рангов образует всюду 
плотную на гильбертовом пространстве Н систему окрестностей, т. е- 
что в любой окрестности пространства НЯ найдется целиком в ней лежа- 
щая окрестность какого-либо ранга. 

Пусть А — некоторая окрестность пространства Н. Так как последо- 
вательность 11, 1.,..., в... всюду плотна на гильбертовом про- 
странстве Н, то найдется такой номер п,, что точка х„, принадлежит 
окрестности А. 

Обозначим расстояние точки т», от границы окрестности А через », 
а наименьшее из расстояний между двумя точками части 21, т.,..., Хи, 
последовательности 21, 1.,...,,...— через р. Выберем число А такое, 
что < и р 

Тогда точка х„, принадлежит А-й подпоследовательности точек и 
является центром одной из окрестностей А-го ранга, радиус которой 
равен ху, и которая, следовательно, целиком лежит внутри окрестности А. 

Построенная нами система окрестностей, как легко видеть, обладает 
следующим свойством: 

Если в каждую окрестность Ах” т-го ранга (т фиксировано) поме- 
стить некоторое замкнутое множество Ёх”, то сумма всех этих замкну- 
тых множеств есть, в свою очередь, множество замкнутое. 

2. Построение функции 1] (2). Поместим в каждой окрест- 
ности 4} первого ранга замкнутое подмножество Е гильбертова про- 
странства Н, гомеоморфное бэровскому пространству. Сумма 


ЕР: = У Ея 
&=1 


этих множеств есть замкнутое множество. 

Каждое РЁ можно непрерывно отобразить на любое А-множество, 
а значит, и на универсальное А-множество, лежащее в параллелепипеде: 
гильбертова пространства, состоящем из точек, координаты которых 


йе 
удовлетворяют неравенствам |у,| < _-5*. Такое отображение может 


быть задано при помощи счетного числа непрерывных действительных 


* Точки гильбертова пространства, в которое мы отображаем рассматриваемое. 
гильбертово пространство Н, в отличие от точек пространства Н обозначаем через. 
а нал о ы 
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функций $1, $1,,...,91,..., заданных на К, и удовлетворяющих 
ни 
ю Я” 

Мы получим счетное число непрерывных действительных функций 
фи, Ф21,...9,...› заданных на Р, и удовлетворяющих ‘неравенствам 


неравенствам | $1, | < 


если на каждом Ё,! мы положим $1 = 9. 
Так как множество Р, замкнуто в Н, то каждую непрерывную. 
действительную функцию $, можно непрерывно распространить на все 


ри ан. 6 
пространство Н с сохранением неравенства |ф„!|< и 


данную на всем пространстве Ы систему функций /],', }51,...,щ,..., 
удовлетворяющих неравенствам 


И = 1 
[№ о, 


и получить за- 


совпадающих на множестве Р, с функциями ф„!, а значит, совпадающих 
на каждом РЁ.” с функциями лы 

В то окрестности ДА» второго ранга возьмем некоторую окрест- 
ность Ар, не содержащую точек множества Е, а в окрестности Д;? вы- 
берем сферическую окрестность 5, такую, что внутри этой окрестности 


Е 1 К. 

2 2 

Я 5 5 Л (1) <, 5.5, 

1 2 
где 421 — значение функции ], (2) в центре окрестности д». Затем в каж- 
дой окрестности 8% поместим замкнутое подмножество Её простран- 
ства Н, гомеоморфное бэровскому пространству (которое, следовательно, 
будет лежать в окрестности Д»?). 
(©) 


Сумма Р, = я Е»з? также будет замкнутым в Н множеством, которое 
Е=1 
не пересекается с множеством Р'. 


Отобразим каждое К»? на универсальное А-множество, лежащее: 
внутри параллелепипеда гильбертова пространства, состоящего из точек, 
координаты которых удовлетворяют неравенствам 


р 
2 ный 
а — 55 <! < < а, `-2а 


и при п>1 


И 
5 . 


Это отображение может быть задано на каждом РР»? при помощи счетного 
числа действительных непрерывных функций 92, 92,,...,9,..., 
удовлетворяющих о 
4 и! 
2 а2 ЕЕ, 
Е 2 ры $19 |< 94 +5 
и при п>1 


Ч 
7 
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Обозначим через 4? заданную на РЁ, + Р, непрерывную действитель-. 
НУЮ функцию, которая на Ё, равна нулю, а на каждом Ё,? равна 


ФЕ 
Так как на каждом Рё (лежащем внутри окрестности 8,2) 
1 
|9 — МИ (98 — 28) — (ы — 91 5, 
а на Р, 4, =0, то на множестве РЁ, -- РЁ, [4:2 | <=. 
Множество Ё, { Г. замкнуто, и мы можем доопределить непрерыв- 


1 
но 41? на всем пространстве Н с сохранением неравенства |4,?|< -;. 


Положим на пространстве Н 


И =" + а,?. 
Тогда }? есть непрерывная на Н функция, совпадающая на ЁР, 
с функцией ].! и на каждом РЁ, —с функцией $2. При этом 


|= 42| < 


< А+ 142 |< 5 +. <1. 


Положим при п>1 $,? =] на Ри $2 = 9$, на Е. 


Мы получим систему непрерывных на замкнутом множестве Е, + Ё, 


действительных функций, удовлетворяющих неравенствам | $? | < ее . -. $ 


Продолжив каждую из этих функций непрерывно на все простран- 


о 1 1 
ство Н с сохранением неравенства |. |<--`- и добавив к полу- 


2 
ченной таким образом системе функций построенную нами функцию /,?, 
мы найдем совокупность непрерывных функций }1?, /›?,..., ]?,..., 


удовлетворяющих неравенствам | }„? к и совпадающих на каждом 
1 1 "е- 2 
Ех’ соответственно с функциями ф/, ана каждом ЁР* —с функциями 92. 
Пусть для каждого т <] нами построена счетная совокупность‘ 
непрерывных функций 1”, ],”,..., ]„т,..., удовлетворяющих нера- 
венствам 


во чесно с ОДА оо о Пе 


1. 1 1 1 1 1 1 
‚т Не ее 
| |<- аи Г о = за т <: 
1 1 1 1 1 
т Бы, бя в. > —- 
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1 1 


п 2) 


на 
причем | [„"| < < — при всех п> т, таким образом, что 


1 1 
т 


2 


для всех 1<т—1и т Ь и пусть при каждом т < [1 совокупность 


функций /[:”, [,",..., [т,... отображает каждое Ё»”" на некоторое 
со 
универсальное А-множество и на каждом множестве И = У Ри" каж- 


дая функция /»„ (т <] <1) совпадает с функцией м”. У 

Построим счетную систему функций }41+!, }+!,..., и ,... сле- 
дующим образом. 

В каждой окрестности А (1-- 1)-го ранга выберем окрестность 
А но содержащую точек множества РР, +Р, + -.. + Рь а в этой 
последней — сферическую окрестность 8,„+!, внутри которой удовлетво- 
ряются неравенства: 


1 1 
а, | А СИЕ 
о р < за 2 эм, 


ве 

О 
Е 
> 


4 1 Я 1 1-1 1 - 
ат < < а ВР ВЕК ВЯ? 


где а! — соответственно значение функции ЛД в центре окрест- 
ности М. 
Затем в каждой окрестности 8»! поместим замкнутое подмноже- 
ство Е пространства Н, гомеоморфное бэровскому пространству. 
Очевидно, что 


со 
м: 
А—=1 
1-1 
а значит, и Е есть замкнутое множество. 


&=1 
Отобразим каждое ЁР»+! на универсальное А-множество, лежащее 


внутри параллелепипеда гильбертова пространства, состоящего из точек, 
координаты которых удовлетворяют неравенствам 


4 0 1--1 и 
ин: киа 
1-1 - И а 
Я. 55 НЕО БЫ ОХ ира 
О т О 9 
А ра ООН 


5. известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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При этом мы получим на каждом Р-Н счетное число действитель- 
ных непрерывных функций фен, И", ..., ФН... о, задающих это. 
отображение и удовлетворяющих неравенствам: 


1 1 1 1 й у 
1-1 Е 1-1 1--1 ке, 
ат 2 т’ и <’ <“ +57 о, 
1 1 1 1 1 
ыы. р Е Е 
а т + +51 он › 
а а 
Фи |< 5‘ при п>2Е+ 


+ 
Для каждого #<1 обозначим через 4;'+! заданную на УЕ; функ- 


4—4 
1 


цию, которая на № Е; равна нулю, а на каждом Р»(+! соответственно 
2—1 
14-1 
равна $111 — [1. 


На 
а |= |9 — |< о ре 


+ 
| 
а на у Е; ШО, т. е. на множестве в 


1=1 9—1 


1 
4 <. т 


1-1 
Так как множество УЕ, замкнуто, то мы можем доопределить не- 


прерывно каждую а" на все пространство Н с сохранением нера- 
венства |4! | <= . т. 

Положим на пространстве Н для <! [И = ал. 
Очевидно, что каждая [(! (1< 1) есть непрерывная на Н функция на 


каждом РЁ; (] <1) Г]Н =], а на каждом КМ И = $1. При этом 


|< | А ан не. . ра 1 | 1 1 1 
[Л 17! |4; < р) : о а ЗЕМ ВР р 
/ 1 1 1 4 1 1 
та { < > сы бр ый СР ИЕ й == $ 
( к как || < а т а г при #<1—1, |< 

4 1 

А Но . 
<. р и |а;+ |<- | тен | и | в! — | <= ЭЕЕГ Для всякого # <. 


| 
ля {` 1+ = Е 
Д >11 положим ФИ! = Д на о Е; и $11! = 9 на каждом мно- 
= 
жестве Ё!'. 


НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ ГИЛЬБЕРТОВА ПРОСТРАНСТВА 543 


| 
Легко видеть, что 1 <= . 5 на > Е;. 
1=1 


1 
№ 
Распространив непрерывно каждую функцию Фи! (1 >.1- 1)”на все 
пространство Н с сохранением этого неравенства и добавив к полу- 
ченным функциям НИи (1>1+ 1) построенные нами ранее функции 
В (1<1-1), получим совокупность непрерывных функций 


Е 


1 
соответственно совпадающих на каждом КЁ; (/<1) с функциями Ё 
(и, значит, с функциями М), а на каждом Е!!! — с функциями ФИ, и 
таких, что при #</{ 


4 Л 4 4 
и 


1 1 
а 5 


а при {> {1 


Ири этом для каждого #</ 


1 4 
а 
Ме т + ° 
Таким образом, мы можем построить совокупность непересекающихся 
замкнутых подмножеств Ё»” (т и А пробегают все натуральные числа) 
пространства Н и счетное число счетных совокупностей непрерывных 
функций: 


р [2 › ту , 
И, 7122, , р , 
7 й >, , И ) , 
таких, что 
1) при любых /[ ип 
и 
| = За , 


2) для любого п при [п 


НН: 
3) на каждом Ри 
Ее 
для всех пи [>т. 


Рассмотрим для каждого натурального числа п последовательность 
функций 
Иа на, ФИЗ Я ое 


Из свойства 2) построенной системы непрерывных функций сле- 
дует, что эта последовательность равномерно сходится и предел ее 
есть непрерывная функция }» (2). 


5 
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Из свойства 1) следует, что при всяком п 
1 
| [п (1) < ПИ , 


а следовательно, совокупность функций }) (21), ][»(2),..., (2), ... 
определяет непрерывное отображение }(7) пространства Н в гильбер- 
тово же пространство. 

Из свойства 3) следует, что при всяком п на каждом Ех” каждая 
функция }, (5) соответственно совпадает с функцией фу (5), а значит, 
совокупность функций } (2), }» (1),..., [№(2),... (т. е. отображение 
1 (<)) отображает каждое Р»” на некоторое универсальное А-множество. 

Покажем, что отображение }(х) всюду универсально на Н для 
`А-множеств. 

Действительно, пусть Ё — произвольное А-множество, а А — произ- 
вольная окрестность пространства Н. 

В окрестности А лежит хотя бы одна окрестность из построенной 
нами всюду плотной системы окрестностей и, следовательно, хотя бы 
одно замкнутое подмножество Ех” пространства Н, гомеоморфное 
бэровскому пространству, которое отображается при помощи [(2) на 
какое-то универсальное А-множество 31. 

По определению универсального А-множества, существует замкнутое 
подмножество Ё множества %, гомеоморфное множеству Е. 

Прообраз множества Ё — множество Ё — замкнутое в множестве Ра”, 
а следовательно, и замкнутое в Н (так как Ех” замкнуто в Н) мно- 
жество, лежащее в окрестности Д. ] 

Таким образом, для произвольного А-множества Е в произвольной 
окрестности А пространства Н существует замкнутое подмножество Ё 
пространства Н, образ которого Ё гомеоморфен множеству ЕЁ, и сле- 
довательно, непрерывное отображение }(х) всюду универсально для 
А-множеств. 

Заметим, что приведенное построение можно произвести на любом 
метрическом сепарабельном пространстве, каждая окрестность которого 
содержит замкнутое подмножество, гомеоморфное бэровскому простран- 
ству, в частности, на всяком однородном А-множестве не Р., лежа- 
щем в метрическом сепарабельном пространстве. 
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О. А. ЛАДЫЖЕНСКАЯ 


О РЕШЕНИИ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ 


(П редставлено академиком В. И. Смирновым) 


В работе даются достаточные условия применимости преобразования 
Лапласа для решения смешанной задачи для линейных гиперболиче- 
ских уравнений второго порядка. Насколько известно автору, это сде- 
лано для уравнений и областей лишь специального вида. Основные 
результаты работы опубликованы в Докладах Ак. Наук СССР (1). 


$ 1. Рассматривается уравнение нормального гиперболического типа 


д? Е, д а ди, 
д" — У (4 0.) + ХВ 0 зы, + Он 90,0 (1) 
$3 7 
при ё > 0 и Х = (11,..., 1), принадлежащей конечной (вообще говоря, 


многосвязной) области О, граница которой Г состоит из конечного 
числа гладких поверхностей *. 

Коэффициенты а4;(Х) обладают в О (© = О 0Г) непрерывными про- 
изводными ** по 5х; до порядка [>] + 3, а 6; (Х) и с(Х) — до порядка 


`в 
[| Яо. 
Далее предполагается выполнение следующих условий (которые на- 
зовем условиями (2)): 
Функция $(Х,2) имеет непрерывные производвые 
Ко Хх 
к, Ок +44 0<#<[4-]+2 


№ 721 
ОНО 97 


и существуют такие \, > 0 и постоянная с>0, что при ХЕОи:ё>0 


НИЙ А 0<%+#< [5+4 0<#<||+2. 


24% №... дар" 


й 
Кроме того, при # =0 1 =0 для &=0,1,...[--| +3. 


* Более подробно условия, налагаемые на область, сформулированы в $ 3. 
** Можно потребовать лишь существования обобщенных производных до того 


же порядка, суммируемых с.некоторыми степенями по области © [см. (?)]. 
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При перечисленных условиях строится дважды непрерывно диффе- 
ренцируемое решение и (Х,2) уравнения (1), удовлетворяющее началь- 
ным условиям 
ди | 


9 
1=0 1—=0 


—0 


и нулевому граничному условию. Характер поведения решения на гра- 
нице будет уточнен ниже. 

Переходим к определению функции и(Х, 1). Для этого воспользуем- 
ся хорошо известным приемом — преобразованием Лапласа по пере- 
менной {. Обозначая 


\=( Пе А, А). 

: (3) 
}е(Х,демф=у(Х, л) 

0 


ее 0 


получим для определения функции 9 эллиптическое уравнение 


ь п 

(= У = (а (Х) 2) +Уы(х) Е Роу №0) 
=! 

с краевым условием х |, = 0. 

Задача заключается в том, чтобы оправдать формально проведенное 
преобразование Лапласа. Для этого надо решить уравнение (4), дать 
оценку 9 и ее производных двух первых порядков в зависимости от \ 
и показать, что имеют место формулы обращения для (3). 

Благодаря условиям (2), наложенным на функцию $, функция ф имеет 
непрерывные производные по 1; до порядка [= | +2, удовлетворяю- 
щие неравенствам . 
= = АА 


<а | | (®=0,1,...|-| +2). (5) 


Неравенства (5) получаются простым интегрированием по частям интег- 
рала 


де ... 0х 


——е № 4. 
дм 
0 


$ 2. Для определения функции © воспользуемся методом конечных 
разностей. 


Заменим уравнение (4) разностным: 
Л Ао, (Х,^) Ах, (Х,^) 
Го (о) = Ух (в (Х) о а 
#) 


с (Х) 9» (Х, 1.) = ^29, (Х, 1) + %(Х, ^), (6) 
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где 


АМ 4 
д тд: ПО ор А а Фо, А], 


Ло, (Х,Л) Й 
да а ов (бы о риыы, пыл) = Мы еьь А, и, ^)]- 


Совокупность узлов кубической сети *, лежащих внутри ©, обозна-. 
чим через ©,. Граничные узлы О, обозначим через Г». Значок «й» у ре- 
шения 9» уравнения (5) мы будем иногда опускать. Все постоянные, 
входящие в неравенства, не зависят от Й. 

Уравнения (6) составляют систему линейных алгебраических уравне- 
ний, неизвестными которой являются значения функции ©, во внутрен- 
них точках решетки О„; на Г» 9, = 0. Чтобы установить разрешимость 
этой системы при любых \, достаточно доказать, что однородная сис- 
тема имеет не более одного решения (при достаточно большом №5’). 

Для этого умножим уравнение (6) на комплексно-сопряженное значение 
9 и просуммируем обе части его по всем внутренним узлам О». Затем, 
используя граничное условие ©|г, = 0, произведем суммирование по 


частям в двойной сумме. 


Таким путем легко получим: 


п 
д До Дуо 
ое 
О; $ = 


= "У! 929 $9}. (7) 


Эл 


Покажем, что, беря у достаточно большим, из (7) можно получить 
оценки: | 


Но, (9) =" ИР < «т Но, (у), 


(8) 
т Ао 1? 
Ро, (©) == > | з, | <‘ Но, ($. 
Ор 1=1 * 
Для этого отделим в равенстве (7) Воеотвьны и мнимую части, счи- 
тая 9 =: +», ф=уи и: 
п З До, —_ До, Ау» \ _ (Ач, Ау. :} г; 
й {У т аа Ат, хь Дх, и д; 2 с|9| ав 
1 


[99 4) 


—. У {0..2 — 12°) |9 — 449, — 4593} (9) 


2» 


и" 2 о й (дева аа °,) = #" № {215 | 9 - фо, — 419}. (10) 
Ола " бл 


* Равенство Дх,-= Дл, =...= Аж, =й берем лишь для упрощения записи. 


548 О. А. ЛАДЫЖЕНСКАЯ 


Так как уравнение (1)— нормально-гиперболического типа, то квадратич- 


ная форма У ан 8:8; удовлетворяет неравенству: 
$ 
п 


3 в? < У ав, 
4=1 


4,)=1 


где 8; вещественны, о, >0. Это неравенство мы используем для оценки 
первой суммы из (9). 
Другие члены суммы (9) оценим так: 


Ао, — Ао, — 


7%) 
[т <“ | < (а, | — 


жи) 
при любом «> 0. 
Пусть |с(Х) | < сь. Разберем два случая: когда ирак. и когда 
ь 
г < Аа: 
а) Аа Перенося в равенстве (9) все члены, кроме первой 


суммы, направо и оценивая их при помощи вышеуказанных неравенств, 
получаем: 


воРо, (0) < азы, (9) + ( к аи 2) Нал (9) + На, (У[$5 
(11) 


[24 “ 
Возьмем а, столь малым, чтобы ©, — о В свою очередь, № > 
возьмем столь большим, чтобы для \, > \А имело место 


се 
или, что то же, 
_64 та 
Ра а < дм. 
Гогда из (11) будет следовать, что 


Рок (0) + зи; м? Но, (0) < -Наь (У). (12) 


()тсюда 


4 
Ноа (9) <= На, (У |9 |) < 


<гИНо@®)-Но,® < ут И На) Но, 


и, следовательно, 
36 
Но»(9) < т На, ($) < те Но» (У. (13) 
Из неравенства же (12) получаем: 


Рано) < „У Но(®)- Ном < ка Но) < Но,. = (44) 
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4 
Итак, неравенства (8) доказаны для случая, когда №3 < —_ А (при 
этом ^ 2№, а № выбрано так, как указано выше). Осталось разобрать 
второй случай: 


6) 2. > и. Из равенства (10) оценим член 2|)^.^,||9|? через 
все остальные, используя лишь неравенство Коши: 
2.2, | На, (9) < сз {У Ро, (®)-Но, (9) + У На, (@) Но, (®)}. — (15) 
Из неравенства (11) следует: 
Ро, (°) < сз {^.* Но, (9) ЯН Но, ($)}. (16) 


Подставляя это неравенство в (15), получим 
2|^:^. | Но, (9) < сэ {15 | Но, (© ) НИ На, ®) На, ($) )Н о, ($) }. 


Возьмем Хо’ столь большим, чтобы для ^, >^№ 2, —с, >1. Тогда 
[5 [Но (9) < И Но, $) Но, ©) ф) Но, (5) } 
откуда 
Но, (9) < те г. Н о, (}). (17) 
Подставляя (17) `в (16), получаем: 


Ро, (0) < сло Н а, (3). 


Итак, неравенства (8) доказаны для любого Х =^ {+И,, > № > 
> Л >20, лишь бы №, было достаточно велико. 

Из первого неравенства (8) сразу следует единственность решения ®» 
краевой задачи для уравнения (6), а значит, и его существование. 


: 1 
Покажем, что совокупность функций 9», например, для й = —. 
п =1,2,... , со, образует вместе с первыми и вторыми разностными отно- 


шениями равномерно ограниченное и равностепенно непрерывное семей- 
ство функций на решетке для каждой внутренней подобласти ©’ обла- 
сти ©.* 

Установим основное неравенство, имеющее место для решений эллип- 
тических уравнений. Именно, покажем, как оценить 


т Ао 2 
(т) = \ р 
В ео ВтАЬЕ, 
о’ #= А, п 
в 
через Н®» (9), г=0,1,...,т—1, где О’ является строго внутренней 
в 


подббластью области О’С О. 
Проведем эту оценку для т =1, так как для т > 1 она проводится 
вполне аналогично. Кроме того, достаточно в качестве О' и ©” взять 


Ф А, А? 

. И ИСО Е 
и ®’ Аж, ' Ад.Ах, 

* % И] 
полилинейным способом на всю область О}, 


можно считать проинтерполированными хотя бы 
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два концентрических куба. Возьмем куб О”, который имеет своей вершиной 
начало координат, лежит в первом координатном углу и имеет 
сторону длины [= рй. Пусть О’ с 9"С О". 

Докажем, что для любой функции 9», заданной на сетке, имеет 
место неравенство: 


(1) о 
НО) ви {Ни ® Но (91 0) }, (18) 
где с., безгранично возрастает по мере приближения О’ к О” или О"" 
к О", но при фиксированных областях может быть выбрано постоянным, 
не зависящим от й и 3%. 
Возьмем следующую функцию на решетке: 


0 вне! © 


= бЬ (21, .-- Я) = ыы тех. п (2; |1) ` в 
112 —* а ВИ т 
| (щ т + зщ 7 ) при“ ЕО”. 
Очевидно, что . >0 для ХЕО”’ и превосходит в О некоторую по- 
стоянную &., независящую от й. Больше того, в ©" 


АС, г 20-2 п 
Аа, с С, < 7 — Сэ. 


Преобразуем сумму й" со (<): 


мхов | - Ханны, 2 “ ео р —- ыы 


о” о’ # 
Ао Л, 
+ |9] м т УУаы ев 
@7 +1 
[0 лот м У це 2 у ‹ 
о а да, ой} + ют (19) 
©” # ' ` : 
н 
где © (Х) =э(:,, ‚Ж-Й, а 
п 
До Л (9 
5= ХУ У 
$0=4 19 =1 х1=—й * 
Но для ХвО”" 
п 
№ м Ах Аэ У Ао 2 
РТН Аа, Аа | ^^ № 7 Аа, 
$) $=1 
и к 
до — м Ао $ 
| Зе и <: УС ик 
и : - й 
п 2 ; 
Ао 1 о 
«пен У [ м +1192}, 


1 
где а, >0 произвольно. 
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—е и! 


< {У бл 


1=1 


До рта 
С Дт, 


Наконец, 


т 


--иХ Зы 


№ х=—1 


= и т * 
вк Хе + аи е Е т 
4=1 х; =—№ Е 
Подставим эти оценки в (19): 
Е <" (иев + У [®й | 19] + 
5—1 


п о” 


Е са [х 55 


«ев х| вех | а о + |9 |2 9 |, 


[23 
столь малым, чтобы 0 —с150, > 5. я 


Ао 12 
да | об +16, < 


если 26, и. <. Беря о, мы 


получим неравенство (18). 
Если же 9, удовлетворяет уравнению (6), то, подставляя в (18) 


вместо Г» (9) равную ему величину )?9, + ф, получим: 
НЗ? (0) За {Но (0) + | Но» (0) + Но» (У 193] } < 
Св {| РНо» (9) Но» ($) } < св (с + 1) Но (9). 


Для оценки Но) (9) составляем разностные отношения первого по 


рядка от обеих частей равенства (6): 


А [1 А, А Аф 
и. Пналесо 2 ТЕ 
т (=. ы)+ Зая. а ле. о, + №0 + Ах, ' 
$] 
Ао, 


где Е ЕЕ 5 
7 


* Это неравенство доказывается на основании равенств 


+ а. 
СЕ До уу 4% 6% 
ху 2 т о Дт; з 


5®— — м 
Дт; я Дт; 


5, ЕВ У 


24 ЧЕ 
о о 
1+) Е В %; 


А А ти Аи 
ыы — и С —_ ь 
к [5 (вам) * ны 
Й 
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Умножаем обе части полученного равенства на 9» и суммируем по 


К от 1 до п. 
Производя дальнейшие выкладки аналогично только что проведенным, 


покажем, что 
Н@®) (9) < се {|| Н®) (9) + Н% ($) + Но» (9) } < 


<, (| Ё Но (9) + | Но (9) + Н% ($) } < 
Зе» (| Но» ($) + #% ($) }. 


Таким же путем получим: 


1 
НУ, (0) <ев УПАРЧЮ НФ) < 
А=0 
1—1 
<еи УАРА--9Н (ф), 1=42,... [= нЕ 


&=0 
Используя неравенство (5), отсюда получаем 


1-1 м 
авт 
НУ, (9) Зои. У | 29—19 | | [2] =. 


А=0 


а 


Теорема вложения С. Л. Соболева [см. (*), стр. 64—67], распростра- 
ненная на конечные разности [см. (3)], доказывает, что изнеравенств (20) 
следуют равностепенная непрерывность и равномерная ограниченность 
семейств функций 

р р 1 (= зн, т оо) 
Дт, Ах, Дх; Эт 


на решетках ©’, и неравенства: 


1 
«о | Оо енуБимч т 0,13, © 


до 


Ах, Ах; 


для любой внутренней подобласти О’ области О. 


. а А, Ао, 

Выбираем из последовательностей функций хи, —^, ^——_— Подпосле- 
Ах; ’ Ах, Дт; 

довательности *, сходящиеся равномерно в каждой внутренней подобласти 


90 939 


области © к некоторым непрерывным функциям %, а 
р 3 И] 


Пре- 


дельная функция ® удовлетворяет уравнению (5). 


* Ниже будет доказана теорема единственности задачи Дирихле для уравнения 
(5), из которой будет следовать равномерная для каждой подобласти области О 
сходимость всей последовательности 9 ку. 
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Кроме того, для нее имеет место неравенство (21): 


ть (Х) 


т; т; 
д; 95; 


аб = Е, т = 0, 'й 2, 


причем с›а, вообще говоря, безгранично растет по мере приближения 
точки Х к границе © и может быть фиксировано для любой строго 


внутренней подобласти О. 


$ 3. Исследуем теперь поведение решения 9 на границе Г области О. 
Прежде всего установим, что функция 9 принадлежит к так называемому 


классу р. Любая функция % этого класса обладает первыми обобщен- 
ными производными, суммируемыми, как и сама функция, со второй 
степенью по области О. Кроме того, существует последователь- 
ность гладких функций %;„, обращающихся в нуль в контурной полосе 
ширины 8», таких, что 


Но (&® —щз„) - Бо (& — № „)>0 при 8 ->0. 


Совокупность функций` типа ®з„ назовем классом р. 

Область © считаем гомеоморфной п-мерному шару с конечным числом 
ручек. Границу Г нашей области предполагаем следующей: существует 
последовательность сужающихся до нуля контурных полос Оз„ ширины 
„ таких, что каждая из них может быть заключена в конечное число, 
не превосходящее фиксированного числа М, криволинейных параллеле- 
пипедов В определяемых координатами 0 <; < с’ *. Нижние основа- 


к 
ния |+; =0 области ©з „ лежат на границе Г, а верхние определяются уравне- 


Е 
НИЯМИ |1; = Ст 6т <С”6т, причемО [) у О;„„ заключается в полосе 6225 „. Кро- 
* 


де т 
ме того, к | <", а якобианы Не ограничены сверху и снизу 
т ЕАК 


положительными константами, не зависящими, как и константы 


елке” д ОТАб 

Функцию 9,, определенную ранее лишь на точках решетки ©», 
распространим на всю область полилинейным способом, так что полу- 
ченная функция (обозначим ее через ®») будет непрерывной в области 
0, и равной нулю на границе этой области. 


Вне области ©, функцию 9», так же как и предельную функцию %, 


положим равной нулю. Нетрудно показать, что функция ®»„ обладает 
9%, 
в 

обобщенными производными первого порядка, равными „_ внутри ку- 


бов решетки О}, и что 


* Функции ц, (21, ....2„), г =1,... п, вообще говоря, зависят от значков «К» и 
«т», но мы их опустили для упрощения записи. 
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> 


[91 Е=1 Ор А=1 


где константа с›5 не зависит ни от области О», ни от й, ни от функции ®»- 
Возьмем один из вышеупомянутых параллелепипедов О* . Тогда: 
т 


я а (: 99, 
О (м, ..., ил) =9в(в0, 2 №») ы \ “ды арт, 
и 
где р — наибольшее значение р, при котором координатная линия р, 
пересекает границу области О,. Отсюда 


и 

2% 2 пу 

С. ви) | <с 2 | 
шо 


Проинтегрируем это неравенство по куску гиперповерхности и; = №, ле- 
ив р: ый 
жащему в О; „= Оз, (| Ол, который обозначим через бт 


м 2 
А 


Рав... бы ев | был Чл: ани © 


Зить, “ 
т 


бт 


< 6 бт 


Ор 91 
Так как последнее неравенство справедливо для любого й, то возможен 
переход к пределу при #—>0, в результате чего получим: 
\ о па он (22) 
Зкт 
При помощи (22) установим следующее неравенство: 
) | о ар ... Ча < 63 8 вх (8), (23) 
® 
9, 


ГДе сх (6) > 0 при 8, > 0. 


’Действительно, 
‘до 
(р, ›№я) =9(в,, › ви) + [5 4, 
и 
Ш а ь 
й ’ о 
ое в) [о ви) 2" | 5, | ар. 


Й 


ва 
Проинтегрируем это неравенство по гиперповерхности |; = с0пз6, устре- 
ГА 
мим р, >0и затем проинтегрируем по р: от 0 до сит вт: 


п 
2 
\ орал... ды 20 88, ее ен У я ях. 
вн о оны 9 
т 


т 8т 
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и так как Б) (9) < со, то интеграл, стоящий в левой части, 


‘ах> >, | "ах = Ув» ви) 
7 К 


о 
е. 


дт; 


й 1 


в> 
5? 


стремится к нулю при 8„-—>0. Собирая неравенства (23) по всем К, 
мы получим: 


\ То ах е 82 е (8). (24) 


Ох 
бт 


Возьмем теперь вспомогательную функцию Н.„, обладающую следую- 
щими свойствами *: 


0 В 3, 
Ни = 1 В @—0.., 
0<НЯь,<1 В р 
ЭНб 
Первые производные ВЕ и непрерывны в Ои удовлетворяют неравенству 
72 
о, < “30. 
дт, и 


Докажем, наконец, что функции 9 = Но, сходятся по норме Н 
и Р к функции 9, именно: 


Но (9 — 9) >0 и Во (9—9) >0 при т> с. (25 


* Ну можно построить следующим образом: 


Функции у, = ту (ил, ..., Иа), о ., п, отображают взаимно однозначно паралле_ 
лепипед 0 < ц, < с, на область ©. о это отображение, доопределив нашу 
систему функций на ее —6<ы, <с, 5 так, чтобы х, (и, ... Ми) по- 


прежнему имели непрерывные первые производные можо допустить конечные 
разрывы производных на конечном числе гладких поверхностей), причем 


В (в, 2,.... М ) 
У» т 
| ис бе РЕ) 


Образ расширенного параллелепипеда обозначим через т Очевидно, что Ф- (Е О. 
Возьмем функцию 


= с(УП 


[0, ; 0 ис, 
А х 
ни) = т -8< < 0, 
п =—0, 
и ть И ‚› азиз а-о 
и функцию $ 
1 вне О 
НЁ (21)... 8) = п. 
АОИ В СЕ 
Пи (а, 2) в О,. 
1=1 
М, 
Так как 9; & У, 05 ОСО.,, то Нь (ла, ..., 2„)= [ НЗ (2ь› ...,2и) будет удо- 
—1 К! 


влетворять поставленным требованиям . 


556 О. А. ЛАДЫЖЕНСКАЯ 


Первый предел очевиден. 


- 0" з 
Ре) = \У| =. = Но 40, 
о} 
но 
И»; — 9, Нз„ [2 49>0 при т - с, 
о 
р 2 
9Н | 
Ко" |405 | поро 
1; 5 
о 225 к 


< 42% све (28) >0 при 8.->0. 
Итак, соотношения (25) доказаны, а следовательно, установлено, что 
0 
®ЕД. 


Дадим теперь оценку функции © во всей области ©. Для этого ис- 
пользуем фундаментальное решение Г(Х, =) для оператора М, сопряжен- 
ного с Г[,:, где 


= (а со) + ++ — 1), с(Х—№<0, 


$,)=1 


построенное Е. Леви (*): 


1 1 
Г(Х, &) = 5+ \—.__Ф(=,За=,, 
ГЕ: \ Ве о 
где 
*(Х, =) = Х Ав (Х) (и — В) (&—Ь), 
1—1 
матрица (А;;) = (а;;)-\, а функция Ф(=’, =) имеет непрерывные произ- 


водные двух порядков (при наших предположениях относительно коэф- 
фициентов Ф обладает непрерывными производными и более высокого 
порядка, но для нас сейчас это несущественно) везде, за исключением 


— 7 


= ==. В окрестности точки & = 


п 
— с — 
5) <, "=. 


Отсюда нетрудно видеть, что 


р" = С32 = 
С 591 < ига =) для Х, ЕСО | 


и (26) 
} 


в достаточно малой окрестности Х ==. 
Построим теперь функцию Грина для Ё, и нулевых граничных 
условий: 
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с(Х, =) =Г(Х, +6 (Х, 5. 


Поведение функции С на контуре такое же, как и функции 9. 
Именно, если взять какую-нибудь непрерывно дифференцируемую функ- 
цию Г’(Х, =), равную Г(Х, =) везде за исключением малой окрестности 


точки Я, целиком лежащей внутри ©, то функция С’ = Г’-+ @ принад- 
0 
лежит О. 


Кроме того, имеет место неравенство 


«С, (26) 

т (Х, =) 
несмотря на то, что функция С может и не принимать предельных зна- 
чений, равных нулю, в точках излома контура. Неравенство (26’) спра- 
ведливо в силу устойчивости задачи Дирихле для М (9) =0 вО извне (5), 
справедливости принципа максимума для решений уравнения М (9) =0 


и неравенств (26). 
Покажем, что найденное выше решение х уравнения 


Ги (5) = (204^, —^,?) о + ф==ро у, ЕР, (4) 
может быть представлено в виде 


9 (Е) =, (Е) | С(Х, =) [№9 (Х) + +(Х] ах, (27) 


где 
| жж (=) | < сзь- 


Доказательство равенства (27) проводится обычным образом, надо 
лишь обосновать, что контурный интеграл пропадет за счет граничных 
условий на С ио9, не делая при этом никаких предположений относи- 
тельно поведения первых производных С и % на контуре Г. 


Итак, покажем лишь, что 


(12, (в) - 40 = У = я (вико — Уч» 2 40, (28) 
о 


@ $,7=1 24] 


если ар. а 2 (м и (4) < оо.. 


Возьмем 9, 0 ‚. Очевидно, что 
т 


9% 
я 9% бт 
2 (ву)-оь,в0 = — | Хар зе. 5" 40. 
О о # ? С 


Переходя в этом равенстве к пределу при 8»->0, мы установим (28). 
Обозначим А-раз итерированную функцию Грина С через С». Ввиду 


(26) [см. (°), стр. 234—237], 


\ Он Оч И 


6 известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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Из равенства (27) найдем: 


= | С (0 + 949 = ж в? | бое + 2 в} 62549 + 


[9 [®) о 


+ * | С949 =... = а в” | бьодо я в! бьфаа-. \съао. (29) 


[9 [93 о |) 


Возьмем в (29) А = [= + 1. Тогда 


нете О оао} "Усы, т .. 


О 4 о 


й 
Оценивая в остальных членах (29) функцию \ по модулю, получим: 


[19| <сз1|^| у ай Я 8 се. (30) 


Оценка (30), в противоположность оценке (21) $ 2, справедлива уже 
во всей области О. 

Относительно поведения функции ® на границе можно утверждать, 
что она принимает нулевые предельные значения во всех регулярных 
точках границы Г (5). 

Оценку первых производных во всей области © можно было бы про- 
вести аналогично только что приведенной оценке для самой функции ®, 
если предположить, что 


Сзэ 
< 2 1 


при любом расположении Х и Я в области О. 
$ 4. Возвратимся к решению смешанной задачи для гиперболиче- 
ского уравнения. Решая уравнение (4), мы нашли функцию © (Х, \), 
являющуюся аналитической функцией =), --Й, в полуплоскости 
^ > № >0 и удовлетворяющую неравенствам 
19| Зв [ХГ в ©, 


до -- ’ 

| «Зем АГ” в 939, (31) 
2 

= | вам ОК 0, 

2105; 


Кроме того, было показано, что 


о я == я ы —2 > —8 
\ [о |4... ат < Сбт (9) < с1обт |1 | Ь . (32) 
Экт 
Благодаря оценкам (31) интеграл 
М-Н ео 
1 ; № 
к \ ох, Де -ь (д 


7 
` 
А, —4<о 
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существует для ХЕОи — <<<, причем и(Х, Й=0 при #<0и 
о (Х, №) = \ и(Х, дем. 
0 


Кроме того, функция и(Х,#) обладает непрерывными первыми и вто- 
рыми производными по 2; ийи 


А:-- со 


9 9% 
Е 5 ое" 4), 
9%; %д%.1 211 9х;.%01:7 
2 Е 4 И 
21—10 
А, йюо 
91 й 
= \ Хе“ 1, =, % 
9 21 
^:—4<° 


Отсюда сразу следует, что функция и(Х, #) есть решение уравнения (1) 
и удовлетворяет нулевым начальным условиям. 
Граничные условия функция и принимаем «в среднем», т. е. 


о е2^й г ре 
\ и Чо. вия Чи == ГЕНА \ | \ мое аа < Чи < 
Эт ЗЕ —> 
и ара ыа р Е р 
«к Ге, р Фр... Чт < 
5 —со —со 


со 


и. ) |2. 2 \ 19 [2@р... ва», < 


== Зрль 
о | ив 
2 ЖЕ 2 г а 
ба баебие \ || О © (33) 
— 55 


Из этого неравенства, так же как это сделано в $ 3, установим, что 
для любого конечного интервала [0,Т] изменения # функция и (Х, 8) 
может быть равномерно по #6 [0, 7] приближена функциями из „= И.Н», 
по норме Н и О. 

Действительно, интеграл Ю. (и) ограничен для любого конечного 
интервала изменения {, так как 


со о 
\ Хде == и \ >| ( т 6 ‘2 ао < 
о 1 и 
е2^й о со 
= \ \ Га» . \ У цел, | а0< 
@ а % 


со 
ое“ ) |2 (9) 42.5 < сие. 
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и Р‚ (9) ® есть непрерывная функция # для любой части О, области ©, 
1 
ибо 


|022, С, 0а9— | из, (Х,в)а© = 


о, о, 
Е \ [ \ 9. (© — 4) 4), \ о (# + ©) 2, ао |< 
2, — м к 
со ; <о ы р 
< | \ | \ о (© . 49 \ \ ох: (64 24) 4 ао — 
9, — 2, 1 
«аа ога, пожеия — ое рава, 49. 


О, —< —©о 


1—8 — 


*/. 
ра». рока еее [во} г 


10. 


< съем ) 


1 
Х | -2 | е№ — её |? 4).\ —>0 при 1—8 | 0. 
р 2 р 
Итак, при любом фиксированном 2 


(и) == (6, 2) >0 при т—> < 


(т. е. при 6и—0)и (5,2) есть непрерывная функция &. А тогда для 
(любого конечного интервала (0,Т) изменения времени Ё можно утвер- 
ждать существование такой подпоследовательности 8»,, для которой 


= (б,, #) < при Ее [0, Т], 


ГДЕ е1, з›, ...— произвольно взятая последовательность положительных 
чисел, стремящихся к нулю. 

Следовательно, благодаря (33), мы получим, так же как ив $3, 
что 


\ и?ао бт 


28 м, 


а отсюда Р(и—и, ) +Н(и-—и, )—>0 при сю. 
т тх 
0 
Будем говорить, что функция и принадлежит к классу ДО на любом 
конечном интервале изменения времени 2. Согласно замечанию, сделан- 
ному в конце $ 3, можно утверждать, что функция и(Х,ё) принимает 


нулевые предельные значения во всех регулярных точках границы. 
ди (Х, 1) 


В отношении функции 9: можно показать то же, что и для 


и (Х, 8), именно: 
0 
Но (и!) + Во (и) < сте и шв) 


на любом конечном интервале изменения (. 
Легко проверить, что 


Не (и) < авт, 


Докажем, наконец, теорему единственности. 
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ТЕОРЕМА. Пусть функция и(Х,1) имеет непрерывные вторые 
производные в цилиндре О ХТ(ХЕО, 0<:<Т), при #=0 и 
ХЖЕО а = = = 0 ши удовлетворяет мы (1) с ‹=0. Если, кроме 
того, функции и и и, принадлежат классу р для ё6 [0, Т] и Но (и) < с, 
то и=0 в цилиндре О ХТ. 

Доказательство. Возьмем их = и Нат, (Х); тогда 


к. 2 р 2 
ооо (+ 
о 


0 охь 
й 9 (ди ди (Тм, 9% ды ди, 
= > Ма 9% (5 дз.) 460 4! г \ МУ Барк о ИЕ и} 404 ве 
Я : охь % ” 


я ея ао 


1 ” `ди\? ди ди 
хх) (==) Е Хак} 40+ 
©(для #=,) $ 


ея нее ааа ана 


охы охы 


| 


9*иу ) 
+ Ха, (яв — о. дл ‚404 (16 [0, 7]. 


Устремляя А-> <, получим 


О 


9(1=1,:) Эха 


|= 


Отсюда найдем, что 


а 
БУ (34) 


и {4+ ао 


Подставим в (34) вместо у(ё) = е“*" 2 (8: 


где 


Са а 


| 
С ВЕ = 


откуда 9х. —0, следовательно, у (1) = е“**" 2 (0) = 0. 


Теорема единственности задачи Дирихле для эллиптического уравне- 
0 


ния в классе функций О легко доказывается на основании равенства 


(28) $ 3. 
Поступило 
24. Х. 1950 
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Г. М. ГИНЗБУРГ 


ОБ УСЛОВИЯХ ЕДИНСТВЕННОСТИ ПРЕДЕЛЬНЫХ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 


(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе устанавливаются необходимые и достаточные условия 
единственности предельных распределений ‘для {> о, определяемых 
стохастическим уравнением 


Ду=А(у) А+ { (а, у)У №, ЕЛ (а, у) = В(у), 
если функции А(у) и В(у) — аналитические функции от у на всей 
вещественной оси. 


Введение 


В работах (1), (2) С. Н. Бернштейн определил условия существования 
предельных законов распределения 


Р (у, 8) о (у, 1) иР(у) =ПиР (у, 0, 


1—>< 


где Р» (у, #) для фиксированного 
п—1 


=ш= У Ан 
$=0 


определяется стохастическим дифференциальным уравнением 
Ду: = А (ув, в, Ав, а.) - Ав -- 1 (уь в, Ав, в) У А&. (1) 


Для {> со доказано следующее основное предложение: 

ТЕОРЕМА С. Н. Бернштейна. Если при любом сколько угодно боль- 
ом & имеет место неравенство Е|у,^<Ги А(у), В (у) = ЕР (а, у) — 
функции только от у, то всегда существует предельное распределение 
для [> со и оно удовлетворяет уравнению 


(АР) — [(4 те в’) РГ + О РВ=ау+6. (2) 


Если, кроме того, В (у) >0, то предельное распределение единствен- 
но и определяется формулой 
АР С 2\ 
А № (у) = ви. , (3) 
где С — константа нормирования. 

Если В (у) =0 для некоторых значений у, то в0 всех остальных 
точках или р(у)=0, или р(\} определяется также по формуле (3). 
Первый случай имеет место, в частности, если А (у) =0 одновременно 


с В(у. 
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В работах (3), (4) мы исследовали поведение предельной функции 
распределения Р (у) в случае, если дисперсионная функция В (у) обра- 
щается в нуль в некоторых точках или интервалах и вывели достаточ- 
ные условия ее единственности для некоторых частных случаев распо- 
ложения нулей функций А (у) и В (У). 

В предлагаемой статье мы обобщим полученные ранее результаты и 
выведем необходимые и достаточные условия единственности предельных 
распределений при любом расположении нулей аналитических функций 
А (у) и В(9). Для связности изложения в статье, по мере необходимости, 
приводятся доказанные ранее теоремы. 


$ 1 
1. Предположим, что условия теоремы С. Н. Бернштейна выполнены 
и существует предельное распределение, удовлетворяющее уравнению 
(А’Ре-® — [(4 Е в) Ре + РВ=ау +, (2) 


где функции А (у) и В(у) дифференцируемы и В (у) > 0. 

ТЕОРЕМА 1. Если в точке у, В(у.) =0, А(у,) 0, то предельная 
функция распределения Р(у) непрерывна и дифференцируема в этой 
точке и Р’(у,) =0. Кроме того, Р’(у) непрерывна в точке у.. 


Доказательство. Интегрируем первые два члена уравнения (2) 
от у, до у, где у=у,; получим 


(А'Р)-Э — [(4 г в) РГ + РВ=а(у—у.). (2) 


Деля (2’) на’у —у, и переходя к пределу справа и слева при у>у., по- 
лучим, в; силу условия В” (у,) =0, - 
а = — (АР), +, = — (АР), 
т. е. при А (у) 0 функция Р (у) непрерывна в точке у.. 
Разделим уравнение 
(ИР) — (А+ в) + РВ —(АР у 
г В’)Р| + РВ= —(АР),,-у—9) (2) 
на (у— у.)?; переходя к пределу справа в точке у., получим: 
АР— (АР), 


1 . 
Е А’Р = 1 ———ь. ЕЖЕ 
и уе и: 2(у— у.) 


Р (у) [4 (у) —А(у,] + А(у,) [Р (у) —Р(у.)] 
уу: +0 У У: ь 


откуда при А (у) +0 
Р (у) — 
о мы О. 
ии -+0 У У, 


т, е. в точке у, существует правая производная от Р (у), равная нулю 
Аналогично, в этой точке существует левая производная, равная нулю, 
что и доказывает первую часть теоремы. 
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Докажем теперь, что Р’(у) непрерывна в точке у.- Действительно, 
в соседних с у, точках 


, С; г : , 

Ри оо, (3) 

где постоянные С; имеют, вообще говоря, различные значения в интер- 

валах справа и слева от у, до ближайших нулей В(у) или до +. 

Если С; =0 (1=1, 2), т. е. р (у) = 0 как справа, так и слева от точки у., 

то справедливость утверждения очевидна. В дальнейшем будет показано, 

что при условиях теоремы хотя бы одно из С; действительно равно нулю. 

Докажем, что предел производной при у->у, по интервалу, для кото- 
рого С; = 0, также равен нулю. 

Из существования производной в точке у, вытекает, что для нее 

имеет место равенство 


— АР’ + 1, (ВР) = 0, 
и так как Р”(у.) =0, то 


2\ В в 49 
-—— = Па 24 (у): Пт 


У Уз У—>У; У—> У: В (у 


—=2А (у,). Итр (у) =0, 
У—> у; 


С. 
ду (ВР, = На Ш, 
>93 


ав 


Пт р (У) =Р(У,). 


>. 


2. Перейдем к исследованию существования производных высших 
порядков от функции распределения Р(у) в предположении, что А (у) 
и В (у) — аналитические функции. Докажем, что в точке у, при условиях 
В(у.) =0, А(у,) +0 существуют производные любого порядка от Р (у) и 


Р®) (у) =0 (т=1,2,3,...). 


Докажем предварительно несколько вспомогательных предложений. 

ЛЕММА 1. Пусть в точке у, В(у,) =0, А(у,) 0. В этом случае 
при А(у.)<0 р(У)=0 в интервале (9., У1), где у, — ближайший к у, 
справа нуль функции В (у) или у, = -+ оо; при А (у.) > 0 р (у) = 0 винтер- 
вале (у., У.)), где у, — ближайший в у, слева нуль функиии В\(У) или 
ЕЕ ИС 

Случаи У, › = -°0 имеют место, если у, является крайним правым 
или левым нулем функции В (у). 

Доказательство. Пусть А(у.) < 0 при у. <у<у.; тогда из 
уравнения 


\(ируау— (+в) р] +1 гв — (АР), (2) 


Уз 


566 Г. М. ГИНЗБУРГ 


для рассматриваемого интервала имеем 
( 1 
— АР) Чу+--ВР' 0 
Уз 


и из условия ВР’>.0 следует наше утверждение. 
Если А (у) меняет знак в некоторой точке у, у у у, то в интер- 
вале (у, 9), а следовательно, и в интервале (у., у1) имеем: р (У) =0. 
Аналогично доказывается вторая часть леммы. 
Следствие. Если у, и 9..1— два соседних нуля функции В (у) и 
в этих точках функция А (у) принимает значения, отличные от нуля и 
одинакового знака, то в замкнутом интервале [У., У,,;] р (у) ==0. 
ЛЕММА 2. Если аналитические функции А (у) и В (у) удовлетворяют 
в точке у, условиям: В (у) =0, А(у.) < 0 (А (у.) > 0), то функция 


и ай 
(4) 
стремится в нулю при У>У, —0 (у>у.-{ 0) быстрее любой положи- 
тельной степени (У—У,). 


Доказательство. Допустим, что в точке у, функция В (у) имеет 
нуль кратности 2 и А(у,)<_0. В окрестности точки у, функцию 


А (у) 
В (у) 


можно представить в виде 


А (у) = А (у) г ад В Е 
В ВЯ би быт" 


а 
А В и) +. >, 


Уи у- 
где 
А (у.) 
сари 
Отсюда следует: 
А 
2 г а ав 
=(у—у “2—1 дне т дев (Уи) арк (ум -2Ь, (ум) 2+... ] 
$ 


(4') 
и при а <_0О последнее выражение стремится к нулю при у>у. —0 
быстрее любой положительной степени (у — У.). 

ТЕОРЕМА 2. Если в точке у, В (у) =0, А(у,) 0 и функции А (у) и 
В (у) — аналитические функции в точке у. то в этой точке предельная 
функция распределения Р(у) имеет производные любого порядка и 
Ру) =0(т=1, 2, 3,10 .); 

Доказательство. Допубниы, что А (у.) < 0. Тогда, в силу леммы 1, 
р(У)=0 в интервале (у., у;), где у, — ближайший к у. справа нуль 
у нкции В(у) или у; = -+ со, и так как р(у.) =0, то правосторонние 
производные любого порядка функции Р\(у) в точке у. равны нулю. 
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Если р (у) =0 и слева от у., то теорема доказана. Если же в некото- 
ром интервале (у, у.), где у. < и, 


Ре, (3) 


где С- 0, то в этом интервале 
й 


рен в 
о) ыы о 


р” (9) РЕ р’ (у) в В (у) е = В? (9) е , 
20 [( ет в) В +24? —ЗАВ’ + В” | А А. 
й"( }== 2 ии: ау = фз (У) „ув 99% 
. 83 (у) Вз (9) 
23 (ч.) =: 0. 


Аналогичные формулы имеем и для производных более высокого по- 
рядка. В силу леммы 2, 


Ни Р@® (у) =0 (т=Ь 2, 3, ...) 


> —0 
и, так как Р’ (у) =0, то теорема доказана. 


$2 


1. При В(у) >0 предельное распределение единственно и опреде- 
ляется формулой 


арР (ое 2 аи 3 
НР р | Е 


где С определяется из условия 


\ руау=и. (5) 


Примером такого распределения служит нормальный закон распре- 
деления р (у) = Се“ (а >0), являющийся решением уравнения 


Ду = — ау + ву ДЕ, 
где Ёа =0, Ва? =1. 

Пусть теперь функция В (у) имеет единственный нуль у, и А(у,)-Е0. 
Из леммы 1 следует, что в этом случае р(у)==0 в одном из интерва- 
лов (— <, У)), (9., - 5). Во втором из них функция распределения 
определяется однозначно по формуле (3), в силу условия (5). Напри- 
мер, уравнение 


Ду = — (у— а) &--ауУИ4 (а>0), 
где Во =0, Ес? =1, определяет предельное распределение 
[ 0 при — ©®<у<0, 


РИ =] с -- 
ро при 9 0, 
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где постоянную С находим из условия 


Таким образом, имеет место 

ТЕОРЕМА 3. Если В\(ч) обращается в нуль в единственной точке 
у и А(у,) 0, то предельное распределение единственно и непрерывно. 
При А (у) >0 имеем: Р (у) =0; при А (у) <0 Р(у) =1. 

2. При помощи леммы 1 мы можем вывести достаточные условия 
единственности предельных распределений также и для случая, когда 
функция В(у) обращается в нуль в { точках ([`>1) и ни в одной из 
этих точек А (у) не имеет нулей. 

ТЕОРЕМА 4. Предположим, что дисперсионная функция В (у) обра- 
щается в нуль в точках у,(@1=12, ..., 1 ш У. >; для 
любого 1. Тогда: 

1) Предельное распределение единственно и непрерывно, если значе- 
ния функции А(у) в точках у, 1=1,2, ..., 1) отличны от нуля и 
одинакового знака. 

2) Предельное распределение единственно и непрерывно, если функ- 


ция А(У) положительна в точках у, у», ..., У, и отрицательна в 
точка У,.1, Уз с. › Ур 20е $ — одно из чисел 1, 2,..., (1. 
Доказательство. 1. Если А(у,), А (у.),..., А(у1) — поло- 
жительные числа, то, в силу леммы 1, функция р(у)==0 в интервалах 
(— оо, У1), (Ул, У»), ..., (У 4, У) и отлична от нуля только в ин- 
тервале (у, - со). Если же А(у,), А(у.), ..., А(у,) — отрицательны, 


то р(у) отлична от нуля только в интервале (— со, у!). В обоих этих 
случаях функция предельного распределения определяется однозначно. 

2. Если функция А(у) положительна в точках у1, У», ..., У, и от- 
рицательна в точках У, ;, У,» -.., У» То функция р(у) отлична от 
нуля только в интервале (у,, у,,;) и, следовательно, предельное рас- 
пределение единственно. 

Примечание 1. Доказанную теорему можно выразить в следую- 
щей форме: если дисперсионная функция В\(у) обращается в нуль в 
точках у, (1 =1, 2, ..., 1), в которых функция А (у) отлична от нуля, 
то для единственности предельного распределения достаточно, чтобы 
нули функции В(у), в которых А(у)< 0, не предшествовали на чис- 
ловой оси нулям той же функции, в которых А (у) > 0. 

Примечание 2. Условия теоремы имеют, в частности, место, 
ссли функция А (у) отлична от нуля в замкнутом интервале [у1, У] или 
обращается в нуль в этом интервале в единственной точке, отличной 
от точек у; (1 =1, 2, ..., 1), убывая в ней (*). 

Рассмотрим несколько примеров. Возьмем уравнения 


ду = — Зум, Ум (=1, 2), 

где 
а 2 4)\2 
Ву = А, В.) = Ч. 


УСЛОВИЯ ЕДИНСТВЕННОСТИ ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 569 


Условия существования предельных законов распределения для 
стохастических процессов, определяемых этими уравнениями, выполне- 
ны, и функции А(у) и В(у) в каждом из данных уравнений удовле- 
творяют условиям теоремы: Имеем 

сакэ ут 

Ве У Гу 

ра (у) = Е в интервале (— со, 1), 
0 


при у> 1; 


1 
[ са) вь 
9 


| 9- 
( 


9. в интервале (—1, + 1), 
в 
0 при [У| > 1. 


В качестве более сложных примеров, в которых условия теоремы 
выполнены, но не выполнены более ограничительные условия приме- 
чания 2, возьмем уравнения 


ду (4 фм, МИмМ (1=3, 4, 
где 
+ 1) у— 3)? "— 9)? 
Ву = О, ву = У. 
Данные уравнения удовлетворяют, соответственно, условиям 1) и 2) 


теоремы. 
Предельные законы распределения определяются формулами: 


сани) пи (аечи в) 
Рз (у) = г а в интервале (—со, —1) 
< + и—3) ИВА 
0 пи 92—11; 
Саи) и 
Ра (5) = | —9и в интервале (—3,- 3), 


0 при [у] >23. 


3. Выведем теперь общий критерий единственности предельного 
распределения для случая, когда дисперсионная функция В (у) обращает- 
ся в нуль в точках у, (1 =1,2,..., ) и в этих точках функция А (У) 
отлична от нуля, после чего покажем, что условия последней теоремы 
являются не только достаточными, но`и необходимыми для единствен- 
ности предельного распределения в рассматриваемом случае, если А(у) 
и В (у) — аналитические функции. 

Начнем с установления вспомогательного предложения. 

ЛЕММА 3. Для того чтобы функция предельного распределения 
РЧу) не могла быть отличной от постоянной в интервале (у,, У: 44), 
где у, и у. —0ва соседних нуля функции В\(у), необходимо и доста- 
точно, чтобы не существовал интеграл 


У 1 ВЕ ау 
е 
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Аналогичное условие относится к интервалам (— со, у), (у,, со), где 
у: и у, — соответственно крайний левый и правый нули функции В (У). 
Доказательство. Так как 


\ аР(у)=1, (5'). 


то 


Но в интервале (у, у,,,) Р(У) или тождественно равно нулю или 
определяется формулой 


Св 9 в) 


где С — постоянная, отличная от нуля. Второй случай, следовательно, 
имеет место только при условии существования интеграла (6), чем до- 
казана достаточность условия. 

Необходимость условия вытекает из того, что при существовании 
интеграла (6) уравнение (2) имело бы в интервале (у, у,.,) решение 
Р(у), отличное от постоянной, что противоречит условию. 

Предположим теперь, что функция В\(у) обращается в нуль в / 
точках у, (1 =1, 2,..., ) ини в одной из этих точек А (у) не имеет 
нулей. В этом случае, в силу теоремы 1, предельное распределение 
является непрерывным и дифференцируемым и Р’(у,) = 0; следователь- 
но, в силу условия (5), 


со | ОР 52 


в 49 
У руау= Хо \ “Буи = 
—© 2=0 у} К 
(5” 
(уе = — ©, Уща = - 5), 


где С;— константы. Отсюда следует, что при указанных условиях функ- 
ция предельного распределения Р (у) зависит, вообще говоря, от / произ- 
вольных постоянных. Если интеграл 


у. 
7-1 | р - ау 
ет \ а аЫ 
у В (и) ау, (6) 
У 
где ] — одно из чисел 0, 1,2, ..., [, не существует, то, в силу леммы 3, 


р (у) =0 в интервале (У› У 1) и С;, как и произведение С;1;, сле- 
дует считать равными нулю. Отметим, что, в силу условия (5"), суще- 
ствует хотя бы один из интегралов 1, (7=0, 1, д... 
Е о 

ТЕОРЕМА 5. (Критерий единственности непрерывного предельного 
распределения). Если дисперсионная функция В (у) обращается в нуль 
в точках у, (1=1,2,..., ) и А(у) отлична от нуля в этих точках, 
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то необходимым и достаточным условием единственности предельного 
распределения является существование только одного из интегралов: 


У. — а (6) 
[= \ ее 


ей) 


0. 2, оюа0 й, Уо = — ©, У = - 05). 


Доказательство. Условие достаточно, так как при его выпол- 
нении функция предельного распределения определяется однозначно, 
а именно: 

[с за 
в (== 18° в интервале (у, у. /). 
| при у<у; и у> У, 1, 
где /— одно из чисел 0, 1, 2,...,[, а именно то, для которого ин- 
теграл (6) существует. 

Условие необходимо, так как при существовании двух или несколь- 
ких интегралов (6) постоянные С; однозначно не определяются из ра- 
венств 


1 
УС; =1. (5") 
2=0 


В каждом из приведенных выше примеров стохастических дифферен- 
циальных уравнений 


ду=А (у) 4Ё + 1 (а, ИМ (1) 


функция В(у) имеет нули, не совпадающие с нулями функции А (у), и 
существует только Годин из интегралов (6), что и обеспечивает един- 
ственность предельного распределения. Например, уравнение 


ду = — (у—а) 4 РауУ№ (а>0, 


где Во =0, Е о? = 1, определяет предельное распределение 


[ 0 при — << у<0, 
24 
ао а 
[Е .. прим —0, 
так как интеграл 
90: 
\ 09 


не существует. 

4. При помощи установленного общего критерия единственности не- 
прерывного предельного распределения докажем, что условия теоремы 4 
являются также и необходимыми для единственности предельного рас- 
пределения в случае несовпадения нулей аналитических функций А (у) 


и В(и). 
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ЛЕММА 4. Если аналитические функции А(у) и В(у) удовлетво- 
ряют в точке у, условиям В(у,) =0, А(у,)>0, то функция 


2 ба 
у: (7) 
допускает существование интеграла 
и 2 ау 
Е ау (6') 


г. В (у) 


справа от точки у, и не допускает этого слева от у,, т. е. интег- 
рал существует при у,<У < У,, | ине существует при у, :<У<У,, где 
Чен У, — ближайшие к у, справа и слева нули функции В (у), или 
Уч = — 0, У = + 90. 

Если же А(у,) < 0, то функция (7) допускает существование инте- 
грала (6’) слева от точки у; и не допускает этого справа от нее. 

Доказательство. При условии, что функция В (у) имеет в точке у, 
нуль кратности 24 и А(у.) +0, имеет место формула (4') $ 1, из кото- 
рой следует: 


А 
2\ — ау 2 ПАкеы 
е 1 Е рва 
ву — В, (у) 
Е [ ет за > аль 2.) 2 ции, 2 +... 


(ум. у2А—1 
е 


, 


А (ч.) 
где В; (у:) О и а, = В), т.е. при А (у.) > 0 (А (9.) < 0) функция (7) 


стремится к нулю при у>у, +0 (у>у, —0) быстрее любой положи- 
тельной степени (у —7;) и к бесконечности при у> у, — 0 (у>у, | 0) 
у › Что и доказывает лемму. 


быстрее любой положительной степени г 


ТЕОРЕМА 6. Если при любом сколь угодно большом & имеет место 
неравенство Е |у,^< Г и А(у), В (у) =ЕР (в, у) — аналитические функ- 
ции от у, не имеющие общих нулей, то предельное распределение Р (у), 
определяемое уравнением 


Ду =А(у) 4ё + }(& уУм, (Г) 


единственно в том и только в том случае, если нули функции В (у), 
в которых А(у)<0, не предшествуют на числовой оси нулям функции 
В (у), в которых А (у) >0. 

Доказательство. Достаточность условия доказана выше (см. 
примечание 1 к теореме 4). Для доказательства необходимости условия 
теоремы рассмотрим сначала частный случай его невыполнения, а именно: 
пусть 


А (у) < 0, А(у)<0,..., Ау) < 0; 
А (у, +) >0, А(у+)>0,..., А) >0, 1<:<4 
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В этом случае, в силу леммы 4 и условия Ё|у„^< Г, функция (7) до- 
пускает существование интегралов 


у; А 
р: 12 \ Тау 
. В 


В 49 (=0, 12... Бъ=ф оу =-ою) (6) 


ей 


в интервалах (— ©°, У!) и (у,, + ©5) и, следовательно, предельное рас- 
пределение не является единственным. 
Рассмотрим теперь общий случай невыполнения условия теоремы; 


пусть имеются хотя бы двануля функции В (у) у» и у,, удовлетворяю- 
щие условиям: 


уу» 4А(\,)<0, А(у,)>0. 


В этом случае интегралы (6) существуют хотя бы по одному интервалу 
справа от точки у, и хотя бы по одному интервалу слева от точки у, 
а также, возможно, по одному или нескольким интервалам между этими 
точками. Отсюда следует, что предельное распределение не является 
единственным. 

Приведем пример уравнения 


ду=А (у) Е + {1 (©, Им, (Г) 


ЕТ (а, у) =0, ЕР (а, у =В(У), удовлетворяющего условиям существо- 
вания предельных законов распределения для #-> со, для которого 
условие последней теоремы не выполнено. 

Пусть 


1? — 1)? 
Ау), Ву, 


т. е. А(—1)<0, А (1) >0. Вычисления приводят к результату: 


С, 4-5) Ия 
Че ь 


(у) = ` ‚при || <\, 


в интервале (— со, —1), 


а - 
С. (1 - у?) ем \—1 


я в интервале (1, оо), 


где С, С, — произвольные постоянные, удовлетворяющие условиям 


4 со 


С,>0, 6,20, |р@ау + | ру=1, 
1 


—с© 


и так как С, и С, однозначно не определяются, то предельное распре 
деление не является единственным. 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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$3 
1. В предыдущих параграфах мы изучили вопросы единственности 
предельных распределений Р (у) = ИтР (у, 0, определяемых уравнениями 
1—>со 


Ду=А (у) 4 + /@, Ум (1) 


при условии, что нули функций А (у) и В (у) не совпадают. Ири этом 
условии предельное распределение, если оно единственно, не зависит 
от закона распределения для у в любой конечный момент времени 
ЕВ. 

Допустим теперь, что у, является общим нулем функций А (у) и В (Ч) 
и в некоторый момент времени { = вероятность {у=у.} =а >20. Из 
уравнения (1’) следует, что в этом случае предельная функция распре- 
деления Р(у) в точке у, разрывна и АР (у, а. 

Если функции А(у) и В (у) имеют несколько общих нулей, то, ис- 
ходя из произвольного начального распределения (для # =&), мы не 
можем получить при помощи уравнения (1”) единственного предельного 
распределения (как для конечного &, так и для (-> оо), в силу того, 
что приращения предельной функции распределения остаются неопреде- 
ленными в общих нулях функций А(у) и В(у). Отсюда следует, что 
предельное распределение Р (у) о г), не зависящее от распре- 

>< 


деления для у в момент [Е ={, возможно только при условии, если 
функции А (у) и В(у) имеют не более одного общего нуля, и так как 
при { = вероятность {у=у.} может быть равной любому числу а, 
0 <а<1, то при наличии одного совпадающего нуля функций А(у) и 
В (у) уравнение (1”) определяет единственное предельное распределение 
Р (у) в том и только в том случае, если аР (у.) —=1, и, следовательно, 
р (у) =0 при у=у.. 

2. Найдем наиболее общие достаточные условия единственности пре- 
дельных распределений при наличии одного совпадающего нуля функ- 
ции А (у) и В (у). 

ЛЕММА 5 (3). Пусть в интервале (а, 6) функции А (у) и В (у) обра- 
щаются в нуль в точке у и В(у)`>0 в других точках этого интер- 
вала. Если в точке у А(у) переходит от положительных значений 
к отрицательным, то для всех предельных распределений р(у)==0 для 
у=у. из интервала (а, 6). 

Доказательство. В силу условия, имеем (у— у.) А (у) < 0 в не- 
которой окрестности точки у,, у=у.. Пусть (у — у.) А(у<0 при У=у, 
из интервала (у’, у"), где азу<у< у’. 

Из уравнения (2) имеем 


{ео Даев кво 
У; Из у ъ 


$ 


ИЛИ 


у 
1 и г и 
\АаР-+ -ВР'=0 (у’<у<у), 


У; 
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и из условии ВР’>О и (у—у)А(у)<0 следует, что Р’(у) =0 для 
любого у=у, из интервала (у’, у’); так как В(у)>0 в интервале 
(а, 6) при у=Е у., то справедливость леммы доказана. 

Следствие. Если в точке у, функции А(у) и В(у) обращаются 
в нуль и А (У) в точке у, убывает, то р(у) ==0 в интервалах (у, |, И.) и 
(у, 9.11), где у; и у, — ближайшие к у, слева и справа нули функ- 
ции В (у) или у /=у = — 0, Узи = + ©. 

Отсюда вытекает 

ТЕОРЕМА 7. Пусть функция В(у) обращается в нуль в единствен- 
ной точкв у, и А (у,) =0. Если в точке у, А(у) переходит от положи- 
тельных значений к отрицательным, то предельное распределение един- 
ственно и АР (чу) =1. 

У равнение 


Ду = — уд ау 4, 


где Ея = 0, Еа? =1, удовлетворяет указанным условиям и опреде- 
ляет единственное предельное распределение Р\(у), аР (0) =1 [см. (1), 
стр. 107—108]. 

ТЕОРЕМА 8. ПИ редположим, что дисперсионная функция В (у) об ра- 
щается в нуль в точках 9,(1=1,2,..., [У У: 11), имея общий нуль 
у=у, (1 <3<0 с функцией А(у). В этом случае предельное распре- 
деление единственно и АР (у) =1, если функция А(у) положительна в 
точках У, У»,..., У, 4, отрицательна в точках У.’ Удо) И 
и убывает в точке У,. 

Доказательство. Единственность предельного распределения вы- 
текает из того, что 

1) р(у) =0, в силу леммы 1, в интервалах 
(— 20, У,) (Уи, У), +... (У У, 4), (Узи Уз) 33 (Ура» Уд» (У, 99); 

2) р(у) =0, в силу леммы 5, в интервалах (у, +, У,) и (У, У,.4); 

3) Р(У) =0 во всех нулях функции В(У), кроме точки у., в силу 
теоремы 1. 

Таким образом, р (у) =0 при у=у, и АР(у.) =1. 

Примечание. Условия теоремы имеют, в частности, место, если 
в замкнутом интервале [у,, У;] функция А (у) обращается в нуль только 
в точке у., убывая в ней (“). 

Уравнение 

Ду = у (4 — у?) 46 + } (а, У) У 
где 


2—9) (у 2)? 
В и, 


удовлетворяет условиям теоремы и определяет дискретное предельное 
распределение: АР (— 2) =1. 

3. Чтобы выяснить вопрос о необходимости условий предыдущей 
теоремы для единственности предельного распределения при наличии 
совпадающего нуля функций А(у) и В(У), установим критерий един- 
ственности дискретного предельного распределения, аналогичный крите- 
рию единственности непрерывного предельного распределения, устано- 


7* 
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вленному в 8 2 для случая, когда функции А (у) и В (у) не имеют общих 
нулей. 

ТЕОРЕМА 9. (Критерий единственности дискретного предельного 
распределения). Предположим, что дисперсионная функция В\(у) обра- 
щается в нуль в точках у,(1=1, 2,..., 0), имея при этом один об- 
щий нуль у. (1<5<1) с функцией А(у). В этом случае для единствен- 
ности предельного распределения необходимо и достаточно, чтобы не 
существовал ни один из интегралов 


и)--1 2 а» 
Вы а 
че (6) 
(7 =0, 1,2... Й и = — ©, Ча = + 99). 


Доказательство. 1) Условие необходимо, так как при его не- 
выполнении не определяются однозначно постоянные (С; и приращение 
функций предельного распределения в точке у, из условия 


1 
У СИ, + аР(у) = 1. 


1—0 


2) Условие достаточно, так как при его выполнении функция пре- 

дельного распределения удовлетворяет условиям: 
Р(у) =0 при у<у, Р(у)=1 при у>у, аР(у,)=1. 

Анализируя условия теоремы 8 с точки зрения критерия единствен- 
ности дискретного предельного распределения и учитывая результаты 
предыдущего параграфа, мы видим, что в случае аналитических функ- 
ций А(у) и В(у) следует лишь изучить вопрос о том, является ли 
необходимым для единственности предельного распределения убывание 
функции А (У) в точке у.. 

ЛЕММА 6. Если аналитические функции А (у) и В (у) удовлетворяют 
условиям 


А (у) = (у—у,)". (У), х(ч,) =а-+0, 


В (у) = (у— у.) (9), +(у)=6>0, 


то для того чтобы функция 


2] в 
[-3 
В) (7) 
не допускала существования интеграла 

| 2} ^ а 
е 
————_ а 

у, В(9) у (6') 
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ни справа, ни слева от точки У, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось одно из условий: 


а) т > 2, 
т 2—1 и ав (#3), 
с) т«2Е—1, т— нечетно иа< 0. 


Доказательство. а) При т>. 2 из условий леммы имеем: 


„2} 5: 3% 7 2{ и а ау 
ВУ йа. . ›$(,)>0 


(7) 
и функция (7’) не допускает существования интегралов (6’) как справа, 


так и слева от точки У.. 
Ь) Если т = 2А —1, то 


- ас. <= 3. ... 
И = К же е а в 
в бы 
2[а, (у—и,) + 5 (ии. +. ] 
> ф (у.) > 0, (9 


(ии, и) 


и для того чтобы интегралы (6’) не существовали при у'’==у., необхо- 


димо и достаточно, чтобы 2(#—5)>1, т. е. а<(*—5). 


с) При т< 2—1 имеем: 


А 
2) в 
е ие 1 
< = ОЕ * 
В (у) (уч, )°Ф (9) 
р @1 92%—т—1 Е а 
рт ее и Ь НЫ (Уи) +... | 29 
ое 2} Г (и—и. уэж—т + (уу, )й—т-1 хх уу. Ныь, ( Э | 2 
2 а а! 
1 ‚(ии ) фт [ Ы2—т—1) — 2—т—2 (ии) +. 


и вт (у) 
Но 
и для того чтобы интегралы (6’) несуществовали при У’==у., необхо- 


димо и достаточно, чтобы выполнялись условия: а<0 и т — нечетное 
число. 
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Из приведенной леммы вытекает, что и при А(у, |) >0, А (у) < 0, 
убывание функции А (у) в точке у, не является необходимым для того, 
чтобы не существовали интегралы 


Уз 2\ а ау У 2 = ау 
е е 
\ >50) 4% ) РЕН: 
мы В (у) > В (у) 


и, следовательно, для того чтобы р(у) ==0 в интервалах (у, У.) и 
(у. У,:1). Действительно, убывание функции А (у) в точке у, (т. е. т— 
нечетно и а<_ 0) является частным случаем условий леммы; однако при 
выполнении этих условий возможно как убывание, так и возрастание 
функции А (у) в точке у., а также сохранение знака этой функции при 
переходе через точку у.. 

ТЕОРЕМА 10. Если при любом сколь угодно большом Е имеет ме- 
сто неравенство Е|у,^<Г и А(у), В(У) — аналитические функции 


от у, имеющие один общий нуль у=у., то предельное распределение 
Р (у), определяемое уравнением 


ду = А (у) 4+ } (а, ум, (1') 


единственно и АР (у) =1 в том и только в том случае, если при 
А (у) = (у—у.)"-3 (У), э(9.) =а=0, 


В (у) = (у—у,)*"-$ (9), (у) =Ь>0, 


выполняются условия: 
1. функция А(у) положительна в нулях функции В(у), лежащих 
слева от у, и отрицательна в нулях функции В (у), лежаших справа 
Оп з @ 
У 
а) т> 2 
или 


 т= 2% —1и «< (#5) 
или 


с) т< 2—1, т— нечетно и а< 0. 
Доказательство. В силу лемм 4 и 6 и теоремы 9, предельное 
распределение единственно и АР (у.) =1. 


В виде примеров рассмотрим уравнения: 


ду = у" (2 — УЕ Л (а, УУ м, ви бОи, 


т т 9 
Ау — ум + 1, ДУМ, в, (у) =. 
В первом из этих уравнений имеет место условия 1 и 2а) теоре- 


мы, во втором — условия 1 и 25), и, следовательно, каждое из этих 
уравнений определяет единственное предельное распределение: 4Р (0) = 1. 
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В приведенных уравнениях функция А (у) не убывает в общем нуле 
функций А(у) и В(у); в первом из них она сохраняет знак -+ при 
переходе через точку у= 0, во втором из них она возрастает. 

Приведем в заключение примеры уравнений, не удовлетворяющих 
условиям последней теоремы и, следовательно, определяющих предель- 
ные распределения не единственным образом. 

В уравнении 


р ть 12 (12 — 1)? 
Ду =у(4 — у?) Е - }з (а, ИМ, В, 


функции А(у) и В(у) не удовлетворяют ни условию 1, ни условию 2 
теоремы 10. Произведя вычисления, получим: 


[с а и 

НЕ и АЕ в интервале (— <0, — 1), 
в. 0 при и |< 1-0, 

т И р 

[ С) о интервале (1, со) 


(2—1 — 1) 


и ЧР (0) = С., где С,, С», С, — положительные постоянные, удовлетво- 
ряющие единственному условию 


—1 


| р Чи+ рычит, 


со 


из которого они однозначно не определяются. 
В уравнении 


2_ 9)24/2 
ду =ту@- мл, Ум, В, 


функции А (у) и В(У) не удовлетворяют условию 2 теоремы 10. Произ- 
ведя вычисления, получим: 


ЕЕ 
яя и интервале (—3, 0), 
Р(У) = 
| с о р 
| р" р в интервале (0, 3), 
( 0 в интервалах (— со, — 3], [3, оо) 


и АР (0) =С., и так как постоянные С\, С., С. условием 


0 3 
2 (Чу | Рус, =1 
0 9 


—3 


однозначно не определяются, то предельное распределение не един- 


ственно. 
Поступило 
11.ХТ.1950 
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